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論 述

基 本 的 確 率 過 程 とそめ応用.

丸 山 儀 四 郎

九 州 大学 理 學 部数 學教 室

(昭 和23年3月1日 受 理)

・§1.確 率 過程論 の基 礎確率 論 の基 礎 づ け

にMisesの 集 團の 理 論,Kolmoggoroffの 抽

象 的 方 法 が あ る 。理 論 的 に も応用 上 か ら も

1(01mogoroffの 方 法 に種 々の利點 が あげ 今れ

る 。そ れ は数理統計 學 に お け る母 集 團,統 計 力

學 にお い て相空間 とそ れ に導 入 され た ア プ リオ

リな 確 率が 夫 々の 出発點 にな る事 な どか らも考

え られ よ う。Kolmogoroffの 方 法 は次 の様 な
、

もの で あるろo

任 意の 抽 象 室 聞.9に 。ρ の部 分 集 合 よP成 り

自 身 を含む 完 全 加 法族FA,B∈ ア な ら

ば.e-.1∈0,Vi∈Fな らば いノEi(iF一 と計Fで

定義 され た 完 全加 法 的集 合 函 数P<」の,E∈9:1。

0≦P置)≦12。P(0)=13。El(E、=0(乞 キ 」)

74ら ばPk)丑)=ΣP(E、 を 結 合 して確 率 室

間 ρ,F,珊 を構 成 す る。一 つ の 問 題 に対して

その解等決 に適応 した確率空間 を構 成 す る。 ρ の

伍 々の要 素 ω は 根源 的 事 象,P(E)が 事 象E

の確率で あ る。 い わゆ る偶然 量 に対応 して ρ

の可翻函数 〆ω)任 意 のkにi対し 」ワ。17(ω)

>k、 ∈F一 を 考へ る。

さ て時 間 と共 に愛 化 す る現 象 を統 計 的 に研 究

し よ う とす れ ば時 閤 をパ ラ メー タ ーとす る偶 然

量 を考 えな けれ ば な らない 。 この様 な 時 間 の パ

ラメ 一 ターを含 む確 率変数(の=… 湿≠,ω)を 確

牽 過 程 と よぶ 、 そ う して確率 過 程 に は 諏④ の

時 聞 的関 連 性 を定 め る確 率

い1.1ル1、L.⊂7、(.z'(t∂〈b豊,・9・重{～nくx(～")<bn)

が 任意 箇 の時 間ti,ts,…tn,任 意 の 實 数al,

b,,….に対し でむ じゆんな く考えられていなけ.

ればならない。tが整数値 のみをとる場合は問

題はないがtが連続 した値 一〇Q<tく6。 をとる

場合に衣の様な困難が起る6個 々の根源事象 は

實際の場合tの変 化につれて変 る函数である。'

そこで例えば或tの 区間rに 於けちx(の の

最大値U=1.it.b.x(の の確率 法則'P(U≦x)

に対しては非可附事象 の積 Ω瞬)≦ 夕}を

考えなければな らない従 つて例えば.忽④ が.
連続であるという様な事柄の確率を考える事が

困難で透るg又X(t)の 積分

ヒL2)Sln(t).dt.

も特別な場針 一 例えば後に述べる定常過程の

様なもの一一 を除いて考えることが困難 にな る。

之等 の難點を 解 決す るた めJ.L.Doobは

Kolmogoroffの 前 述 の立 場 嘆 つ て確率 過 程

の 基 礎 理 論 を作 ρた 。'その やP方 は大 饅 家 の 療.

な もの で あ る。 あ らゆ る費函 猶X(t)●(一 。O<t

く。。)の 作 る空間 を 炉 と し豫 め與 え ちれ て ゐ

る騨(1.1)魂 こよつ て家の様なgesの 一 種 の

区 間

(寿L3)al〈 寧(ti)く妬 一・・tanくa'(ts)くe'n

に測 度 を與 え る と,'Kohhogoro任 の 定 理 に よ

れば 之等 区 間 に依 つ て 定 ま る完 全 加 法 族 ア「に

一 意 に測度 を拡 大 し前 述61◎,20,3ひ を満足 す

る様iτす る事 が出 來 る。 次 に9-F.の 部 分空間'

、9で その外 測度 ア(9)ニ1を みた す様 な もの

を と りF==(E;EニE,eg;E壁 ε9ノとす れ ばF



1二完 全 加 法族 でP(E)=P→61E㍉ とお け.よそo

上 に確 率Pが 導 入 され,之 がE→eの え らび 方

に關 係 しな い 事 が証明 さ れ る。か く して 確 率空

間(9,F,計P)が 定 ま る。 之 を確 率 過 程 と名 づ け

る2]。

問題 に依 て 始 め に與 え られ てい る もの は(1.1)

で あ り,そ れ に 慮 じて種 々の 血 の え らび 方が

あ る。 この中 で な るべ く簡単 な 性 質 を持 つ た

x;t)の 集 合21を と),例 えば σ 或 は(1.2)

の積 分 が ρ の可 測 函数 と して定 義 出來 る よ.う

にす る こ とが 望 ま しい 。2の 要 素 ω=灘 ④ に

解 析 的演 算 を行 ふ とき重 要 な性 質 の一 つ と して

確率過 程 の可測 性 が あ る 。 それ は次 の 様 に定 義

す る。

灘(の は個 々に は'の 函 数 で,そ の ご=τ に

お け る値 は2の 要 素 ω=2(・)のt=τ に お

け る値x(τ)で あ るか らx(r)=x(r,ω)と な り

二変数(τ,ω)の 函 数 と考 え られ る。 次 に α,ω)

の空間.9xTに 測 度 を導 入す る。 即 ち任 意 の

E∈F及 びB一 可 測 なTの 集 合1の 積 集 合

Ex1の 洲 度 をP⑳1η(1・Tiは ルレベ ツ ク測 度)

と定 義 し9の 測 度 を あ らゆ るE× ■ で 定 ま る

9×Tに お け る完 全 加 法 族 に拡大 す る。a:(t,ω)

が.gxTで 定義 され た 可 測函数 で あ る と きに

確 率過 程 は可測 で あ る とい う。

可測 確率 過程 に 二Fubiniの 定 理 を適 用 す れ ぼ

殆 どす べ てのx(の がL一 可 測 函数 にな る。 然

し(gce,.F'ce,PS)を そ の ま ゝ確 率空間 に とれば

如何 な る場 合 に も可 測 過 程に はな らな い 事 が 説

明 され る2]。 之 が 炉 の部 分空間 ρ を と る

一 つ の 理 由 で あ る。Doobは 始 め て 可 測 にな る

た めの 必 要 充 分 條件 を與 えた が,Kolmog。roff

の與 えた 條 件 は簡単 で便 利 で あ る。 このKo1-

mogoroffの 定理 に關 連 してDoob,Ambrose,

河 田敬 義 氏 の研 究 が あ るcKolm。goroffO定

理 は次 の よ うに述 べ られ るc

ε>0は 任 意,hはtに は闘 係 して も εに は

無 關 係 な,し か もt=Oが 密 度1に な っ て い る

様 なt一 集 合 の 上 でh→0と な る もOと す る。

そ の と き確率 過程 が 可測 な るた めO必 要 充 分 條

件 は ほ と ん どす べ て の こ に対し

が 成立 す る こ とで あ る.

確率過 程 を定 義 す るの に他 にN.Wienero

方 法 が あ りそれ が 上 記の もの と同 等 で あ る事,

及両者 の 關 係 がDoot,Ambrose,=よ つ て示

され る。

どの 様 な 確 率 過 程 が 重 要 で あ るか は.一 っ に

は實 際 に研 究 の対象 とな る現 象 を どの様:=数 學

的 に形 式 化 す るか に よつ て き ま るご 例 えば増 殖

傳 染.崩 壊 現 象 等 を研 究 す る と き.傳 播過程

即 ち時 刻tで 起 つ た 事 象 が その 後 の 事 象の 生 起

を誘発 或 は抑 制 す る様な機 構の 確 率過 程 が 数 學

的 モ デ ル と して 考 へ られ る。 又過 去の状態の う

ちで最 近 の もの が 強 く將 來 に影 響 す る様 な現 象

にi対して は

P(a:(tt),…tX(tn);x(毒)≦x)=P(w'(t。';Jrぐt)≦.v)

但 しtiくt2く … 〈tnくt,nは 任 意.●Pぐ訟'ち),

…,x(tn':E)はx(鉛,… ,x(tnhを 與 えた 場

合 の 條 件 附確 率,を満足 す る確率 過 程.即 ち

Markoff過 程 が 一つの数 學 的 モ デる と して考

え られ る。Markoff過 程 を系 統 的:こ研究 す る

方 法 がKolmgoroffによ っ て與え られ た 。

計P献s)ニ ・1';置④ ≦y)=f'〈s,・v;t,姉kSく の

を遷移 確 率 と よぶ,遷 移確 率 系 と時間 の計 り始

めの 分 布 が 與 え られ て おれ ば(1、1)の確率 は定

ま る。遷移確率 は 次の 形 の微 分方 程式 を満 足す

る。

W.Fe11erは,a,bが適当 な 條件 を満足 す る

と き この方 程 式 は単一の 解 を もち,遷移確 率 系

が 定 ま る事 を証明 した 。'W.Doeblinは 上O

Kolm。goroffの 方 程 式 力 ら出発 してxit)の

行 動 につ い て 研 究 した 。戦 後も 來 たMathc.

maticalReviewに ょれ ばRF`)r〔etは同様

の方 向 に於 てす ぐれ た研 究 を行 つ て ゐ るが 詳 細

を知 る事 が 出來 な いc

伊 藤 清 氏 は全 く別 の立 場 に立 っ てMarkoff

遍 程 の す ぐれ た 研 究 を行 つ た 。遷 移 確率はい わ



ば 状 態J,(t)O移 りゆ く方 向 を與 え る量 であ る。

伊 藤 氏 は此の 様 な 性 質 の,然 し確 率変数 と して

stochasticな微分 を導 入 し,先にWienerla

よっ て考 え られ た 積分 を拡 張 してstochastic

integra1を 導 入 し,stochasticdifferential

equationの 解 と してMarkoff過 程 を定 め,

そ れ が與 え られた 遷 移 確 率 系 を持 つ こ とを証 明

した 一 この 様にK。1mogoroff,Fellerの 方法

と違 っ て確 率変数 の み を取扱 つ て いか うと す る

所に著 しい特 徴が あ る5]。

傳播 確率 過 程 は始 めG,P61ya,Eggenberger

に ょっ て 研 究 され た 。庇 の 方面 の成 果 は余り 多

く得 られ て いな い 。 最 近 す ぐれ た 研 究 が 北 川敏

男氏によつて行れた。北川氏10]は 組合せ・特

性函数 ○方法か ら出発 して種 々の傳播機構とそ

れに対する興味ある極限法則を導き,地 震の発

生,傳 染病の傳播の統計的研究への応用を示 し

た。0.LundbergはKolmogoroff,Fellerの

方法,即 ち遷移確率系の満足する定差方程式に

よつて研究 し,その結果を保験数學に感用した。

之等の確率過程と共に具護的研究の行われて

いるものに定常過程がある。之ばいわば平衡状

態におかれている現象のモデルと考へ られ る。

!定常過程とは(1.1)が 任意の τ及び71に対

して

を満足 す る もので あ る。以 下主 と して この確 率

過程を中 心 と して話 を進 あ る こ と にす る。応用

上 は と くに二 次 能 率 の存 在す る と きが 重 要 で あ

るc此の 場合平均 値 はtに 無 開 係 で あ るか ら一

般性 を失 うこ とな く以 下平均 値0,二 次 能率1

と假 定 す る。一 段 にはX(t)はX次 元 ベ ク トル

欺 ご)ニ♂・直}…,窟 、オ))で あ る。 そ の と き

・～'己(メ)・～○玲+')を σ,粉 要 素 とす る行 列 を 劣(ε)・

」'(汁り とす れ ば之 の平 均 値

(1・5)R(t)==1う7(a'(s)・.v(s十 の)

は3に 開 係 しない 。 そ して特 にR④ が連続 で

あ る もの が 重 要 で あ るの で以 下 丑④'は 連続 で

あ る とす る。 以 上 の假 定O下iceCorrelation

Ma哨xR④ の 特 性 はN=ユ の と きA.

Khintchineに よb,叉 一般 の 場 合H .Cram6r

に よ つ て 與 え られ た 。 以 下 話 を簡単 に す るた め

vaN==1の と き を 取 扱 う 。Khintchingに よ れ

tまCOrrelatiOn血nCtiOnR(t)はtが連続パ

ラ メ ータ ー のとき

4よ つて與えられる。 とゝtaFtt一 っの分布

函難(スベクトル 分布)で あう。この表示臆夫

のBoc頓er及 び数列の場合の類似の定理から

導かれる◎

連続 函数!(t),一 。oくtく09,f(O)=-1が(1.6)

の右邊の形に表わされるためO必 要充分條件は,

有界区 間の外で恒等的にo・に等 しい任意の可積

分 な9(x)に{対し

が 成 立 す る ことで あ る。.

この 定理 の 簡単 な証 明 は河 田龍 夫 氏に よつ て

與 え られ た 。

(1・1)が 正 規法 則 で あ る よ うな定 常 過 程.即

ち 正 規定 常過 程 は更 に特 殊 な もので あ るが,そ

れ に対して 種 々の 結果 が 得 られ て い る 。此 め 様 ・

な もの が 重 要 で あ る理 由 は最 近 のDoobの 論

文に述 べ られ て い る。

以 下 にお い て 重 要 な 基礎 的 確 率 過 種 はdif

ferentialstochasticprocessで あ る。 老れ

は(1.1)がti〈 ∴・くtnに対して

を満足 す る も の,即 ち相 重 らな い`ー区 間 で の

x(の の変 化 が独立 な もの で あ る 。 この 様 な確率

過 程 はBachelier,寿Khintchine,Kolm("

9・r・ff、L6vytaよ り研 究 され た 。 この 場 合適

當な ηL④ を え らびy(t)=x(t)-m(t)と お けば

シ④ は第 一種 不 連時続點を除 き連続 な る様 に出來



る 。特 にx(t)・ 一一x(δ)がA'(O,lt-s1)一.?Y'(i21t

♂)は 平 均 値 η～,じ標 準 偏 差dの 正 規法 則 一 に

從 うもの(homogeneous.norrnaldifferential

process・=h.n・dp.)はBrown運 動と よば れ

Korraogoroff,L6vy,Wiener'等 に よ)研 究

き 誠 た 。 このと きX(の は確 率1で連続函数 に

な る 。 そ の連続 ¢曜 度 は 侮(t+h)-X(t)1

=0(・'hl・gh-・)(h>0)と な る。 この 様 な τ(t)

は 到 る所 微 穿不 可能 たな るの で そ の ま ゝで は物

零 顛 な運動の モ デ ル と して 具 合 が わ るい で あ ろ

うが この 確 率 過聾 は伊 藤 氏 の研究 の示す よ う

に,又 後 にな つ て も分 る様 に種 々の確 率 過 程 の

基 礎 にな る。Wienerは 次 に述 べ る よ うな 別 の

形 でh.n.d.P.を 定義 した 。

ao墨まN(0,2n),as,bε}ま.AT(0,π)α==1,2,…)

に 從 ふ独立変数 と す る。 ーそ の と き 形 式 的

Fourier級数

,と考 えれ ば,固 定 され た 任 意 の8に対して 右 邊

'は 確率
,1で収斂 す る ことは す ぐ分 る(Khint・

ch塒k・1蜘9卿 伽 ぐ 更に右 邊 の級数の 和

の 部 分 列{83鴛(り}は 確率 …1で 一様収斂 す る事

が証明 さ れ それ で`r(t)を 定 義 す れ ばx(り は連

続にな ク,(1・7)も 容 易 に証 明 さ れ る。然 し

(1.8)はa(t>のFourier級数に な る事 が証 明

画 來 る11]の で 前述 の連続 の度 合が 分 つ て お る

と す れ ば,`v{t)は収斂 判 定 に 關 す るDhか

Lipschitzo條 件 を満足 す るoで 部 分 列 の み な

ら ナ{Sn⑨ 自身 一様収斂 す る。Wienerに

從N・s(0,2π)に お け るdifferentialprocess

(1・・8)を!変 換 して 一 〇Qくδく 。oに お け るそ れ を

作 る事 も容 易 で あ る。

§2・Differentialprecessに よ る積 分,

Wiener積 分

一
x(`)を 平 均値0のdifferentialprocessで

・E・{(ξ(τ)一ξ(q))s}く。oと す れ ば

(2」1)Fて ち)ニー1二(t,.,=E{(ξ(ち)一 ξ(ち))2}

を満足 す る単調 函 勧 ザの,一 。Qぐ く。Q,が 定 ま

る。 その と き

であるような任意の ザー可測な!④ に対して

が 定 義 出來 る。 そ れ に わ,五 に 重 らな い区 間

■i=(a`。、bi)(i=1,2・ …,m)で 常数Ciと な り他

で0で あ る よ うな 階段 函 数fの に対して は

(2.3)を

に よ り定義 し,一 般 の ノ①に対して は こ()様

な 階段 函数の 系 列{f,t(t)}で1げ1、-fl.→0'

な る もの を とれば{み(り}.の え らび 方;こ無関 係

に ・

は或確率変数 に準 均収斂 す るbこ の 極限変 数 を

以 て(2・2)を 定 義 す る。 ξ④ がh.n.d.P.O

と きWienerは ノ∈L2〈一π,π)に対して(1.8)

を利 用 して(2.3)Lこ の と きわ 一 。。,。。O代

りに 一π,π とか く)を 定 義 し 躍(の の 或 種の

funct三 〇nalF[x(・)1の 平 均 値

'を 計 算 す る方 法 を示 した
。但 し 「「 ま ∫碗)一

確率過 程 の空間 で その 要 素 は すべ て(一 π,摺O

連続函数 。(2.4)の 形 の 積 分 をWiener積 分

と よぶ 。 最 近CameronとMartinは 鍛 蔦 ～⊃

論 文 で,Wiener積 分 の研 究 を進 め その 値 を計
,

算 す る薪 しゃ方 法 を與 え 叉 或 種 の非 線 型 積 分 方

程式 の 簿 をWiener積 分 に よっ て表 した。 又

KacはWiener積 分 を応 用 して 確 率論の極限

定 理 を求 あた 。Cameron-).v1artinに 発 つ て'ヤ

は一般 性 を失 ふ こ とな くPt(O)=Oで あ る様 な

あ らゆ る連続 函 量i'(t),0≦t'≦10空間 と し

・r④一a'(s)はN(O,ls .-tlノ2)に 從 う もの とす

る。 次9 計定 理 が 基 本 的 で あ る1]。

π ゞ,メ、,0≦t≦1.0≦s≦1を 或 髭…俘 を満足 す

る核 と し κOFredholm行 列式



の同時分布は分散行列が

は ρキ0で あ る とす る と,0を 夫 々自身 に移 す

1-1変 換T:

が與 え られ る。 その と き0・ の 任 意 の可 測 集 合

5,可測 函数F砺 に対して

但 し の〔ω)はK(i,,9・)計 か ら定 ま る可 測 函 数 。

で 與 えら れ る正 規法 則 で あ る。

KhintChinc,Kolmogoroffに よれ ほ,任意

の 分 布 函数F(a>を スべ ク トル1分布 とす る正規

定 常過 程 が 存在 す る。 定常 数 列 に対して も同様

のことが 成 立 す る。

この定 理 の別証 明が 伊 藤 氏1]に よつ て寅 え

ちれ て い る。 叉(2.3)の 積 分 と(2.5)(2.6)に

類似の関係から も証明出来 る.ξ(塘(エ 。。二

〇Q)に お け'るh・n。d・P.,Tε'はLS(一 一〇〇、OQ)の

ユ ニ タ リ ー作 用 素 の 群 でPt+-tニ ア7・,■ を
,単位

作 用 素 と し て77い ム ん→0)を満足 す る も の と

す る と き,!∈L2に対して

」 はK(t;.s.)か ら定 ま る或 有界 鍵 分 の 函数 。

こc⊃結 果 とStUrm-L三 〇Uv■1e型 固有 値 問 題

と を曄 用 して一 般 に次 ○ 形 の 積 分'

を計 算 す る ことが 寓來 る,こ ゝでp(の は連続

で1)(t)≧0,λ は實数値 を と るパ ラ メ ー タ ー,

9の ∈五㍉0,1)と す る 。そ れ に よ る とた とえぼ

で定 義 され る確率 過 程 の性 質 はWienerに よう

て 論 ぜ られ た 。 この もの は 容 易 に分 るよ うに是

常正 規 で あ り,その ス べ ク トル分 布 はTtの ス

べ ク トル表示 か ら求まる 。Wiener・ の 得 た 結果

の一 部 は 後 に述ぺ る様 な.正 規 定 常過 程 に関 し

て 域 立 つ混 合性1τ關 す る定 理 か ち容 易に 出 て く

る。 以 上 σ ことか ら家 の 事 が 問題 とな る。 即 ち

正 規 定 當過 程 は 常 たTtを 用 い て(2.7)の 襟

に表 わ さ れ る か と 言 う こ と で あ る。 正 規 で

E{(x(t十71)一 一x(り勤 →0,h-・Oで あ る ま うな

確率 過程 は一 般Ic一 つ のHilbert空間 の 曲線

と考 え られ る。 この考 え を用 い て 衣 の 事証 明

され る2]。 .

上 の意 味 で連続 な 正規 確 率 過 躍① に対して

h.n.d.p.ξ ⑦ とK〈t,s)が 定 ま)次 の ま うに

表 示 され る:

一般 に ξの がh ・n・.d・P・ で ‡(t)一一x(s)が

一Nl'0・μ一もDに 從 え ば,/.9∈L2の と き

特 にX(t)が 定 常 な らばTtに よつ てK(t,S)

=7電ゲ(.・'),!③∈L,(一 。。,。。)と書 く事75K出 來.

(2.7)の 表 示が 得 られ る。

Tザ(8)=f(s十 の の と きわ,!のF。urier愛



で 與 え られ るo即 ちF(λ)は絶対 連続 とな るo

逆 に ア(1)が 絶対連続 な もの は(2.7)の 表 示 に

お い てTtf(s)=ノ(b'+り が 成 つ 様 にする 事が 出

來 る こ と も証 明 され よ う。'

Markoff過 程 の場 合 はR(t)ニe-kl11(た ≧0)

と な る。 そ ラ して伊 藤 氏 に よれ ば 次 の 様 に表 示

され る。
・ 劉L

畠

か く して 得 られ た 」(t,λ)_rc(t,2,)に よっ て.T(の

は

で 與 え られ る。同様O表 示 はiが 整敷 値パ ラ メ

ー ク ーの と き も域 立 つ
。

、AをT(λ)00で な い不 蓮 演 薪O全 趨 とす

れUま,Slutsky14〕1こ よれ1ま,

とな り上に述べた表示が成立っ。

§3.定 常過程のスベクトル 表示とエルゴー

ド性6]11]一

正規定常過程は(2.3)の 積分 を用いてスペク

トル表 示出來る。確率過程が正規 でな くて も

C・3)の 積分を少し廣 くすれば矢張 り同様の表

示が成立つ。この表示はDoobに よれば戦時

中HCram6rに よつても求められている。

Cram6rの証明 はこゝに述べ るものとは異るよ
、

う'E'あ るo

ξ(t・1)・x・(t・λ).等 を次 の 式 で 定 義す る 。

果 ξ・thら 全 く同様 にx(t,,Dを 定 義 す る。 そ

うす れ ぱ

x(ち λ+0)一 ・・(t,a-o)自 」、c・sλt+B
、sinAt

3ζ%に対して も同 様 の關 係 が 成立 っ
。x(t,ル+0)

等 は ・「・(」・の が λに關 しdifferentialprocess

に な る事 に よっ で λ→ 十〇の と き の 極 限変数 と

乏 お けばF(の の麺 不連続 部分(階段 函数)と

連続部 分 と を スベクトル分布 に もつ 、(り と

y(つ と に分 解 され る 。 一般 にF(7.)を 幾つ か の

単調増 加 函数 の和 に分 けれ ば そ れ に対応 し て

窩α)も 分解 す る こと が 出 來 るが ,こ の様 な 分解

の 申でLebeSgueePtF==F
、÷E,iF,i(17、,

F,,計Fsは 夫 々段 函数,特 異 函数、絶対 連続 函

数に対応 して
.F・ を スペクト ル分布に もつ 様

な定 常 過 程Xr(t)に よっ て …(り を分 け た もO:

は後 に述べ エ ル ゴ 一 ド ①,(ii)性 か ら見 て は

っ き り した 意 味 を持 つ て ゐ る
。

儒(のと エル ゴ ード定 理 との 關 係 は例 えば 正 規

過 程 の 場 合(2・7)の 表 示 が 可 能 な こ と に よっ て

も明 か で あ るが一般 に次 の様 に考 え られ る11
。

§1.に 蓮 べ た確率 過 程X(t)O空間9'1:於

て変換

に よ つ て ・eO可 集測合Eの 測度 は 不変

P(T'E)=P⑳((1 ・41)o關 係1こよIL)「 ・な る
。

F(ω)が ρ で 可 積 分 で あ れ ば 確率1で



.II〔F、Xti.))]が存 在 す る。 此 の邊O輩 密 な 誰 明

はDoobに よつ て與 え られ て い る。 確 率変数

列 」'.t・・io・弥 の各XLが 同 じ法 則 に從

う独立 な もの で あれ ば 之 は一 種 の 定 常 過 程 で

～F(λ'は,.17の=0(λ ≦ 一 π),=(〃2n)+(1ノ2)

(一 π<λくr..)・=1(Z≧ π)で 與 え られ る。 ヒの

場 合Doobが証 明 した所 に よ る と{Xn}は 強

混 合型 にな る。 一般 の場 合 に於 て は 正 規確率 過

程 の場 合 にエ ル ゴ ー ド性 に關 して 精 しい 結果 が

得 られ る6]11]っ そ れ を次 の様 に述 べ る ことが

出 來 る。

必① を 正規 定 常 過程 とす れ ば ① 謁(のが 弱 混

合 型 で あ るた めO必 要 充 分 な條 件tg'iFT(λ)が 蓮

続にな る事 で あ る。 ⑧ ゴ④ が 強混 合 型 にな る

た め つ 必要 充 分 な 條 件 はR(の →0,t→ 。。,が 成

立 す る ことで あ る。

そ う して測 隻 可 遷1±(metricaltransitivity)

と弱 混 浄 性 は正 規 過 程の 場 合一致 す る こ とが証

明 され る 。混 合性の確率 論 的 意 味 は次 の 通り で

あ る。例 えば強 混 合性 に対して 考 える ず この場

合 任意Oti〈 ちく…<tnく 日 こ対して,x(ti),

X(ち),…,・V(tn)を 與 えた場 合X(t)Q条 件 附確

率法 則

Rlemann-Le々esgueO定 理 に よ っ てR(t)-O,

t→OQ,で あ る か らf→ 。Qの と き ,Ci④ →0,

βα)→ 凶,從 つ て

即帥 ち始 めに値 劣(の,・ ・,劣(オ鶉)を如 何 に指 定 し

ても時間が経てば κ④ の分布はそのアブマゴ'

リな分布に近つく。

磯確率 過程が絶対連続 な場合 は河田氏の論

文9】に論ぜられている。一般の定常過程が絶対

連続なるための必要充分條件はsiu}sムyが 輿
9

えた。それは ー(λ)が

を満足することである。F④ が更燭或 ε>0に対して

を満足 して お れ ば πの は すべ て の ¢に 於 て 正

則 に な るoI

Slutsky,Romanovskyに よれ ばパ ラ メ ー

ターtが 整数 値 をと る場 合
,定 常過 程 の系 列

{Xnの}に 於 て{Rn(の}が',→6。の とき 或 條

件 を満足 す れば 鴨(のは 正弦 曲線 に近 くな る事

が示 され る(sinusgidallimittheorem')。 こ

の結 果 はXn(t)に対応 す るTn④ に よつ て述

べ か えれ ば,¢ が連続 な場 合 も成立 す る形 で 一

般 化 され る。 そ れ は次 の 様 に述 べ られ る。

∬n(x)が71-・ ・ooの と きx=Zk〈k=1,2.…,

伽)で 跳躍 δπを持つ 階 段 函数 に収斂 す れ ば,任

意 に固定 した よにi対して

81utskyは 與えられた独立変数 の移動平均に

.よってこの様な(の の例を與えた。独立変数

が誤差である様な場合にるいて老えれば上の結

果は数値計算の誤差の取扱に於ても有効 な り



は しない か と思 われ るo

§4.Kolmogoroffの 定理tt・ ご2・…・tn

に お け るX(S)の 値X④,…,X(tn)か ち メ=オ

に お け ち値 ㎝④ を 豫想 す る一 つ の方 法 と しで

a・・-a2(ち … ・t";t)-E((x(t)一 壽'苫 ④y)

を最 小 にす る様 なaJ"lcよ っ て 計Sr・=S(t・・…,

t。;t)=NYIoJnai(ら)を 作 る方 法 が あ る。`が 整 教

俺 パ ラ メ ー ク ーの場 合 にH.Wold15]に この

事 に關 聯 した 研 究 が あ るが,Kolmogoroffは

次 に述 べ る結 果 を得 た 。.

'
。(i)内 捧 の場 合 β(±1,…,±n;o)

=・Σ"an
,kXk(「 ま 旗oを 除 い て和 を と る こ と

な蟹一鱒 ● 、

を意味する)をX(S)に対する 上の最小自乗法

の意味での近似とすればg=駈nσ(士1,…,
n十e●

士tl;0)ぷ 存 在 して 一

動に關する古典的研究においてはLangeVin二

方程式

が 基本 的 で あ る。但 し 己`は粒 子 の速 度,η 日 ま

質 量.∫ は抗 力 の 常 獄,F(t)は ま わPか ら粒

子;=teよ ぼ す彷徨 的外 力 とす る。F(の に対し

てUh1enbeck,Ornstein等O設 け た儂 定 は ・

汐(ti),F(ts)の 相 關 はt置=t。,の とき 極 あ て 大 き

く,1ti-tei-iと 共 に念 激 に減 少 す る とい うO

で あ る。此処 で わ少 し異 つ た 考 察 を行 つ て み よ

う。・そ れ はF(の をh.n.d.P.O形 式 的 微 分 と

考 え る こと に基い てい る11]。h.n.d.P.1ま 前 述

の様 に微 分 不 可 能 で あ るか ら こO様 な考 え方 は

嚴密 に わ あて は ま らない 。 然 しUhlenbeck,

Ornsteinの{臨 力嵩ら

但 ・し(4・1)の()内 が 。ρ に な る と き右 邊 は

・0を 表 わ す とす る
。'

がh.n.d.p.に な る事 を証明 す る事 は 困 難で わ

ない 。Doobも この 考 え に基い て 物 理 的 問 題 を

取 扱 っ てい る。(5・1)を(5.2)に よつ て形 式 的

に積1分す れ ば1

但 しb`は109S(X)～1・o+a、COSX+a2COS2ip十 …

4す る と きexp〈1/2(a1?'十a2r2十 …))==1十bir

十b2〆 十 … に よっ て 與 え られ る もの と す る し,

の と き わ(4,2の 右 邊 はOを 表 わす もの とす る。

(」)は 坂 元 氏 に よ っ で証 明 さ れ て い る。

蟹athematicalReviewicよ れ ば そ の 後Koレ

n)og6roffの証明 が 禺た が,そ この 紹 介 に よつ

て は澄 明の 内容 ぽ不 明で あ る 。(ii)・はFourjer

級 数 論 のF.及M.RieSZO定 理 と園 周 上 の 直

交 多 項 式 に 關 す る結 果 を用い て証明 出 來 るU]。

§5.具體 的 な確 率 過 程 の 例(i)Brown運

o(1)はt→ 。oの と きoに 近 づ く項 。 上 ¢ 形 に

よれ ばu(の の主 要 項 はMarkoff過 程 に な り,

強 混 合 型 で あっ て,始 め に で`⑦ の 値 を どの 様

に指 定 して おい て も 包`④ の分 布}まア プ リオ リ

な る分 布 に近 づ く。 賓 際(∴5:・,2.6>を 考 慮

しエ ネ ル ギ ーの等 分 配 則 か らO結 果4]E{(ξ の

一 ξ③)s}=2η 「1舐7α 一の,α>s)を 用 いて 颪0)

t・lt・oσ初期 條 件O下 に(5.1計1を と き ・12.5),

(2・6)に よオzば

郎 ち時 間 が 経 てぱMaXwellO分 布i:近 づ く。



ii>物 理學,工 學上重要な種 々の彷徨現象の

内,或 時刻'。 より始って偶発的な現象が引続

いて起ると,そ れに伴って或 ノ④ で表わされ

る反応が起り,そ れが加算されて時間6に 於て

の形 で現 われ るもOが あ る。但 しt`は 現 象の

起 る時 刻 。Nは(t。,り にお け る偶 然現 象 の 生

起 属数 。 今簡単 のた め に ち=(,と お き(O,T)

の み で現 象が 起 る もの とす れば(帥0≦ti≦T),

..yo午 ・均 笹ATが 大 き く又Ar・ がPoisson分

布 に 從 っ て い る と す れ ば,(5.3)ばKao・

Hurwitzに 從 つ て

で 表 わ さ れ てい る。 こ ゝに 」YoX,,… は

N(0,1}に 從 い独 立 に分 布 す る もの とす る7]。

此の 様 なFourier展 開 はUhlenbeck,Goudひ

mit等 に よっ て利 用 され て 來 た 。S.0.Riceは

最 近 この 展開 を 利 用 して 無線 工學Orandom

・n(卵eo研 究 を行 つ た
。Riceo原 論 文 を見 る

こ とが 出 來 な いの でこの 興味 あ る論文の 内 容 を

充 分 に述 べ る こ とが 出繁 ない がMatherpatical

Reviewの 紹 介1=よtuま θの 根の平 均 随 は

■'1〈一一R"(o)IRUoi.i2(R(t)は θ④ のCorre・

lationfUnction)で あ るe叉 θ〈t)の 一 根 が

(ti・f・÷dt,)に 他の 一 根 が(t2,ち ナ轟)に 存 在

す る確 率 が 計 算 され 實験 との 比較 が な され てい

る 。實 際 問題 に極 め て重 要 な 結 果 と して θ④ の

根 が 指 定 され た区間 内 に はいつ て來 な い確 率 が

計 算 され て い る 。

Kacに よれ ば 之 等 根 の分 布 に闘 す る結 果 は

Littlew。od-Offordの 研 究の 一 部 を精 密に し

たKac自 身o次 の定 理 の証明 と同 様 に して導

か れ るとい うo

N、 」㌦rX。 を ∫「0,ユノv"lj_一)1ζ從 う濁

立 な 確率変数 とす れ ば代数 方 程 式

の根の鐵N。O平 均腫は

で與 え られ,lEの 積 分 の 計 算か らE(A'n)は 漸

近式

を満足する8ユ。

Kacの 後にAMPeiserの 研究があるが

確率論的により進んだ結果には到達していない

様に思われる。

(5.3)の 様な θ(りの平均値 及標準偏差を計

算する公式が古 くN・R・Campbe11.に よつて

與えられてお り,後:cE.N.Rowlandユ3ユ は

shpteffecto研 究においでそれを拡張 してい

る。その際設ける假定では暫(培 幅器に於て眞

室管の陰極から陽極にとぶ電子激)は 相重 らな

い時間々隔では独立になり その平均 値が時間

間隔に比例す るので結局Pbissonz;]:;:,布を假定

していることになりこ の事から後に述べ るよ

うに.θ(t)をdifferentialprocessで 積分表

示す～1ば計算が簡単 になる11]。.'

この問題に於て興味あることは,よ り精密な

近似を行 うて結果 をよくしようとすれば一種の

傳播過 程を取 扱 わな ければな らな くな る。

Rowlandl3]は 夜の際の計算において省略を行

って0:や 或種の確率 を計算 してゐるが,省 略

を行つているため,得 られた結果に含まれる常

数の関 係 によつては 〃2や確率が負になるoこ

の種の傳播過程を含んだ現象は他にも数多 く見

られるが・それを一般的に解決する様な確率過

程の理論 はほとんど出來ていないように思われ

る。

(5.3)で 與 えられ る彷徨現象を研究する一つ

の方法は前述の通bで あるが(5・4)の 形を用い

ない=次Oよ うにして取扱つた方が便利な事 も

ある。そうして賞際現われる彷彷現象でわ θ(の

の原因になる偶然現象(シ ヨック)が 異った種

類のものから成 り,そ れに応じで異つた反応が

加算される事が多い。それゆえ(5・3)を 家の様



にや ゝ一 般 化 して考 え る。 シ ヨ ッ クの 種 頬 を区

別 す る艇 数 をU,V,… と し,区 間(le,le+du;

v,v+dv;…)に 風 す る シ ヨ ックが(t,t十dの

内 に起 る同数(確率変数)を 」融必5…v(t;u,

V,…)と し;之 がd`dud.…tV(tsUrV,…)を

年 均 値}とず る 寿PQisson飾 に 從 つ て お 鄭t,

秘,"・ ・ の 匠 間 が相 重 らな けれ ば,'そ れ に 懸 す

る ・Atdv-・y(t;U,…)は 互 に独立 で あ る とす る。

この様 にす れ ばy(t;lt,…)ば パ ラ メ ー`lr-一一・t,

u,・ … 忙 闘 す る・・:一.っの.differentialprocess

(個 々の 函 数.ンα;鎚,・ ・う ば階 段 函数)で あ る。

シ ヨ ック(u,fv,…)に応じ て ノ(t;・ら …)で 表

わ ぎ れ る灰 感 が 起 る もの とす るbか くしてto

㍗ ら始 ま る ごρ 様 な偶発 的 シ ヨッ ク2く俘 つ て 加

算 され た反応 がtに 於 て示 す 値 は(5.3)と 同 様

な和 の 形 に か け るが,又 そ れ はyを 用 いて

で與 えられる。 この積分は階段函数によるもの

であるからそρ存在については問題は起 らない。

込 ∫・・寿はu・Vr… のす べ て の可能な値に つ い

て 積分 す る事 を示 す 。 こ ゝで 充 分 時 間 が経 た 後

に 於 け る状1を 知 る に は相対 的 にt。 → 一 。。 と

し,∫ を固 定 して考 えれ ば よい 。 シ ョ ックが 時

問 にっ い て 均 一 の 寿と き はdt」,`…Ar(t;u,…)

=ゴ 躍 詞"… 卸(鎚ジリプ…)と な り,ら → 一 ∞ の と

き り ぱ 定 常 過 程 θ(の に な る事 が 分 る。 又

ッ に關 す る 分 布 か ら(e(t、),…,θ(t。))の 特 性 函

数は容 易 に 計算 さ れ る。 そ して この特 性 函薮 を

利 用 して θα瑛 強混 合型 に な る事 が証明 され る。

この事 は(5・5)の θ(のの物 理 的 性 質 と して 重

要 で あ る 。實 際 し ぼ し ば θ(のの平均O記 號

6(t)bSE(θ の),]f(θ(t>)の 中何 れ を表 わ して い

窃 ミあい ま・い に され て い る事 が あ る 。實 際 に は

平均 は責 験 値 に よつ て時 間平均 に よら な けれ ば

な らな いが 上 の θ(のの様 に強 混 合 型 で あれ ば

'lif[0(t)]=E(0(t))と な る。J.M.Whittakerは

shoteffectの 取 扱 におい て電 子 が 短 時間 に か

た まっ て 運 ば れ る場 合 に 相 當 す るCampbe11

の公 式 を餌 して あ るが,こ の場 合/と 」Vを

特 別 な形 に とれ ば(5.5)に 含 まれ て 來 る事 が 分

る。

賓 験 に よれ ば 稀 薄 な氣體 中 に鏡 を吊 す とそ れ

に氣 艘 勇子 が 衝 突 して廻 縛 θ(りが記 録 され.曲

線0④ は氣 罷 の歴 力pに 慮 じて 異 っ て い るが

鏡 の麺 茜 に よ る蓮 蒋 エ ネル ギ ーと ポ テ ンシ ヤ ル

エ ネル ギ ー に対して 等 分 配 則 が 域立 し,1,が 小

にな れ ば θ(')は単一 周 波 鐵O正 弦波 に近 くな

り,そ れ に時 々鼠 れ力功賦)る 。

この 現 象⊂)理論 的証明 はFourier展 開(5.4)

を用い て,Uhlenbec1←Goudsmまtに よつ て 行

われ た 。Fowler'に 從loCampbellの 公 式ii

よ る とす れ ば,こ(つ 場 合偶登 的 シ ヨ ック は分 子

が 鏡の 面 に衝突 す る事 であ る。 この 衝突 は鏡の

面 に於 て 衝 突の 起 る場 所 と街 突分 子の もつ 還動

量 の鏡 の面 に直 角 な方 向 への 成 分 との 二 つ の憂

数 に よつ て区 別 され る。氣體 が 稀 薄 で あ る事 か

ら第 一 の 近 似 と してyはPoisson分 布 に從 う

もの と 考 え ら れ るcか く してUhlenbeck,

Goudsmitに 從 い!の 形 を運動 方 程 式 か ら求

め,NをMaxwellの 分 布 か ら求 め,(5.5)O

表 示 を利 用 す れ ば,θ1`)のdorrelatiogfunc一

tionを 計 算 す る こ とが出 來 る。之 にo(t)が 強

混 合 型 な る事 を考 慮 す れば 時 間平 均 の形 で エ ネ

ルギー等 一分 配 則 が 求 まり,又 前 の 、inu、。id。1

1imittheore㎡ を 用い れ ば1,が 減 少 す る と き

θ① が 正 弦 波形 に近 くな る事 も1容易 に分 る。

MathematicalReviewに ょれ ば .B1anc-

.Lapi>reSはshot.effectに 闘 聯 した確率 過 程

の研 究 を行い その 一 部 は上 に述 べ た 一 部の 結 果

と本 質 的 に 同様 の もOの 様 で あ る。 又Blanc-

Lapiとre及For士etはlinearfilterに 關 して

確 率過 程 論 を応 用 し てい る。 そ れ に よ れ ば

filterが9(の に よつ て

の 形 で 切④ か ら ・τ,の に愛 る様 な作 用 をす れ

ば,(i)gOFourier変換 を σ とす る と き

XL(t>Oスベクトル 密 度 はX(t)の それ に は0ド

を乗 じた もめ にな り,σ(わ が1の 或 範固 で0
」



になる様にtlが 與えちれてみればX(の のその

周波数に相嘗 した部分が除かれる事になる。こ

の様な考えを用いれぱ任意の.r④ が小範囲の

周波数から成るもOゝ 和に分解され,(ii)そ の

各賞分は局部的に正弦波に近似 している3]。
σ

① は §2に 述べ だ 事 柄及 その証明 に よつ て

明 か で あ るわ(ii)は 先 に 述 べ たsinusoida1

・limittheoremに 他 な らな い 。 又 以 上 の 他 に

§2:=於 て述 べ たTtとx④ の ス ペ 外 ルレe,

の 關 係が 得 られ て い るが それ が先 に述 べ た 様 な

もの受 あ るか ど うか 明 か で な・い。他 の論 文 に於

てBlan《;-Lapibre,F。rtetは 前 述filterの 理

論 で 用 い た方 法 を或 種の 確 率過 程 に対して 揺 張

して い る。ノ ・

以 上 主 と して定 常 過 程 を中心 と して 最近 の論

文 の 紹 介 を兼 ねて,確 率 過 程論 の 一部 につ い で

述 べ て みた が,原 論 文 を見 る事 が 出來 す 誤 つ て

傳 え られ てい る婁 もあ ろ うと思 われる 。 叉,S.

Chandrasekhar,J.v。Neumannの 天 禮 の 統

計 力學 的 研 究,Khintchineの 統 計 力學の 基 礎

的 部 分 の 研 究,N.ArIeyのMarkoff過 程 論

と そ のCosmicradiationえ の 懸 用,・Doob

OMゴrkoff過 程 に關 す る二 つ の 論 文 及Lan-

gevinO方 程 式 に闘 する研 究 等 が あ る。 そ の 中

二 三の もの は日 本 に來 てい るが 原 論 文 が 見 られ

な いの で 全 然 ふれ られ なか つ た 。

文献

 _ 1J R. H.  Camerop, W. T. Martin: Trans-
formation of Tr;ener integrals•••, Trans. A. M. S., 
58 (1954). 

  2j 4. L. Doob: Stochastic process depending

on a con'tnous parameter, Trans. A. M. S., 42 

(1937). 
 3] Blanc-Lapi&e-, R. Fortet: Sur la decom-

position spectrale•-•, C. R. Paris 25 (1946); Re-
rultats sur la decomposition spestrale••, .r)J.• 

 4] R. H. . Fowler: Statistical Mechanics, Cam-

bridge, 1936.

5】 伊 藤 清 二Markoff過 程 を定 め る微 分 方 程 式 ・

≡≧=量匿紙 上 談 言舌會,244(E召17)● ・計.・

6]伊 藤清:  A  kinetic theory of turbulence, Proc.

Imp.- Acad. ToIciO, No. 3 (1944).
 7j M. Kic, H. Hurwitz: Statistic:7i aNalysia 

of certain types of random function, Ann. Math. 

St., XV (1944). 

     M. Kac: On the average number 9f roots•-• 

Bull. A. M. S. 49 (1943).

9]河 田敬義:定 規確率過 程について,統 計数理 研

究5〒講究 録,1(H召19).

10.北 川 敏 男;  The weakly  e-intagions stechastic

proaris••• ; The -weakly contagious disaretC st. pro-

ass, Mem. Fac. Science, Kyiis3rii Im. Univ., 2 

(1941).

11〕 丸 山儀 四 郎:定 常確 率過 程の 調和 解析 九大

理 學 部研究報告2(昭02);TAe加r㎜ ㎝ 甜auαlysis

げ ・f・毒伽 ・Y・t-P・ ・`～83・ε㈱ の ・' の,
、

 12] S. 0.  Rice  : Mathematical analysis cif rand'.m 
noise I, If, Bell. system. Tech. J., 23 (1944). 

 13] E. N. Rowland: The theory of th.; man 
square va2-iati n•••, Proc. Cambridge Phil. Soc., 
32 (1936). The theory of short e:ect It, g_h. 33 

(1937). 
 14] E. Slutsky: Sur les fonctions atoires 

presque piriodiques•••, Acturalites 738 (1938). 
 15] H. Wold: A Study in the Analysis of 

Stationary Time Series, Uppsala, 1938.


