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批 評 紹 介

河田龍夫著 フー リエ解析 と確 率論

國 澤 清 典

統計数理研究所

本書はフーリエ解析を道具にして,確 率論の色々の

定理 と解析學の諸事實との相互關係を明らかにすると

いつた方面の著者のこゝ二三年の研究成果を肇にされ

たもので,全 章を通じて敷個の定理を除きことごとく

定理の証明は從來よξ、簡箪にして奇麗な別謹を示 して

あ り,そ め腰の強靱さに先づ敬]艮させ られる。フーリ

エ解析を道具にした著者のこの様な研究態度についで

.は,序 交でも述べ ごいる橡に,例 へばP.L6vyの 書

物に見られる様な確率論の定理の威立の必然性を示唆

する様な極めて直観的な誼明も必要であるが,純 解析

的な謹明 もそれによつて他の解析の分野 との關係が明

になつてくるとすれぽ,そ こ1こもう一つ高い見地をつ

くる素因 となり,.こ の見地よりして定理の成立に最 も

自然的な謹明を與へて くれるといつた意味の事を述べ

ている。故に著書ほ坂 りあげる問題が愛れば,そ れを

研究するに最 もふさわしい道具の畿見に努めてや まな

い確率論に於て既に知られた定理は,そ の定理の獲

見者述 使つた研究蓮具により得られた ものであるか

ら,定 理の表現の仕方がその道具の使ふのに便利にな

る様に述べてある。故に薪 しい道具により,そ の定理

の別誼をやつたり,撰 張 した りする場合は,そ の新 し

い蓮具にふさわしい橡な定理の表現に改める必婆があ

ると思ふ」今迄の智慣通 りの形式に定理を述べる必要

はない檬に思はれる。例へぽ,三 級数定理のAlKo童 一

mogoroffの 定理の衷現形式にはA.Khintchineの

equivalentserlesの 道具を使ぶ こ便利な檬に述べて

ある。この定理を平均濃度函数(meanconcentra-

tionfunction)を 使つて謹明するならばA.Ko!mo-

goroffの 衷現形式でに不便である事が痛切に感ぜら

れぞ。この事が端的に示されて興昧深く感 じるのは,

第 四章の函致のFourier・Stie1重jes積 分による表示で

あろ。署者,§.Bochner,A.Khintchipe,H.Cra一

merは それぞれ,と りあげる麺 具の異る爲に,函 敦

のFourier-$tieltjesra分 五こよる表示形式が異つてい

る。とりあげる道具の優劣さが特に目立つてくる。又

筆者は筋に上に述べた様にもう一 つの高い見地から定

理の.戒立に最 も臼然的な誼明を見っけると云ふ標な事

を書いたが,著 書の述べんとしている意圖の良 くあら

はれていると恩へるのは,P.L的yの 連頬定理であ

る(第 三章),特 性函象のFej6r積 分を考へで,そ の

牧救を問題にするならば,速 績定理はその特別な場合 計

になつて居 り,?.L6vyの 連螢定理の自然さが目に

見えて くる,そ の他この様な例は至る所ある。以下各

章にわたつてその紹介の大略を述べるが,著 者の意可

とは全 くかけはなれた事を述べ る事を恐れる次第であ
'る
●一

第一章では特性函教の性質を述べであり,特 に画白

いのはA.-Khintchineの 不等式から

expc:t.),expc-一'ta)(Ct>2), .exp(ー・t`-e),

2'{exp(tk)十exp(-tk)】k=2,3,・ ・・…,11(1十t4)

の特性函数でない事が直に得 られる事で(角 谷博 二ヒの

注意),こ れはM.Mathias,M.Kacの 謹明と比較

して極めて簡単であろo

第二章では先づ,特 性函敦が整函数 の實軸上の値 と

なっている場合を論 じである。即ち有録な確・禰 き教の

特性函教は指数型(exponentialtype)の 整 函数で

あ り,叉 逆に指数型の整函数 であろ如き特性函数は有

界な確鞭 救に勤態する。更に分布函数が膨 轍 度

p(x)を もち,こ のp(x)に 就てKexp(一:xll+a)≦

廊)≦k"'exp←lxllta)(五 らK「 蟷 激,α)の が成

立するならば簡車に稿分の許償により到匡する特性函

敷は1十1/aの 位数(order)の 整函数 となる。 郭ち

任意位敷の特性函敦が存在する。更に無限大位敦を井

つ特性函数 も存在する。特に位数が有限で2よ り大な



る如き整函数の特性函蝕はPlcard・Borelの 除外磐

を持たない(iMascinkiewicz),こ れ を使へば

exp(a.十a .t十…・一÷a,tつ(rン2)d象 位鋭rで 旦零聾

がないから實軸上で特性函蜘 こなり得ない。この事賓

を使って 」.MarcihkiewiczはMath.Zeit,綱

(1939)でXi,Xtt… …を蜀立な同 じ分布 γ(Z)を も

つ確率 礎徴としてすぺての次数の絶勤租奪が存在 して

いる時,二 つの級敷 Σa.iYh寿Σb.2i一が収斂 して同 じ

分 駈をもつ ならば{avl},fi6.!}は 各項の頑序のみの

枡異か,又 ほ ア〈x)はGaus9分 布を もっ と云ふ扇

を設明 しているが,こ れ も懸用例として繍介して貰ひ

度かつた。次 に整函数より,半平面1t'0(kはzの

虚雛部分を表ナ)で 正則な特性函数 に移ると,封 感す

る確率愛徴はどの機になるかと云ふに,先 づ矩形瀕壌

0≦ 鳶≦=R,IRal≦ ム で正則な函激K,)のlr→0の 時

のIRtK△ での極限函数 として特性函数 痴)が 示さ

れるための必嬰で十分 な條件は ノ(■〉 の分布函敦を

e〈t)"ttNlemp←ri)を*)で(o,一 ・。)の 間

積分したものが'〈Rな る任意のrに 渕 して存在ナ

る事である(」.Marc:ni'ciewicz)こ の定理に於てR

吟・・ならしめた時直醍的に考へて2〈0で6(x)富0

を得るが、此 の間の事情を瀦 は次の橡な面白い闘係

で明瞭ならしめた・即ち,特 性函数](x)がlt>0で

正馬で有界な函数のrz-,0な らしめた時の極限函数

であ為ための必要十分な條件はt〈0でo(r)昌0な

る事セある.此 等の事賀ば何れも磯李論で置要な定理

として感用されていろ・(例へば 」.MarcinkiewiCz,

SurIegtonctionsindependentesI]口 .Fund.

Math.,31.)

第三軍では特牲函数 のDir董chlet積 分,Fejer穣

分 及びPo:sson菰 分 にっき論じている。先づ特性函

欽 ノ(x>の1》 蓋rich恥t積 分

tる 事をffはm明 しているが,こttttP.L6vyの

反輔定理の一般化である難 を注意すべきで,反 韓竃理

はCorolla町 として直に出ろ。又上の定理にib分

布函数を有翼な部分に 区切る働を すろ事 が わかるの

で,分 布函激のスペク}ル 集合の有界性を論 じるのに

甚だ都合が よいatに 特性函数Kt)のFe諏 齢

を使つて,確 鞭 敏の激列{Xn}が ・一っの確率愛鼓

に法則牧倣ナるための必要十分な係件を著者は與へて

いるo既 に述べたがP.L的yの 連蟹定理は極めでこ

の特圃な場合である事がわかる。この事は特性函敦の

Po量sson積 分

についでも同様な條件を示す事が山來る。こゝで筆者

が注意したい髪～は1λ衣0)で 分布函救を有限の部舟に

匹 切 り,F・1(・)弍(・ 一里)d・(x)で ∫"-1・ktccx)

の醐係したものを得られるが,独立 確率愛激の和の牧

獄を論 じる場合には,こ ればか りでは十分でな く,

1㌔ 緬)に つ・κ 傍 ・ねぽならな伽,こ 噛
よりして都合のよいのは

であらうと思はれる●この積分についても考察 して頁

ひ度く思つた.

銘 四章では,既 に 述べた 榛に 函激のFourier-

Stieltjes租 分に よる蒙示について述べてある。こx

で`塒 性函蜘 こ限つて設明ナろ。筆者は特性函数の分

布函量が輩調増加である墜に注意 して,Kt)を(一 。。,

ee)で 定 蓑された蓮檀函数でそのとる値は複素数でよ

い。今ttlくRで 海てf)r('),一 。。〈t<。。でfR(`)

『1(t十2R)を 作 るoこ のFourierth曇JR(t)～

Σe・KR)・xp(i・ ・tJR)・(en(R)3ユ μ 盈}Kt)exp

←inrtlR)dt)を 考 へると,Ko)冨1で 且っR,t・ ・

なる正敷列{R.}が 存在 してCn(Rv)≧0(鴛=0,±1,

t2,… …)が 各々の整敷Yに対して 域立する如き鴻

緩函赦,及 び斯棟な適績函数 の任意有限区間に於ける

一様牧鉄極限函数の全饒が特性餓 の全彊 と一致 して

いる事を設明し,S・BohnerのPositi▼edetlinite

tunctionに よる場合,A.KhiatchineのL .(一 。。,

・。)に 鑑ナ函救の相闘函数による場合,及 びH.Cra-

m壱rの 一・一一Ptのmeaa¢oncentrationfunctionに 類

似 した方法による場合は何れ も著書の定理を基盤にし

て容易に導入する事が出來る。

第五章では分布函数 の滑かさについて湛べてある。

最初に分布函激の微分可能性,更 に分布函鼓の正則性

について述ぺてある。こ ゝで注意すべきは濃度函数,

平均濃度函鐵は分布函救の滑ら》・さを示す尺度に用ひ

る楽が出來る點を強調 した婁である.こ れほ既等の函

鋤 言分布函撤の重劃 劃 して減少する性質力源 因 と轟

はられるが,1比 の點詳…細な翻 が欲しい。



第 六 章 で確率変数 を項 とす る級 数 の収斂 問 題 を論 じ

て い る 。 これ に 闘 す る多 くの 結 果 の 中で,特 に 重 要 な

Khintchine-Ko1mogoroffの 三級数 定 理 とP.L6vy

の 極 限 濃度 函数 の 理論 につ い て 述べ て い る。 著 者 は こ

の 後 者 の 方 を平 均 濃 度 函数 を用 ひ て誼 明 して い るが,

そ の証明 の簡単 に して 明瞭 な點 は解 析 的 方法 が お さ め

た 輝 か しい 成 坊 の一 つ で,又 平均 濃 度 函数 が,寿P.L6vy

の 濃 度 函 数 に 比 して使 ひ易 い 事 を示 ナ 」ミい例 で あ る 〇

三 級 数 定理 に関 して もKhintchihe・Kolmogoroffの

傳 統 に 束縛 され ぬ証 明 を示 して 欲 しか つ た 。

第 七 章 で はBernoul!i重 墾 函数 につ い て スペ クト

ル の 分 布 状 態,乃 至 滑 か さ につ い て 詳 論 して あ る。

A.WintnerのBernoulli重 彊 函 数 のGauss許 偵,

任 意 のc〉0て対し1-6(x)=O(ex寿P(・-ex:))(=→ 十

。。),σ こx)=O(expC-c2!))(x-・ 一一。。)が 威 立 して い

る 事 を証 明 して あ り,更 にBeraoulli重 昼 函数 の特

性 函数 のitl→ 。。 の時,そ う勝 手 に 早 く0に な る 事

は 出 來 な い と云 ふA・Wintner,G・H・Hasdyiの 結

果 を 細 介 して あ る。AWintnerのBernoulli重 聲

函 数 はo(exp(一 δiti2-t)Xε>C)に な れ る事 を証明 し

たヵ三著 者 は 更 に精 密 な 結 果 を出 したo即 ちp(t)を

P(t)it3の(0,。 。).で の 積 分 が有 限 で あ る様 な 任意 の正

の増 加 函数 とす る どそ の特 性 函教が0(e顎(「 剛 賦D

(:tl→。。)な る如きBernoulli重 姪函数が 存在する。

更にP(t)伊 の(1,。 。)で の積分が 。。である場合に

0(exp(・p①))に な り得 るか否かについても詳細に

述べてある。

第八章では特性函数 と分布函数の ま二 に於ける滑

かさについて論 じてあり,N.Levinscn-,R.E.AC.

Paley・N・Wiener,A・E・Ingham及 び著者 自身の

結果が紹介されている。確率論の分解問題 と此等の問

題を巧に闘聯せ しめて,無 限分解可能な法則の範囲 内

では確率法即の分解は一一意的:r定 まると云ふP・Liw

の結果に対して 著者は分布函数の 。。ごに於ける滑かざ

から,或 程度の滑かさを持てば確率法則の分解は一意

的に定まるを証明 している。しか しこの著者の結果 と

P.L6▼yの 結果 とは亙にくいちカ…ひボあ り,t何れが .

よ り一。般であると云へない。これは今後に残された興

味ある確率論の聞題の一一つである。

以上で 及ぱずなが らも大略を紹介 したわけ である

が,兎 に角に全章にわたつて,確 率論,一?-yエfi断

を專攻する者にとつて,有 益な渣具が概めて豊審に提

供されている事は,只 に筆者ばか らでなく一般に数學 ・

を愛好される士にとつても又,此 ゐ上ない喜びとゴ る

所であら5.


