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彷 種 ニル ゴー ド定 理 に つい て(1)

寄 書

彷徨エル ゴー ド定理 につ い て(1)

河 田敬義

東京文理科大撃敷學激室

(昭 和21年5月 薮學會年會講演 昭和22年12月20日 受理)'

S.M.Ulamと ∫.vonNeuπiannは 最 近 の

Bullet:noftheAmericanMathematicalS℃ie-

ty,51(1945)のAbstrictに お い て,通 常 の エ ル

ゴ ー ド定 理 よ り一 歩進 ん だ"Randornergodic

Theorem"に つ い て報 告 してい る 。 こiしは 純 粋理 論

.と して ば か りで な く,定 常 確 摩 過 餐 等 と關 聯 して,實

際 の統 計 學 に勤 して も意 昧 の深 い 内 容 を持 つ もの と思

われ る 。 上記 論文 は 数行 のAbstractで 定 理 の嚴 密

な條 件 も學 げ て な く,又 全 く謹 明 を敏 い て い る の で,

以下 に これ らを組 立 て,且 つ そ の 雁 用 に つ い て若 干 述

べ た い と思 う。

一 ま ず 通 常 の エル ゴ ヘ ド定 理 を 述 べ よ う。今 ぢ る集 合

Xに 到 して 測 度 恥 が定 義 され て,特 にm(x)=1と

す る 。 な おXのXの 上 へ の 保 灘変換Tが 定義 ざ

れ て い る と き,``測 度 伽 に対する 任 意 の 可 積分函数

ノ(の に 勤 して,極 限:

が殆ん どすべてのx∈ ・Xに勤 して存在す る"と い う

のがG・D.Birkhoffの 定理 である♂"若 しも保 測

塑換 丁 に対して 不婆な集合EこX,即 ちdiE=E

な るEは 必ずm(E)=0叉 は ゴであ るとい う性質

が あれば,ノ讐(X)は 常数であつて,そ の殖 は

に等 しい"こ とが導 かれ る。 これが 時間平均 と相室

間 におけ る平均 の一致 を示ナ關係であ る。これ らの謹

明はE・HopfL1〕,吉 田Cl〕 等を彦照 されたい。

さて彷鐘 エル ゴー ド定理 と して上記報告に述 べてあ

る定理は,次 の如 きものである。今度 はs上 の二つ

の保測変換 丁、,T,が 與 え られ てい ろ とす る。 別に医

間[O,1)の 二準法展開

の集合を考える。そ の とき

定理 量。"x上 の任意の實可積分函敦 メ(の をj反

ると,殆 ん どナペての 碇 〔0,1iに 勤 して あ る實可

積 分函教Fk(X)が 定 まり

がX上 の殆 ん どす べ て のxに対して 威 立 つa"

定 理2。``若 しも保 測変換To,Tiの 爾 剖 こ共通 な 計

不 愛 集 合E,即 ち ・

なる集合Eは 必ず

である とい う性質があオUま,(4)に おいて 凡(x)は

一定 の常教`で
,そ の値 は 、

に よつて與 えられ る♂'■

特 に 端 量點 な らば,前 にあげた遜常 のエル ゴー ド

定 理であるoこ れは次に見るよ うに更に一般に され る

のであつ て,そ の腰用 につい てに §3で う着干見 るこ

とに して,ま ず定理の謹明に とりか かろ う.

'初めに必要 な定義を與えてお ぐ
."

(D測 度空間 」双B,伽)に よつて,集 合Xと,X

の部 分集合 の作るBorel集 合族Bと,Bの 土 で定

義 され たm(.X')=1で あ る測度 とを台せ て考 えた もの

とす る。'

911)別 の測廉 窒間L(B',〆)D:あ つ て,ft々 の



tELに対して,～ をパ ラ メー ター と して

が(1)の 測度塞間に おけ る 保 測変換 を 輿 える もの と

轟.郎 ちT,tUt.X'の 一X'の上 へ の 一射 一変換 で,

任 意 つE∈Bに対してZ7,REB,T,'iEEBで,

定;ヨ1."上 記 條件の下に,Xの 上の任意の賓可

積分函数f(X)を 與 える と,殆 んどナベ てのk∈Kに

対して,㌢OI∫稿 「卜函 数 凡(X)が 定 まb

を満足する もの とする。

(III)(6)の 保測饗換 の全髄

が可測粟である とは,XとLと の直積集合

が殆ん どすべ てのxEXに 射 して戒立つ。"

漣潅 後 に定 埋3に おいてN('t)は(殆 んどナペ

ての ゐに対して)差 に無、醐{系な函数 で あ るこ とが詮

明 され る。

(避明)。4〈`b諸 段i潜に分けるo

に おけ る祓積駕童

を考 え ろ とき,任 意 の.4(Bに対して,`X'の 部 分

集 合
を考 えgそ の直 積測度 を

が 〆1可 潟集合 となる ことをい う。

(IV){T,;1∈L}が エ ル ゴ ・・一ド峯 で あ る とは,

AEBに対して

と表す。父K上 の保測変換8を その 威牙(14)に

よつ て

な らば

とな る こ とをい う。 こ こ に一 般 に

鷺

を 表 す もの とす る 。

これ らの&lli:つ いて は §3で 述 べ る。 定 理1。,2。

の ば あい は

と,Lが 二元 よ りなるば あいで.(1の の條件は 定理

20の 條件 と一致する。

さて定理1。 は穴の隷に搬 擬 さ2tる 。"'

今測度窒聞 」戦 寿B.nt)の上の 保 測変換{T、;IEL}

が可測 糸で あるとす る。別に(■)の 測度塞間 と同型

な測度空間L,:・

に よつて定養す る。凶 ち(13)に おい て,威 分 を一つ

づ つ左へず ら した もの とナ る。 この κ 上の保 測蓮換

SとX上 の保測 婆換の可 潤系T,('∈L)と を合せ て

と定 義 ナtti±'は,T「 よ.X'beをX静 の 上 に 一 封 … に

窟 像す る 。 即 ち

なら しめるためには

とおけ{X'よ い か ら で あ るo

(ロ)7'一 ほX"上 可 測 且つ 保測 塗 換 で あ る こ と を

詮 酉 す る。 初 め にXfの 基 本簾 合(elementaτySet)

E管:

に対して 考 え る 。今,轟,=1と すれ ば

と巽 され ろ。この とき 丑の第 桐 威分を

で表す 。

である。砂にK9)に より ユ'切§が 勃`曇可温越どな る。

鮒 上"声 可測 集合 の集 りB'はE"を 含む 最小 の



Borel集 合族 として定 め られ ろから,從 つて又B「 士

が の作 る集合禮 を含む景小 の正規集合族 と して特 徴

附け ら2tる か ら(Saks〔1〕 参照),一 般 のB"に 濁

す る集合B"に 到 して もT曇SXξB畳 となることが誰

明 され る。野'1の 可測性 も(20),(21ル に よQ,・9)

を用いて全 く同椴に して証明 され る◎

次 にT"が 保澗奨換である ことも,全 く同一に,基

本集合E"に対して

となるこ とを見れば十分で ある。(22)に 到 して

とな ろか らで あ る ⊃

(ハ)Tveが ・r'上 の保 測変換 で あ るか ら,誉(2つ

==ノ(r)と お けば,t{eはA一 上T)1"可 積分 函 教 で あ る

か ら,G・D.Birkhoffの エLt'一 ド定 理 に よつ て,

お ろmee可 積 分 函 数F(1")に 勤 して

がX誉 上殆んどすべての ■scに対して存在 す る。從 つ

てFubiniの 定理によつて,殆 ん どすべてのkEK

に対して

で あ り,他 方TSCExに 勤 して はFubin量 の定 理 を用

いれ ば

が,殆 ん どすべてのxに対して 存在ナろ。一方72も

は η乙管可積分で あろから,殆 ん どすべ ての 鳶に到 し

て 凡(■)はm可 積分 となる。 これを組合せて,定

理1が 誼明せ られ た。(未完)
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或OrderStatisticの 問 題 に 就 い て

小 川 潤 次 郎

統計鼓理研究所

(昭和22年12月1日 日本統計學禽講演 昭和22年12月20日 受理)

壇山元…郎氏 よ りぺ 呂シ リンを精製 すろ カビの語 を

見 出す問題に闘聯 して,衣 の如 き問題を提出 され たこ

とカ:ある。邸 ち

ある母集園(励 論 これは蓮籔 な密度函数 を有計ナる と

すろ、 よD先 づ第一 の無1乍意標本2i:渇 くX2く ……

<」X'tSを抽出 し,そ の最小健 工,叢 大使 」監 とす る

文 に前 の標本 と掲立仁,第 二の無作意標本 ∫2:A'1■く

X・/く…… く」τ侮 を抽}巳し,そ の最小値 澱',最 大値

一x'■.yとす るとき.X、!一 溝 の分布如何。

吐問題は例へば母集團 を正規母集團 と假定すれば

XA及 びX旨 の分 布は分 つて居 り,從 つて その襲み

込み と して 」X""'一`Ynの分布函数 は出 る筈であるが一

般にはそれ は未知 なる母赦に關 係 し,ヌ 、その分布函致

を陽に求め ることは困難なので衣 の如 くOrderSta一

tisticの 問題 に轄 化 して考へ るこ とにす る.郎 ち

2eの 最大健"Y'.vが 溜 の最大僅"Ynを 越 え る確

肇如何。

問題 をこのや うに韓 化すれば.そ の答 は母雍團 の分

布 とぽ無關 係に簡 輩になる。叉刎へば,工 科方面 の問

題 で ビアノ線の強度試験d等 の問題では,強 度 の平均

値 よ りは,實 際 に幾つ かの試籔片を試験 して,そ の結

果得 られ た知誠をよ り有敷に用ひ る泌要 がある。それ

には母集團の即 ち考察の勤象 とな る ピアノ線全 長の最

小強度が どの位にな るか,又 は賓際 の試藏か ら得 られ

た最大,最 小強産の聞に全 ビアノ線 の何バ ーセ 契 トが

含 調 しるであ ら うか と云ふ風に考へ るのがよ り合理 的

であ らう。

以下の方法は,こ のや うな問題 に勤ナ る一つのap。


