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協 同 研 究 報 告

死 亡 率 の 補 整(graduation)

會 員 鷲 見 愼 一(明 治生命)

(昭 和十六年九月十五日受理)

緒 言Walf。rdの 保 瞼大辮典1・ に よれば,Graduationは 思 想的には死 亡率 に關 するDeMQi-

vreの1725年 の 假定に 遡るべ きことが 學げ られてお り,1765年 のHerrLambertめGraph三c

methD〈1を 以て 死亡 率の 補整が 實 行 された 最初の 方法 と してゐる.1825年B.Gompertzの 彼の 名

を冠せ られ る法則の獲表せ られ て よ り以後今 日に到 るま で,保 瞼数理の 方面に於いて不噺の努 力が

Graduatiohlcっ い て露 されて來てゐ る.勿 論Graduationは 死 亡牽に限 られた もの で もな く,統

計の 一般的問題 であ り,特 に時系列の 寿方面に 於て 死亡牽の場合 と共通的な取扱 を受け,思 想的技 術
4

的に從來とも交互に接陽のあつた 唱のである.

GraduationはAjustmentと か'SmoothlngofDataと 同義に用ひられて居 り,嚴 密な定義は與

へ られてゐないが,統 計的に試みにその定義を與へでみれば,補 整可能な統計系列の蚤値から,高

次の銃計的推理を禽さんが爲に,系 列の敏學的期望値の實験的近似を求めんとする統計的推理の一」

過程である とでも言ふことができよう.過 去に爲 されたる集計・紬和・定差・乗積・比率等の統計的

推理並に將來爲さんとする統計的推理によつて,今 行ぶべぎ補整手段 も種々制肘を受ける ものであ
ひ

り,補 整の 方法 ・結果の 良否等の規準 に も絶封的な要 素を與へ ることは斑來ない.

補 整可 能な系列の 意味は後での べよ う.F.Vinci等 もqualitagraduabili,或 は 又graduatoria

な る言葉 を使つ てゐる.・2・graduationな る 宇をEncyclopediaBritanicaで 引 くと目盛を刻善 こ と

となつてお り・物指 ・塞 暖計等の 度 量衡器ρ 目盛 りの 刻み・・或は 歯 車の 闘 を刻む ことを章 味す ろ・

gradbationf。rmUlaば それ に必要 な る公式 を意味す ることにな る.統 計的に使 用 され る糠 に なつ

た のは何時頃か らかは 詳でないが,そ の 意味は上 と同様 目盛の決定に ある とな しうるの ではあ るま

いか.～=の ことを肯定 すれば 同義 語 と して 罵ひられ るamoothingofDataよ りは 思想的 に進歩 し

てお り,ajustment,Ausgleichung,perequazioneほ ど意味の はつ きりした言葉 で もないが,叉 そ
.

れ ほ ど意味の狡い もの で もな く,思 想的に整頓 されてゐて 良い 言葉であ る.

1.統 計系列 一群の親察黙Xl,Xz,x3,…,x、、に舅 し,統 計的に求められた親察値tll,π2,u3,…,SCe、

を一般に統計系列と爲することにする.時 黙に対して 與へられた特定の商品の贋格等,所 謂時系列

或は保険會社の保陰契約の保瞼金額別件数等は何れも統計系列と言ひ得る.叉 上に學げた様な集計

蒐集によつて得られた生の数字のみならず,統計 的演算によつて得られたる累積 ・乗積 ・比率等 も,

亦観察値なる言葉を廣義に解釈 すれば凡て統計系列と言ひうる.斯 謂系列統計(SerialStatiStiCS>と

看傲 しうる統計は親察毅に対する 観察値なる關係より統計系列を與へると言ふことが出來る.

我々の補整の対象 はか ゝる統計系列であ り,その内特に死亡牽を取出 してこLに 論ずるのである.



2.捕 整 の目的 統 計系列の 補整 値につ き平均 ・榛準 偏差 ・総計を計算 する とき,之 等 を槻察 され

た未補整の 統計系列の対応 するmomentsよ りの 数値 と正確に 一致せ しめる様に する場合が ある.

skewness,kurtosis等 のparametersもfittingが 正 しければ理 論的の もめ と一致 すぺ き檬 にする

こ と もあ る.・

此 等のparametersは 系列 を特 徴づけ る もの であ るか ら,親 察者な何故にparametersが 保 存 さ

れ てゐるに も拘 らず補整する必要 があるか との疑 問を生ず ることに なる.,

之 に封.して三つの理 由が學げ られ る・第 一の もの は,最 も重要性が少い もの であ るが,凹 凸の あ

る標 本値の代 りに滑か な曲線を使ひたい と言ふ こ とであ り,第 二の もの は,最 も重要な もの であ る

が,統 計の数學的叢 展の上には如何な る假定が必要 であ るか を知 らねば なちぬ こ とであ る.此 等二

つ は現象 を 丘tす る爲の(系 列)曲 線 ・型 に關簾 してゐる.第 三の理 由は,他 の二つの 中聞の重要性

が あるが,種 々の 方面 で,aprioriな 理 論 を試験する爲に 此等理論の結果た る統計 系列のeii}CaCy

を検査 するこ とが必要 となる爲である.ゆ

3・補整の理論 統 計系列に対して 我々は次の假定 を設け る.即 ち統計 系列{Ui}は 理 想的 な統 計

よ り得よられ ると推 定 され る眞の 値 伍 てπ`)}と 實 際の統計に於て 生ナ るこの 眞ゐ値 からの 編 り{砿}

と よ り成 る もの と假定 するの であ る.こ れは{E(uD}はuniverSeに お け るparameterを 表 は し,

{lti}は そのsamplevalueで あ る と云 ふ思想に他 な らない.こ ゝで

であろが,こ の關係を基 として{据`}よ り{五@∂}を 求めんとするのが我々の問題としようとする

操作即ち補整である.言 換へれば如何にすれば 碕 を分離 して 計猷㊧ と 皿 とに爲 しうるかである

が,今 輿へられてゐるものはUiの みであるから,E(Ui)及 隅 に対して 更に假定を設けなければ

ならない.こ の假定の性質が種々の補整方法を生ぜ しめる.次 に簡単に若干の補整方法に蕊て之を

考へてみよう.

4.補 整の方法a解 析的方法 死亡牽に關する知識より豫慈せられる系列の性質を利用して補

整する方法に解析的方法がある.こ れには有名なるMakehamの 法則を利用して もよい し,或 は

Pearsonの 曲線を利用することもあらう.何 れに於て も死亡率の相近接せる年齢間に於けるzig-

zagを 完全に否定することを共通勤としてゐる.

か ゝる見地から問題を扱ふことに反封すべき理由は全然見當らない.事 實統計が理想統計に近づ

けば近づ く程,死 亡率は滑かとなるのであるがち,そ の理想型 として前述の如き解析式を候定する

・'ことは意味のあるこ・とであり,数 學的に死亡率 を取扱ふ上からは最も便利であるべきではあるカも

必然的に上の様な解析式の一つであるべ き強力な理由は之 も叉存在 しないのである.か く理想統計

の取るべき解析式に根本的假定を設けることは,實 際現實に與へられた統計が簡単 な上の如 き解折

式では充分に表現 し得ざることが常識となつてゐる今日に於ては・概往の解析的方法は必ずしも最

良とは言へないのである.最 近此の方面に於てはMakehamの 法則を改良せんとした試みが多数

鴛されてゐろが,式 の単純 性を保持せ しめつつ,応 用を主眼と して登展せ しめられつつある.



b機 械 的 方法 滑 らか さを解析的 方法程極度lr一求めず,zig-zagを 軍 に機械的 に減 少せ しめる方

法に 所謂加合法があ る.こ れ 等は 凡て 求めん とするE{Z`i}を,le`を 中 心に爾 側にn個 のecト 、、,

Ui-,1+1,…,eCi-1,z`i,lti+1,…,Ui+:1-1,tei+、,な る2、,÷1個の数 値の 或る加 重干均 と考へてゐ るの であ る.

夫 々の加合式 に於ける重 みは一定 して ゐ るか ら,こ の 方法 に よつて得 られた個 々の結果 を比 較 して

種 々の 加合式の 中よb個 々の統計に対して 最艮 と認め られ る もの を苦心 レて探す必要 を生 じ,「1其

の 良 否の判定 に も多分の主観が介在 する饒地 を残 してゐる.

5補 整値 の頁否の規準 補 整値の 良否の判定 には 完全 な 規準が 確立せ られてゐ る もの ではな く,

將 來これが 完成 す る もの とも考へ られ ない.こ の規準はignOramUSで あ るばか りでな く,ignOra-

bimusで さへあ ると考へ られ る.現 在 行はれてゐ る最 も普遍的な規準はsmoothnessとc10seness

即 ち滑か さと近密 さとである.滑 か さに就ては概に一寸隅れて あ り,概 念は得 られた もの と して 近

密 さにつ き若干考へてみ よ う.!'

近 密 さと言へば,統 計か ら與へ られた数 字に近い と言ふ 意味 であるか ら,死 亡率に於ては統 計か

ら得 られた 値,即'ち 粗成 死亡率に近い と言ふ意味に も解釈 出來 るが,更 に 遡つて考へ るヒと も出來

る.今 統計か ら得 られた 系列が α歳か ら ω歳 まで,若 年 よ り高年 齢へ と年齢順に並べ られた と き

解 析的方法 に於て は・滑 らか さは 完全 であ ろか ら・近密 さを最 ㌻良 くす る爲 に・考!ゝてゐ る解 析式

を最小 自乗法により単純に 蹴 する.こ の解析式で表され る曲線の内,最 小 自乗の意味で最も近密

な曲線がかくして得られる.こ の場合 Σ{1`i-E(Ui)}2を 最小ならしむる如きE(ui)を 與へる解析

式を求めるのであれば,個 々の π`の精確度(precision)は 等 しいものと假定 してゐるのである.然

し死亡率算定の材料は,延 人員と死亡人員の集計整理 された ものより単純な比をとることによつて

得られるものであるから,延 人員を考慮 して精確度に重みを付げることが考へられる.精 確度が観

察数の平方根に比例し増 加すると職 の下scΣE・(差 一伍)zを最小ならしめ礁 に最小自乗

法 を行つた 解析式を求 める 方が 良いの である.こ ゝにE、 は ∬鼓の延人員,θtはx設 の死亡 数,q、

は求める死亡李である・死亡率に於ては・延人員の変動 は高年齢に於ては特に急激であ り,死 亡率 .

に凹凸が多いの も此の部分であるから,延 人員を考慮せずに解析式をfitせ んとするときは.精 確

度を均等にする爲に粗成死亡率を豫 め適宜虞理 してから最小 自乗法を用ふべきである.

6・補整の方針 今滑か さの規準としてE(lex)の ゐ次定差,即 ち がE(zゆ の自乗の和 Σ(dkEt[u,)ア

を採用する・即ち単純な.nJ-1次 多項式を規準にとるのである.こ のことはn--1次 多項式をfitし

た ときの滑かさを最良の もの とすることを意味 してゐる.

然 らば多項式を規準にとることが許 された ものと して,一體 何次の多項式を採用すべ きかと言ふ'

ことが次の問題 となる.又 今 この問題が解決 されたとすれば.第 二の問題はこの多項式を規準に し

て如何に合理的に補整を爲すべ きか と言ふことである.確率 論の見地から此等1τその問題に対して

如何なる方針が與へられるか,以 下 このことに就て論じたい.

7.多 項式の次数の決定4,統 計系列Uiが 與へ られてゐるとき,κ`の 一次定差は



二次定差は一次定差の定差で
亘

一般に 々次定差は

こ ゝに κC」は1(個 の 内 αを一時に とつた組合せで二項 係数であ る.

今ttiがsmoothpartmi=E(ui)とrandomelementκ`=隅 の 和 で 表 さ れ る の で あ る か ら

右邊の二つの要素の間には相關々係がない もの とする・

randompartのele血entは 互 に相 關 々係が ない.

xの 数學的期望値 は零 で,そ のpopulationvarianceはaで ある.

xのK次 定差は(6)及Xiの 線 形 なる こと(2)か ら

定差の平方の数學的期望値は

であ る.何 となれば く5及

で あ る か ら で あ る.Randomelementの κ 次 定 差 のPOPulationvarianceを σ走 』μi「'/2κC」rで

表 す と

が得 られ る..

若 しieの1(1次 定 差 でnon-randomelement,叉 は数 學的期望値が消去出來た とすれば近似的に

こ ゝにyκ は σ　の 實験的近似値であ る.

即 ち κ、次以 上の次敏のuiの 定 差に於てはrandomelementの みが残 り從つて(12)が 成 立 する.
、'

このことを我々が統計的に試験 しようと言ふのである.

大標本 に於てば標準偏差を正確に計算出來るときは,二 つの 重要なる試験方法がある.一 つは凡



ての 分布に対して 成立 するTchebycheffの 不 等式 であ る。即 ち 若 しtを 正の 常数と しxがran-

domvariableで そのvarianceが σ2な る もの とすれ ば,1x-E(x)1≦taな る ことの確率Pは

であ る.若 しxが 正 常分布のrandomvariableな らば,そ の 確率法則 を

と考へる とき,lti..ー 〔x-E〈x)]!σK1oの確率 は次の 積分 で與へ られ る.

この積分の 数値 は 表に出來上つてゐ る.ことは 衆知の こ とであ る(こ の 試験の 方法は大標本に於ての

み正確に計 算出來る眞のpopulationvarianceを 知 るこ とが必要なる ことに注 意せ ねばな ら、=い.

相 次 ぐ定差 系列の 間の差に關 して 試験 を行ふに は,yκ 一VA・.1な る 差の標準 偏差 を見出 さねば な

らぬ.そ の手 方は

で,こ にゝ γκは次の標本定差で眞の値 婚 に対する 實験的近似である.

元系列tlの 平均値は

叉 計κ 次 望の α乗の和 は

で あ る.こ ゝに 元 系 列 は 零 次 誉…で あ ろ.

Tchuprow,Anderson,Fisher及 びZaycoffの 式 か ら,元 系 列のpopulationvarianceorの

unbiasedestimateは

高次差9)variances娠 のunbiasedestimateは(9)か ら,.rの 眞の平均 ヌ、は数 學的期 望値か

(6)式 か ら零 なることを考へ ると

同 様1こ して 元 系 列 のkurtosisに対 す るestimateは!{9'r-3:[σ"i':の 近 似 評 償 で



であ り.定 差 系列に劉 しては μ1κL3(σ 蕉}は 次式 で評贋 され るであ らう.

で あ ろ.常 敏Aκ .x',Ex',Ev,Bκ,Cκ はTintner:VariateDifferenceMethed,1940の 第10,18,

19,14ノ 《16表 で 與 へ られ て ゐ る.

Anders。nは 相 次 ぐ 定 差 系 列 の 二 つ のvarianceの 差 の 標 準 偏 差 の 自柔 を 坂 の 形 で 與 へ て ゐ る.

.Anderson及 びZaycoffはK=0,1,2,…,10に対する 此 等 の 面 倒 な 式 を 計 算 した.我 々 は 眞 の

P。pulationvariance♂ の 近 似 値 と して γκ を 用 ひ,叉 眞 のpopulationのkurtosisμ4-3(u2ア の

bestempiricatな 近 似 と してDκ を 用 ふ る.叉 標 準 偏 差 の 實 験 的 な 近 似 と して は



このb,bl,btt,C及 びC'は 他 の 量の計 算の 爲に も必要 であ るが,Zaycoffが 計 算 した もの があ り

Tintnerの 第39表 に 縛載 してあ る.

,若 し分布が正 常なるか,或 は正常に近い場 合には]㎞urtosisは 標 準 偏差 と比べれば 無親 しうる故

GKは 小 さくな る.そ れ で我 々は次の近似 を使ふ こ とが 出來る.
'

A垣ersOPは 大なる1Vに対しK≧6な るとき次の近似式を與へてゐる.

正確な式(22)叉 は近似式(23)に 基づ き二つの規準 刃κとR忍 を作る.こ れは,相 次 ぐ定差の

varianceの 差 と.そ の標準誤差の比を表すものである.

此等の値a,高 次定差のvarianceが 多少とも等 しく,從 つてnon-random分 子が即ち数學的期

望値が浦去 されることの騨 に關する判定に用ひられる.こ の問題はfiduciallimitの 見地から決

定さるぺ きものである.一 般にiR.・1叉 はIR£iが3よ り小ならば充分である。 、

8.定 差方程式の解による補整・5「以上に 於て補整の規準とすべ き多項式の次歎が決定 したので

あるから,次 に第二の問題に移るのであるが,こ ゝではwbittakerの 思想を基礎として 問題を進
、D

め て ゆ き た い.

今aを 小 さ い 常 数 値 と す る と き,次 の 侵 定 を 考 へ る:

"u
・tt
.E(u・)とE〈u・)+・ の 問 に あ り,u・+1はE(Ue+i)とE(u.・ 、)+aの 間 に あ り,一 般 にtta+i

はE(Pt・ ・ilとE(Ue+i)十aの 間 に あ り,最 後 にUvがE(u。 〉とE(Uw)÷ σ の 間 に あ る .tt
●

この 候 定を"假 定H"と 呼5.統 計 よ りUe,Ue・1,….Uwを 得 る以前 に於ては ,π 次差の 雫方の和

'の小なること
・即ち滑かさ以外に仮定Hの 確率に対する 手掛 りはないのである.

從つて,正 常法則に類似に仮定Hのaprioriな 確率が

であ る と考へ るこ とが出來 る.

次 に仮 定Hが 眞な りとの 想定の下に,統 計 よ り得 られた 測度がua ,πa.1,…,tlwな る こ とのa

prioriの 確 率を考へ る.

統 計 よ り得 られた 量Uaの 眞の値 は この侵定の下 ではE(u。)で あ るか ら
,lt。 とtld+σ の 間の

値が 實際に統 計 よ り得 られ ることの確率 は(誤 差の 正常法則を假 定すれば 、



こ ゝにllaは 統 計量の 精確度 を表 す常数であ る.同 様 に して,第 二の 量E('u..1)に対して 統計 よ り

得 られる値がUa+1とu。.1十 σの 間にあ るこ との確率は

で・こ ゝに 砺はこの統計量の精確 度の測定である・か くして儂定 冴が眞な りとの想定の上で,第
一の統計 量が 紛 と 晦+σ の 間に

,第 二の統 計量が 〃祠 と 碗 月+σ の 間に,以 下同様 に して ω

銭に対する 統計量がu.とUe十 〇の 聞にあるこ との確率 は,apri。riに は

で,こ ゝにFは ・

で あ る.ご

5及Fな る和によつて補整値の滑か さと,未 補整値への補整値の忠實 さを数字的に夫々表すこ

とができる.

次に我々はInductiveProbabilityの 定理を応用する.或 る統計量は一定数の俄定の内何れによ

つても説明 しうるが,こ の仮定の内眞なるものは唯一つ しかないと考へ,更 忙S番 目の霰定は統計

がとられる前は♪δであることが,何 等かの知識から教へられており,旦 この假定が眞なるもので

あ るとの仮定 め下には編 慢 の確率が・ であると考へる.す ると統計量を考慮に入雪恥 と,S番

目の假定の確率は

筏 こ にゝΣは 凡ての仮定に關してめ和を示す・このζ とか ら・統計がとられる前の最 も確からし

い假定は 函 が最大となるものであるが,統 計がとられた後の最も確からしい假定は,積 」らρδ力斗

最大となる如き仮定である.こ の定理を今の問題に応 用し且(A)及(B)を 組合せれば

が 最大 となる如 き假定 が最 も確か ら しい:即 ちE(tCi)な る 量の 最 も確か ら しい 組E(u。),E("・.1),

、
…
,」灰 潔ω)は

が 最小 となる もの であ る.

(C)をE〈 κ。),E(u。,1),… …,E(細 で微分 してこの 最小値 を求 めるの であ る.微 分 を實行 すれば

が κ次定差が零となる系列を作るとすれば,上O .關係は凡て



こ ゝで統 計量の 精確度 を凡て 等 しい と假定 すれば,∈i・=Eで あ つて,

を 得 る.こ の 式に よつてmomentsは 保 存 される。

9.補 整の費際 我々は前二節で與へた方法により,規 準と爲すべ き多項式を決定 し,次 で(28)

の方程式を'解くことによつて補整値を求めることを,實 際の例について試みたいと思ふ.そ の爲に

商工省 日本経験件数男子三年藏断表の粗威死亡率を用ひた結果は次の通である.'

多項式の次数の決定 この爲に使魁すべ き死亡牽の範囲 は・死亡章に於ては時系列における如 き

個 々の観察點における同質性(Homogeneity)が 考へられず,観 察値の縞度が或る程度まで延人員

数を規準にとつて表示 しうることを考慮すれば,自 ら限定せられざるを得ない.幸 に して最 も材料

が 安定せる部分は最 も延人員数が一様に集中されてゐるし,こ の部分の精確度が一檬に大で安定 し

てゐると考へ られ,強 力なる補整がこの部分に向けらるべ きとこは論を侯たないのである.多 項式

の次数を決定するのはこの部分であるもの としたい.第6節 の方法を前記の表の20歳 より29叢 ま

第1表

N=40(20歳 より59歳 まで)

でとつて之に適用すれば第

1表 の如 ぐなる.

こ ゝで定められた多項式

とは,そ の多項式で全範囲

を最小自乗法等で 飢 せん

とする意味ではなく,そ の

次数の定差が安定すること

の意昧である.即 ち定差の

和 を最小ならしめ且粗成死

亡率とも近密性を保持せ し

めんとするものである.そ

の窩に はTintnerの 如 く{eSheppardの 方 法icよ る こと もよか ら
.うが,彼 も言つてゐ る様 に,定 差

の 安定 する次 数と使 用すべ き式の 次数 との 間に 關係が な く,Andersonの 意 見の ま ゝに経 験的に之

を決定 してゐ るの である.こ ゝでWhittaker-Hendersonの 思 想 と方法を・用ふ れぼ
,こ の 間の 關聯

が 思想的につ くの であ る.

HendersonのtypeB'の 補aS「・♪を行つた結果 を第2表 に挙 げ よう
.こ 、に Σi,Σ2は 夫 々今 行つ

た補 整値 と公式 表の補整値 に關 しての 総和であ る.こsに(28)に お け る が と しては 経過契 約人

員(延 入員)を 以て之に當て た・計 算の 詳細 は省略するが,Hendersonの 論 業及教科書{8⊃にあ ろ方

法を一部不用と思はれる簡所を省き,其 他はそのま ゝ踏襲 したのである.結 果を公式の死亡率9,と

比較すれぽ・滑らかさに於てはこ にゝ挙げた ものの方がはるかに勝 り,近 密度に於て も自乗の和と

云ふ規準に於ては新 しい方法の方が勝れてゐるが,實 際死亡数との符號をつけた差の累積に於ては

公式の表の方がはるかに勝つてゐる.最 後の ものを最高の規準にとらんとするときは ,今 迄のべて



來た思想のみでは不充分であるが,Utlc多 くの假定の上に立つてE(rt.1}を求めて來たのであるから

統_し た理論を,か くの如き新 〔,い假定を導入 した上で立てることは相當の困難が件ふのではある

まい か.

尚以上の規準の他に,豫 定と實際の死亡数の差の累差の符號の憂る回数,特 定五蟻群に關 しての

豫定と實際が特によくfitし てゐること等を規準にとることがある.此 等は凡て全體と しての近密

さの爲に,部 分的な近密 さが著 しく疎外 されることを避ける爲であつて,此點 あま りに部分的な近

密 さを強調すると、逆に全體 としての近密 さが破壌せ られるばか りでなく,滑 らかさの點 に於て非

常なる不合理を生ぜ しめることにな り易いか ら注意 しなければならない と想ふ ・此等の規準は結果

的に導入せられた ものであるから,そ の理論的な研究は今後に侯たるべきもの であ り,只 今の所で

は初めに扱つた二つの規準が最も合理的なものである.

最後に附言 してお きたいことは,緒 言で論じた如 く,補 整は一聯の統計推理中の一過程であるか

ら,次 の過程によつて,行 ふべき補整の方法を決定すべきごとであ り,今 迄のべた方法は,出 來る



だけ数学的期望値に近い近似値を求めんと した 方法であ り,Hendersonを 中心として米國に於て

最近特に進歩 した方法である仰 之に対して 英國に於ては連続 な導醗 を有 し,次 の計算に於て解

析的方法が取 りうる様に,解 析式による補整に就て最近迄論ぜられてゐる現蜘 τある∫11)樹此の他

に も必要なだけの導函数の連続 性を有せ しめることも考へられてゐる.(u⊃此等を上に言つた様な見

方から考へてみるの も面白い と思つて考へついたま ゝを述べ てみたのである.
'.
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