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半正 規 分 布 に 就 い で

會 員 河 田 龍 夫(第 一生命)

(昭 和+六 年 九 月廿七 日受理)

1 X,,Xzが 二つの確率変数 なるとき,そ の此X,ノXzな る変数 の分布に關するSteffensenの 研

究色々と是に就ての筆者の考へを書いて見る.こ の問題は實際に も犀々遭遇するに違ひない と思は

れるか ら,こ の種の研究は必要であらうと考へられる・例へばA地 方の人の身長をXlと しB地

方の人の身長を 渇 としたとき,そ の比 渇/瓦 がとんな風に分布されるか,又 その平均 値 ・標準偏

差はどの位か といふ如き問題が起らう.實 際筆者 も,筆 者の勤めてゐる會杜の實務で,こ の種の問

題に出會 したので色々考へて見た次第である.(le・

身長の場合でもそうであるが,實 際問題で正規分布函数に從ふと假定 される変数 を考へる事が非

常に多い.勿 論嚴密に云へば,分 布がい くら正規分布函数に近い といつて も,そ れ と全 く一致する

事は先つない.例 へば身長の分布の場合に しても身長の値は負になる筈がないのセあ り,又 ひどく

大 きい値 もとらない筈である.こ の實際と理論との相違は併 し大抵問題にならない ものである.そ

拠 は例へば平均値m,標 準偏差 σの正規分布のとき,m+3aよ り大なる値をとる確率 が非常に小

である事からも類推 される.そ んな謬で身長の分布の場合で も是を正規分布に從ふ と恨定するので

あ る.`＼

所 がXi/X2の 比 を 考 へ る と状態 は 全 く愛 つ て 來 る.即 ちXz及 渇 が 夫 々x,yな る 値 を と る 確

1率を

としてXilX,がVと いふ値をとる確率を求めると

とな る.a㌧Xiと'Xzと が 互 に独立 で あ る と すれ ば(1)でb=Oと お け ば よい.と に か く(Dの 形 で

確 率 密 度 が 與へ られ る(が 〈 α解 な らば(1>の 分 母 は 決 して0と な らな 、・).こ の 式 か らす ぐ判 る様

に その平均 値 を出 して 見 る と

とな り有限にならない.勿 論標準 偏差 も考へられない.

所が身長の比の ときはその平均値はどこかにある筈だ し,標 準偏差だつて何等のか値になる筈で

ある.こ の矛盾は身長の分布が正規分布に從ふ と假定 した爲である.

(1)はCauchゾ の分布 として知られてゐる ものである.だ か ら理論的な興味は以上の結果に対し

て も充分あるけれども,實 際統計では平均 値 ・標準偏差のない分布は避けらるべ きであらう.



2.以 上 蓮 べた 所 に よ り,正 規 分 布 に從 ふ 二つ の 憂 撤の 商の 問題 が 相 當 困 難 で あ る 事が 了解 され

よ う.實 際 種 々の 學 者 に よつ て 共 が 認 め られ た の で あ る.上 蓮 の 困 難 を避 け るた めにJ.F.Steffen-

senが 半 正 規 分 布 函 数 を 考 べ て ゐ る.t3)その 研 究の 概 略 を 述 べ て 見 や う.

変数Xが くx,x+dx)の 値 を と る確 率 力{

なるときXは 半正規分布に從ふといふ.こ の分布は正規分布とよく似てゐるが,x≦0で は0に

なるといふ點 に於て本質的に違つてゐ穀・この分布函数はZ2testの ときのzz分 布函数に他ならな

いのであるか ら,そ の重要である事は設明の必要がないであらう.

λ>1,ル 〔>0と する・(2)の 存在範囲 はx=OでA>2な らばx=Oでx軸 にf(x)は 接する・

λ=1と して もKx)は 正規分布の確率密度にはならない.云 ふ迄もなく天め はx<0で は常に

0だ かちである.併 し次の檬に考へれば 天κ)の λ→ 。。の極限が正規分布の確率密度になると考へ

る事は出來る.

(2)の 八κ)に於てはモードはx=().-1)Mに なる.之 ば ∫① の極大を捜せば容易に判る.今

このモードの位置に原點 を移すと ノ① は

とな る.是 は

と書 け る.鼓 に

となろ筈で,從 てr函 数の定義に依てこの積分をrで 表は してAを 定めると

となろ ・ 故 に β みは

とな る.Stirlingの 公 式 に よれ ばA→ 。oの と き

であ ろか ら,之 を(6)へ 入れ て 整 頓 す る と



と な り,{}の 中 はeの 定 義 に よ り λny◎。 の と き`と な る.故 に ・

▼ 臼

以上によりλが大となれぼ半正規分布の確率密度は正規分布の確率密度に近づ く.是 に依つて も

半正規分布が正規分布に λが大なれば非常によく似てゐる事が判るであらう.

翫 半正樽 布の鞠 値 ・標輻 差はどうなるかと帖 と・これは積分の計欺 依りすぐ求まる・

即 ち夫等を 濯,・で表すと

とな る.

が 同 様 に 得 られ る. 、從 て

であるか ら ♂も容易に計算出きる

叉

を計算すると同様 にr函数 の定義から

とな る ・ βF葺 は 上 の μ・・μ・の値か らす書 き下 せ る ・

さて 實 際のdataが 與 へ られ て ゐ て 是 に 半 正 規 分 布 函 数 をあ て は め るの に は,勿 論 その ま ゝ(2)

を 使ふ べ きで な く,原點 を κ=一`に 移 した



を使用すべきである事は云ふ迄 もない.Aは λの函数であろか ら(7)に は三つの定めるべき常数

c,R,Mを 含むわけで,こ れ等の値を 決定する.鮪 上 ξイ7r(¥t')/r(の とお蹴 平均

値m,二 次 及 三 次 の モ ー メ ン ト 〃22,1113は

とな る.是 は 上 述 ㎝,μ2,μ の 計 算 と全 く 同 じ で あ る.(9),(10)に は`が ない か ら この 二 つ か ら λ,

Mが 定 め られ る(dataか ら各 モ ー メ ン ト,平 均 値 を 求 めて お く).そ して 最 後 に(8)か ら`を 求 め

るの で あ る.尤 も理 論 的 に云 へ ば 是 だ けの 事 で あ る が,實 際(9),(10)か らA,Mを 求 め るの は そ う

簡単に

は行かない詳しい事は省くがSteffensenのやり方は励 角綴 鋤 この融 つて次

の 如 く して λを求 め るの であ る.

β,がこの範囲 以外の ときは後者により λを求め,之 を出発として補間によつつて定める.

尤 もそんなにまで して λの縞 しい値を求めなくとも,吾 々の問題が方程式をとくのが目的でな く

curvefittingに あるのだから,λ の大髄の値を求めてお・き(8)と(9)と の二つから正 しくc,Mを

求めればよい.正 規分布を當はめるときには平均値 と標準偏差の二つの常数だけで曲線をきめるの

であるから,そ れに比べれば λの正確を求めなくとも尚勝つてゐる.

どうして(11),(12)を 求めたかといふと考へは

この半正規分布を適用する例もあるが,是 に就ては別の機會に譲る事に して,吾 々は確率憂敦の

商の場合にこの確率函数 を応用 する.

4.Xiの 確 率 密 度 を

と し,悉 の確率 密度を

と す る.そ してXlとX2が 互 に独立 とす る と,X2,X,が 夫 々(x,y)な る値 を とる確率 は



と な り,(1)の 所 の 式 に よ り なる値をとる確率密度は

となる.是 はrな る函数の定義から

と な る ・ この 分 布函数 ψ(v)はv→ ・・ の と き 六 の ・・d・・で あ る か ら,aが 相 鰍 き{ナれ`・'・F

均 値 ・標 準 偏 差,更 に 高次 の モ ー メ ン トが 存 在 す る.實 際一 般 に プ次 の モ ー メ ン トを 計 算 す ろ.但

しr〈 λ と して お く.

是は β函数の定義により

とな り,是 に(14)を 入れ る と,結 局

とな る.

5・ 以上で吾々の商の問題は理論的には解決がついたわけで,以 上がSteffensenの 研究の大饅

であ 筒 ・PtlcCram6rの 書 物"}の 中 では
,Xl,計 漏 が 共 にPearsonのtypeⅢ の 法 則 に 從 ふ と き

Xtが 正 規 分 布 に從 ひK,が 半 正 規 分 布 に從 ふ と きが 論 じて あ る(是 はSteffensenの 論 文 の 中に も

書 い て あ る)・eの と き はX隅 はPearsonのtypeⅥ の 法 則1縦 ふ.

6・ 理 論 的 に は 以 上 の 通 りで あ る けれ ど
,あ る 物 の 長 さを く りか へ して 測 つ た と きの 分 布 の 様 に

標準偏差が平均陣に比べて小 さいと云ふ ときを考へる.Xiも 最 も其の様 な分布に從ふ とし,X三

Xzの平 均 値 を 夫 々 〃Zb7π2と す る と 渇 ノ最 の平 均 値 も大 饅2〃11"7
2だ と考 へ られ る.假 に.Xl,渇

が 半 正 規 分 布 に 從 ふ と して(15)に 依 て 平 均 値 を求 めて 見 る .3,に 依 れ ば



で あ ろか ら,商 の 平均 値 は(15)か ら

是 は.λ が 大 き くなれ ば は段々0に 近づく値であつて, とは相當異つた値になろ.

標準偏差に して も同様の事が云へる.こ の矛盾は半正規分布のときは その存在範囲 がx≧0で あ

るといふ點にあると考へられ る.こ の意味で實際問題に応用 する場合,半 正規分布を考へただけで

は不充分で更に研究の必要が認められる.即 ち 渇,X2の 平均値に較べて其の標準偏差が小 さいと

き&.'最 の平均 値と平均値の商とがどの程度に異ふかといふ様な 問題が必要と思ふ.商 の標準偏
●

差に して も同様に想像 されるもの と實際の標準偏差とどの位異ふかといふ事である二囮

以上の如 き問題に対して は,確率 函数が正規 とか半正規 とかいふ風に特別な ものにとらないでも

極 く一般に取扱へる.但 し商の分布其者ははつきりした式で出せない.そ れでどの場合,澱 の標準

偏差が次第に小 さくなつた ときどんな分布函数に近づくか,叉 その ときの誤差はどの位が,又 標準

偏差が 。。になればどうなるか,と いふ様に牧獄定理の形に於て考へて見れば面白いと考へる.

以上の方針でやつて見た結果をかいて見る.詳 しい事はアクチュアリー會報に載せる心算でゐる.

7・X,の 分布は全 く任意 ととする・但 し標準偏差は有限とする・X,の 分布はその平均値 ㎝2に

閑 して対称 とし,逓 は(m2-a,M2+の 以外の値をとらぬと假定する(但 し ㎝2>a).且 渇 とXz

k互 に独立としてお く.是 だけを椴定 して6.の 問題の結果だけを書 く.先 づX,の 平均値・標準偏

遊を夫々7nt,σ1と し 超 の標準偏差をOzと する.結 果は次ゐ如くなる.

瓦 ノ最 の平均 値は 。 ・

とな り,標 準偏差は

と な ろ.茲 に二、



但 し γ4は 渇 の平均 値 の 周 りの 四 次 の モ ー メン トで あ る ・

この 結 果 に よれ ば σ2が 〃22に比 べ て 小 さけれ ばXi/×2の 平 均 値 は 殆 どm!〈 ㎝1に 等 しくな り・

その標準偏差は に 略 等 しくな る.

實 際 問 題 でa'も ㎝2に 比 べ て 小 さい 場 合 が 多 いか ら,正 規 分布 の 當 は ま る様 な もの で は α=4a2

位 と して よ く,從 てaOfmeが 小 で あ れ ば1εdは 非 常 に 小 さい.

次に α→。の ときはxv2,b分 布が2⊆ の分布に近づ く事は殆ど明らかであらう.嚴 密旙 明

はよい練習聞題と思ふ.そ のときの近づ き方がどんな ものかを計算する事 も出きる・

それで 渇 の分布に於て αが小 さいときは 渇/瓦 の分布が大禮 瓦 の分布と考へてよい場合が

多 く,そ の ときの誤差を計算 して正 しい判断 をすればよい.こ の誤差がどの程度かといふ事を出す

のは割合に簡単 であるか ら読者に委せや う。
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