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原 著

輸送現 象 の 統 計 理 論

押 田 勇 雄(名 古屋帝大理工学部)

(昭 和十六年九月九日受理)

序 説

輸送現象(transportphenomena)と は,拡 散 ・粘性 ・熱傳導 ・電 氣傳導等の総 稻であつて,斯 く

呼ばれ る所以は,此 等が夫 々質量 ・運 動量 ・エネル ギ ー ・電荷等の場 所か ら場 所への輸送 に よつて

起 され るか らである.輸送 され る量は或る 場合には 説れ(turbulence)の 統 計理 論tl"(:'va於 け るや

うに渦度(vorticity)で あ り・,又 或 る場合 には光の 散説の理 論に於け るや うに光 量子(lightquanta)

であ つて もか まはない.

以 下に取扱ふ対 象 は主 と して氣體,そ れ も稀薄 な氣體 に限 ることにするが,併 し,そ の取 扱方は

大 した 本質的 な変 更 を加へ るこ とな しに 他の場 合に適 用せ しめ得 る場合 も又 少 くは ない と考へ ら

れ る.例 へば,個体 の 熱傳導 を論 じる場合 に,初 めDebye`3""Jが や つたや うに,氣體に 於ける飛

び まはる分 子の代 りに、固體 の 中で,矢 張 り一 種の平均 自由行路t5,を 以 て飛びま はつて ゐる弾性 波

の量 子を考べれ ば,こ の両 者は甚だ類 似 した 相貌 を帯びて來 るの であ る.

此の現象 に關する昔か らの 多 くの研 究は,大 きく分け る と次 の二つにな る.そ の一つ は巨視的 乃

至現 象論的方法 で,就 中 下に述 べるFokker・Planckの 微 分 方程 式につ いての 解析的 な研究一 た

とへ ば 有 名なCarslaw」iの 熱傳導の 数理的研究 一 が その 主流をなす もの であ る.そ の文献の彩

しい こ とは 申すまで もないが,たゞ惜 む らくは,蕾 に数 學的華 麗 さを有 する部分の みに 力が 集中さ
、

れたかの観があることである.し からざる部分には最早開拓すべき部分が少い とは云へないやうで

ある.

今一つの方法は微視的 乃至分子論的方法で,MaxwellやBoltzmann以 來矢張 り前者に劣らぬ

多 くの研究がある軌 前者のや うな数學的華麗さがなく,得 て繁雑にな り易いが,併 し前の方法で

は企圖 し得ない部分までも論じうる便がある.こ の文の意とするところは,・主としてこの両者 の關

係及適用限界についての反省である.

§2・Fokker-Planckの 微 分方程式 、

j輸送現象 の巨視的 理 論の基礎 をな すFokker-Planckの 微 分方程式(以 後F .P.方 程 式 と略 播すろ〉

とは如何 なる もの であ るか を次 に蓮べ る.

先 づ簡単 の 爲に一次元 的拡 散 を考へ やう.時 刻fに 於て一つの粒子が 座標xとx+の の 聞にあ

る確率 を 頭 ズ,≠)諏 とする.ま た,時 刻 まに 於て確 實に座標 ξにあつた粒 子が,時 刻 妊 τに於て

κと κ+諏 の間にあ る確率 を ∫(κ一ξ,τ)ぬ とすろ.ノ は即 ち遷移確率 を表はす.以 後 簡翠のた め

に ノはtに よらず,rと κ一ξの みの函 数であ るとすろ.然 らば 明かに



今遷 移確率 ノの"次 の モー メン ト

について,AiとA,・ はr→0の とき τと同じオーダーセ零に収斂 し,A3以 上 は之 よ りも高い オー

グーで零に収斂 すう と假定 する.そ して又 τが 小なる 時 ∫はIx一 引 の小 さな値に対して あ み考慮

に上 る程度の 大 さを有 する とする.そ の とき(1)の 右 邊の被積分 函数に於て .w(ξ,t)ξ がxに 近 い

ときの値だけが 重要 であつて,そ の他の場 所では ノが殆 ど零 であ るか ら ω(ξ,のの正確な値は必要

でない.即 ち吾 々のW(ξ,t)は ξがXに 近い ところの 値でのb・正 しく表 されて居れば よい よつ℃

之 を ξ=∬ の近 傍で 展開 し

之 を(1)に 代 入 し,且 つ τが小 な りと して左邊 を τについ て 展開すると(3)を 参 照 して

τの二次の項以上を省略 し,且 つ微分 と積分の順序を交換すれば

外か らこの粒子に働 く力を二つに分けて,比 較的ゆつ くり愛る コン ト・一ル出來る作用と,極 め

て速かに変動する コン トロ一ル出來ない統計的なカー た とへば媒質分子の熱運動か らうける衝突

ノ)カー とする・今後者のみがあれば,そ れによる平均饗位は左右いつれの方向にも対称 的と考へ

られるか らAlは 零で上式は

'

なる關 係が 存在 する.・ ∂

お五に作 用を及ぼ し合は ない ,質 量が何れ もmで あ るや うなn個 の粒子を考へる と,C=wmn



綴 度(職 長さ當 リの質貴)襖 へることになる.そ れで ④ を"・π倍すオ・ば撒 の灘 方程式

が15ら れ る!Dは拡散係数(・ ・diicient・fdHu・i・n)嫁 は すこ ともdLで 知 られ る・!

又、若 し外か ら作 用がある,た とへば+xの 方向にFな る 力が働 くといふや うな ことがあれば,f

はx一 ξにつ いて対応 でな くな るか ら,(4)の 代 りに

が得られ る.Bは 易動度(mobility)と 呼ばれてゐる.

上め手緩 きは容易に二次元乃至三次元へ接張出來る.三 次元の場合には(6)及 び ⑦ に対応 して
、

夫々

が得 られ るこ とにな る・Fは 力の べ クFル であ る・(10)型 の 式 をF .P.方 程 式 と稻 し叉はChap

man-Smoluchowskiの 方 程式 と も云 ひ ,凡 そ 楡途現象 を 解析的 に虞理 しや うとする場 合,必 ず と

云 つてい ゝ程 常に基礎に取 られ る式 であ る.熱 傳導 の式や拡散 の式 は之の特別な場合 と して含まれ

てゐる
.・斯檬 に 重要 な式 であ るか ら極 めて多 くの人 々,例 へばFokker`8'・ly・,Planck{io,,Smolu-

・h・w・ki`u'・Einst・in他'・Fii・th`'3',Burg・r`'",Zernike`S',K・ ・mP9…ff`16・ ,Otrn・t・in・1・㌧Ⅲ ・n-

beckcls⊃,Peierls《Lq',Debye融 等 に よって研 究 され てゐ る.

上 は拡 散を例 と して 蓮べたが,粘 性の場 合には 質量 〃 の代 りに運動 量 ㎝μ@は 特定 方向の 速度

成分)を ・熱 傳導 の場合にはmの 代 りに エネルギー 壷乃7'《fは 分 子ρ 自由度の有効 敷 ,kはBoltz-

mannの 常 数・Tは 絶封温度)を,電 氣傳導の場 合にはmの 代 りに荷電eを 用ひて夫 々論ず るヒ と

が出來ることは云ふ迄 もないt!:・,此の槻f次 第であるから以後 も專ら振散のみを論ずる.

§3.F.P.方 程式の欠点

F・P・方程式は斯檬に重要なるものであるが ,一 つの大きな訣黙を持つでゐる.'それは極めて短

い時間・或は極めて狭い空間 内で起る輸送現象に対して は適用出來ないといふことであろ
,そ のこ

とは次のやうに して判る.、

三次元,自 由(F=Oと いふ意味)の 場合のEP.方 程式

を・t=Oで 粒子が確實に原點 ア=0に ゐたといふ初期條件の下に解いて,球対称 的な解を求めると

よく知られたや うに(rは 原點からの距離)



となる　 從つて 〆の平均は

之 はEinsteinの 有 名 な 式(as}

に一致するものである.何 故なら球対称 の性質から

であるか ら ア=吉 戸 を得 る故である.

(13)叉 は(14)は 重 大な 力學的 困難を持つて居 る.こ の こ とは 翫に多 くの 人ic‡ つて 氣が付かれ

てゐる〔卸.即 ち,ご が充分小 さければ

即ちFは ご2に比例 しなければならない.

アが軍に2に 比例するといふことは,如 何に短い時間tを 取つて も,其 の時間内に極めて大き

な不規則な力が作用するために,f=0に 於ける状態からt==tに 於ける運動を全 く定めることが出

來な"と しなければならぬ.粗 く云へば,絶 えず無限大な不規則な力が働いて,通 常の力學的な量

の連続性を完全に 破壊 し去つて居なければならぬ・数學的には.こ の 力の様 な函数一7二ある意味で

連続ではあるが微分出來ないWeierstraBの 函数の様7z-一 も興味の対照とな り得ないもので も無

からうが,物 理的には甚だ困ることなのである.今 この事柄を仮 りにUhlenbeckOrnsteinの 迷

理と名付けてお く.本 稿の目的 も一は實にこのUO.迷 理の解決にある.

勿論,既 にPerrin(as}が 注意 したや うに,こ のU.0、 の迷理 も,實 は巨視 的現象論的立場を離れ

て,原 子的機構 に立ち進むなら,迷 理でな くなつて しまふ.Einstei1の 式を導 くには,實 は,そ れ

が如何なる方法で導かれたにせよ㍉またそのことが明記されるか否かに拘らず・常に・如何に短い

時間々隔を取つて も,そ の間に充分多 くの回数の 「衝突」が起つてゐることを仮定 として含んで居

る.で あぢか ら,非 常に短い一 その間には衝突が稀に しか起らないや うな一 時間々隔に迄tを

小さくすると,Einsteinの 式(14)は 無意味icな つて しまふ.

だから運動方程式から出登するBrown運動 の研究27,に於ては1流 石にEinsteinの 式と異つた,

即ちt→0迄 適用 し得る結果

'に 達 して ゐる⊂卿 馳 .之 で見れば 明かiz・t→0の ときは ゴは ヂに比 例 して,漕 足な結果である こと

が 分る.

§4.RandomFlihtの 問 題 と輸送 現象の 子運動 論

以上の 論を今一 歩押 し進 めるた めに,所 謂RandomF了ig旗 の 問題{se:L:n)を論 じや う.即 ち:
'

r-・一つの粒子座標原殿r=Oを 出発 して勝手な方 向に直線的tc11だ け 進み,そ こか ら叉之 とは、

無關係な勝手 な方向に ろだけ進む.以 下 同様.か く して"の 飛翔 を終 つた 後,こ の粒子が原



鉱か ら距離rと,r+drの 間 にゐる確率4πr2w(r,n)は 如 何 」

この 問題 は,～ 二の粒 子を 當該輸送 量の運搬 者(carrier)即 ち分 子 と考へ ると き,輸 逡現象 の氣髄

分 子運動 論的 モデルに 封.比 し得 るが 故に 重要 であ る.我 々は先づ これ をRayleighがTheoryof

soundに 於 て 示 した 方法に よつ℃解い てみる.最 初簡単 のた めに

と しや う・今原點 をお互に無關係な極めて多く(N個)の このや うな粒子が一声に出豪する ものと

しヰ う・各々がn回 の飛翔の後に於て座標がxとx+dx,ツ と ン+dy,zとz+dzの 間のある も

のの数を

とす る・ さて この Ⅳ 個の 粒 子に各eも う一個つつの 長 さ1の 飛翔を加へ る.さ うする とその 結果

,《X,Pt.z)な る場所に來 る粒子は,こ の新 しい飛翔 を加へ ない 前には

なる位 置にゐたこと は 明か である.こゝに,OPはヴェクト ル7の 方向を 示す .さ て(x',St,。 り に

ゐた 粒子の全部が 《x,Pt,z)に うつるのではな く,全體 の

だけが(ろy.Z》 に うつるの であ るか ら

nが 大 きく1が 小 さい として

置いて・(15)に代入 し積分を途行すると第一近似 として



此の一つの解は

今粒子の速度が一定値 びであれば,"は 出発後の時闇 ごに比例する.即 ち

と置けば,τoはVerweilzeitと 呼ばれ る量 であ り

となるか ら,上 の式 は

となるの である.

之 を(4)と 比 較する ことに よつて

即ち拡散 係数を,平 均自由行路1と 分子速度vで 表はすことが出來た.

然るに之をMayerが 異つた考察から矢張 り第一近似として得た表示3'

に比べる と半分の値 しか持つてゐない.勿 論(19)も(20)も 相 當粗い近似 であ るか ら實験 との非 常

に良好な一 致は望み得ない とはいへ,(20)は 兎 も角 も相當 良い 近似値 を 算出で きるの であるか ら,

(19)を 導 くに何かの欠 陥が あつた ことと察せ られ る.

その欠 陥は何であ るか といふ と,す べての1を 等 しい と した ことであ る.若 しも之が等 しくない

もの とすれ ば如何.Rayleighは,若 し長 さllの 飛翔がnl回,長 さ1:個 の 飛翔がnz'回,・ ・… ・ある

とすれ ば,こ れ 等をつ なげた ものの分 布は同 じ近似の程度において 一

となる ことを示 した.n1,nz,… が 何れ も充分大 と し,1は 任意に 分布 され てゐ る,即 ち1が1と
、

i十diの 間にある機會は

で與へられる ものとする.7は 眞の平均 自由行路である.そ のときは

と な})c34),從 つ てn=t/τoの 下 に

(12)と.比 較5.て



但 し ラ=乃7。 であ る.τoは 必 ず しe・一一定 ではないが 兎 も角 もこの近似は前 よ り良好であつて,し か

も(20)に 一 致 してゐ る.同 じ様な方法は粘 性係数及び熱何導牽 に対して 夫 々

を與へるであらう　.ρ は密度,㎝ は分子の質量,他 の記號は既に述べた・.

この章で注意すべきことは,此 等の結果ぼすべて1が 充分小 さいこと,π が充分大 きいことを假

定 して得られた ものであることである.從 つて平均自由行路が(容 器に比 して)充 分小 さくないか,

叉は衝突数があま り大きくないや うな短時間内の現象を論じるとすれば,又 問題は別の形相を帯び

て來ることである.・

§5.一 定方 向か ら絶えず一定の力を受ける場合のRandomFlight

一般のF.P.方 程式に相當する場合 として,x軸 ビ澹うて羅えず一定の弱い力Fが 粒子に作用し瓦

てゐる場合を同じ様な方法で取扱つて見やう.今 度は分布函数"は κ軸となす角 θの函数でも

ある.簡単 のために1は 一定とする.こ の間に粒子は初めの方向から若干+x軸 に近い方向に曲

げられる.運動 方程式は

であつて,今 初期條件を

とすると

1が 一定だからFが 小 さい として

より,衝 突間の時間が

となるこ とが分 る.但 τo=l/Veで あ る.

次 に この 飛翔の起點 と終點 とを結 ぶ ヴェ ク トルが+κ 軸 とな す角 を θ とする と

となる故

さでOeはatrandomに 分 布 され てゐ ろとすろと,θaがOoと θo÷dθoの間にあ る確率は}sinθo

ddoで あ るが,θ の 方は上め 關係に よ り,θ と θ+ddの 間にあ る確率が 近似的 に



となる.從 つて

扱て τ及び'が 充分小 さい として左右両邊を展開 し高次の項を省略すると

となる.(10)と 比較 して分子の易動度は

となるわけである.,

尚ほ βの表示としてよく用ひられるのは,半 径 αの球が粘性係激 ηなる均一な流膿中を一定速

度で動く場合の易動度の式

であつて,Stokes-Einsteinの 易 動度 と も総 すべ きもの であう・aを 分 子半輩 とすれぱ(23)は

の形に書ける故に,(27)入 れると

を結論せ しめる.(26)が 正 しい とす ると 《28)は

即ち,自 由行路が分子直径の8倍 であるときだけ正 しいことになる・無論(26)式 は粗い近似式で,

正 しいとは云へないけれども,蔦 のことは,氣 照分子tcSSし てStokes-Eilsteinの 易動度を適用す

ることは一般に誤つた結果を與へるζ とを示すに充分で夢ると考へる・'

Fが 大きい場合にはこの問題はまた恐らく全 く異った解に達するであらう.こ の襟な場合 も實際

に起 り得,そ れlzNし てF.P.方 程式を適用することは無謀に近い と云はねばならない ●この意味

に於て,微視的 現象に巨視 的な考察を持込んだ色々の理論⑯は一態批判に酒されるわけである.

§6簡単 な考察

前々章の終に;若 し平均自由行路が充分小 さくなければ;、普通のF.P.方 程式で取扱へない現象

が起り得ることを蓮べた.實 際そのや うな例が澤山知られてゐる.例 へば,極 めて細い管中の氣盤

の流れがPoisenilleの 法則か ら外れること`y}や,せ まい間隙 を通 しての熱傳導がFourierの 法則

に從はない こと(3s)や,小さい球のうける抵抗力がStokesの 法則から外れるこt`ss}・卒低温に於け

る結晶 の熱 導導が結晶 大 さによること　なども此種の現象である・その重要 さに働 ・先づ簡単

な理論を試みる.



F.P.方 程 式の欠點 とする ところは 既に §3で 述べたや うに,結 局,い かに小 さくtを とつて も

その雨 端に 於ける粒子の 力學的量,例 へば速 度に相 關が ないこ とで あ る.t→0と 共 に この 相關が

1に な り,t→ 。Qと 共 に相開が0に なるや うに しておけば,こ の欠點 が 救へ る.つ ま りtが 大に な

れ ば 共 聞に 一 回衝 突の 起る確 率が 大 とな る.一 回衝突が 起れ ば その 前後の 速度 放分の 相關は殆 ど

完全に零 になるか ら,こ の 相關係鋤 ・・一・'の形 であ る と した とき,μ は大 饅 ↓ の大 さを持つてゐ

るとしてい ゝ.さ て速度成分の相關がe'ptの 形を有する場合は即 ち粘い流髄中の中の粒子の ブラ

ウン運動を力學的に追究することによつて調べられてゐて,そ の ときはt=OIC於 て確實に原勲に

あつた粒子のt=tに 於ける分布函数が(12)の 代 りに

となる ことが分つて ゐるq!'.こ の 函数は

なる後分方程式を充す(Dはt→ 。。の時の授散係勲).

(29)を 用ひろど,或 る時刻に於ける粒子の分布を與へてそれから後の任意の時刻に於ける粒子の

分布を知ることが出來るの であつて,F.P.方 程式が適用出來ない場合にはこの方法を用ひなけれ

○ばならないので
.ある・.即ち ゴ昌'に 於ける物質分布を 酵 α,ア)とすれば 。

によつて τだけたつた後の分布状態 が分る.但 しdaは體 積素片である.

一つの応 用例を示さう.コロ イ ド粒子の ブラウン運動に於て,一 つの粒子が或る時刻に覗野(例

へば顕 徴鏡の)の 中にあつたとし,そ れがそれから ごなる時間経つた後,そ の視野から逸脱する確

率Pを 計算することに上の結果を応用 してみる.今視野(の 膿積)をaで 表はすと

蜘 こrは視野 外のrlか ら視野 内の 一 .黙に到る距離 であるiU).

簡単の孝 めに一次元的 な場合,即 ち視野 が κ軸 に垂 直な幅 みの(無 限に長い)ス リットであ ろ場

合1こつv・て 論ずろ・ その と きはwは(29)の 代 りに(μ 一÷ と}-v'て)

を 用ひるこ とに な石.さ う して

によつて計算すると,

但 し



であ る.こ れ はro→0の 極 隈 に 於 て の みFUrthttis;が 與 へWestgre11が 計 算 した 式

に 一致するの であ る・これは當 然 であつて,何 故な らFUrthは(30)の 代bにEinsteinの 分 布

か ら出発 して届 るか らである.

(33)と(32)の 相 違 を實験に よつて検 出出来,τ"を 決定するこ とが出來れば甚だ面 白いが,一 般

に τcは極めて小 さい量であるか ら今の ところ利 用 し得ろ實験はない.

此 等の計算の 便宜のた めに,筆 者の 計算 したP(β)及 び ¢(x)=(x+e'x-1),'xな る函数の 値 を掲

げ ろ.

§7.毅 密 な 理 論 、

前 章の 方法は極めて 粗大 な もの であつて,是 では 我々は満 足するこ とが出來 ない.間 題 を嚴密に

解 くた めには,再 びRandomFlightに 戻 り,そ れ を ・n大,1小 といふ や うな仮 定な しに解 くこ と

を考へなけれ ばな らぬ.そ のた めには §4で 示 したや うな 徴分 方程式に 直す 方法は 不適 當 である

が,他 に不連続 函数 を用ひる方法が 知られ てゐて,之 に よれ ば,少 くとも形 式的には何等 π,1に 制

限 を輿へ ることな しに,此 の 問題を処 理する事が 出來 るの であ る.そ の 方法の 詳細はRayleigh`"'

の 論 文其他`め「に護 り,我 々の場合 にそれ 等の結 果が如何 に用ひ られ るかを示 さう.

Rayleighに よれば11,t2,…,1,、 な る"個 のRandomFlightの 結 果が 出発點 か ら距離R以 内 に

落 ちる確率は(fO:

若 し1,,…1,、 が 一 定 で な く,1,が1,と1,+dl`の 問 に あ る 確 率 を φ,(t,)dtiと す う と,仲 上 氏 が 示 し

た や う に



となる　 .今

とすると

從つて知られた定積分

を用ふ ることに よ り

之がw(n,R)の厳 密な表示で6る ・遺憾 ながらこの定積分は一般tcts行 出來ない,然 しn大 なる

とき

だから主項のみを取れば(21)と 一致する結果に達するのである;《Lは 前のTと 同じものであるか

ら)即 ち

である."が 小 さい場合は敦値積分をするより他に方法がない、.即ち

の右邊の積分を藪値的に処理するのである..

扱て以上述べた ことは未だ満足でない.何 故なら τoが一定といふ假定が 未だ除かれてゐないか

らである.衝 突が全 く不規則に起ることを承認するならば,そ れはPoissonの 分布に從ひ,時 間t

の問に"回 衝突の起る確率は ・

で興へ られ る.ttの τeは相隣れ る衝突の間の平均 時間であ る.從 つ てUt,1,r)を 知 つてw(t,7)を

求 めるには,軍 にn=t/rCoの 關 係を 用ひて変 数をnか らfに 憂 へ るの ではい け な くて

によつて計算 しなければならない事になる.

§&結 計び

以上示したことによつて,我 々はF.P.方 程式の 域立たぬ場合のあることy及 びその ときに取る

べき方法が判明 した.取 扱はれたのは最も簡単な場合であるとはいへ,之 が応用 は決 して僅少でit

ないと信ぜられる・先づ第一に我々は §6の 冒頭tc'Utべた諸現象 を,從 來のや うな簡輩で健あるが

間に合せ的な理論でな く取扱ふ ごとが出來るや うになる.



それと共に,徴 硯的過程に互親的法則 ・た とへばStokesの 抵抗法則の様な を持ち込んだ

すべての理論,即 ち イオン運動の理論㈹,Debyeの 汝極子液膣の理論(w,,大 氣電離層に於けるイ

ォン乃至電子の運動の式(鋤等6Dは,今 我々の得た結果に照 してみて再吟味することを饒儀な くさ

れるのである.

今一つの重要な応用 は多重散観の問題の 数理的虞理であつて,・大氣内に於ける光線の散鼠偲⊃や.

水素化合物内に於ける中性子の散em'53'に対して重大な意味を持つてゐるのである.こ の多重散説の

問題については別の機會に譲る.

欄筆に臨み常に指針と激働を賜る恩師山内恭彦 ・小谷正雄雨先生,有 釜な助言を戴いた高橋秀俊

氏,こ の研究を本誌に載せる光榮を與へ ら,,9Lた北川敏男氏,其 他御世話になつた方々に厚く御禮 申
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