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ま へ が き

理論より導かれる結果が判つて居 り,他 方,實 験乃至観測が現實に計示した事實があるとき,宅 れ

ら両者を計比較 し.後 者は果 して前者によく一致(適 合)し てゐると見傲 し得るか,か ゝる適合とい

ふ問題に關して,適 合の良否ともいふべ きものを数量的に表示すべ き計量はないであらうか一 こ

の種の問題は,日 常屋々遭遇するものであ り,そ の解決の 緊要なことも言ふを挨たない.上 述の問

題が極く一疫の意味で,適 合度の問題 といふべきものであらう.こ の様な根本的な問題に対して は

これに解明を與ふべき立場,或 は技循的な方法に關 して,い ろいろ相異る所設を見るのは當然であ

る・今,そ の様なものを全般的に見渡 してそれらを比較論評するが如 きは,小 文の企て及ぶ所では,

ない 鼓 では,x分 布を結局使用する もの或はこれに密接な 關係のあるものに,論 題を局限 し,

在來の教科書類の記述よりは,多 少立入つて,そ の根拠 とか有効範囲 とかに就いて述べることkし

た・適合度検査を實施するに當つて,多 少御参考になる鐵があれば幸甚である.豫 め御断 りしたい

事を次に列畢 して置く.● ・

(i)實 際に得た結果は,そ れを得る方法としては,實 験 ・観測 ・調査等いろいろあらうが,簡単

のた め,ど れか=っ を畢げる事に した.例 へば,本 文で實験値と云つて も,そ れは観測値であつて

も,議 論に さして饗 りはない.又 實際に得た結果は,い つ も数値で與へられた ものとする.

(ii)x2,zir,鷲,x{,x4等 を論ずる.xivは 筆者の勝手につ くつた記號で鼓だけに しか通用しない

ものであるが毒.その他は・夫々原著者の導入使用された記號であつて・成るべくそのま 使ゝ用する

事に したが,最 小xi法(Neyman-Pearson[1⊃ と言ふのを私は最小 γ1法といふ事に した.

(iii)本 文に於いては γ2分布とzzの 分布とは別物であるのに注意 して戴きたい.(Ⅱ,§7参 照)



・iv}x2分 布 ぱ,C。ntingencyTablesに 於け ろTestofSignificance,TestofHomogeneity

等 に 用 ゐ られ る.然 し,蝕 で は適 合 度 検 査 に 於 い て,ど れ だ け ズ 分 布 が 使 用 され るか を 見 るの を 臼

的 と した の で,そ れ らの點 に は 全 く鱗 れ て ゐ な い.こ れ らは 大 きな 問 題 で 別 個 に 論 ず る の を適 當 と

考 へ た か らで あ る.

ゞ)Sample,Sardplingを 夫 々試 料 ・試 料 抽 出 と繹 して ゐ ろ.他 の 機 會 で,標 本 ・標 本 抽 出 とい

ふ 用 語 も使 用 した 事 が あ るが,私 は,今 の と ころ,場 合 に 磨 じて その 何 れ を 別ゐ て も宜 しか ら う と

思 つ て ゐ る.

1.適 合 度 検 査 法 の 論 理

§1.問 題の提示 從來統計學の教科書等に於いて,吾 々は,次 の檬に$へ られて居るようであ

る.「 適合度検査に當つて,吾 々の注意 しなければならぬのは,理 論の導 く結果即 ち所謂理論値な

るものには,二 種類がある事である.そ れに慮じて適合度の検査法 も違つて くる.そ の一つは,該

理論値が,何 等かの根拠 力Nら導かれた ものではあるが,そ れを導 き出す途中の何虞かで,こ れ と比

較検討さるべ き當面の實験結果のデーターを計算に使つてゐるものである.他 の もう一つは,こ れ

に反 し,該 理論値を導 き出すのに,當 面の實験結果データーは少 しも使つてゐない ものである.後

軒をaprioriな 理論値 といふ.

この二種類の匪別すら,往 々に して閑却 され勝ちな事情 も見受けられる故,上 に説く匠別は決 し

て無駄ではないと思ふ・併 し,尚 立ち入つて考ぺて見ると,必 ず しも,両者 の匹別分明なりとも云

はれぬ場合 もあり,適 合度検査法の分類の基準とな し得るに足る程 ,論 理的な分け方であるとは云

はれな、・様である・適合度検査とは何か.又aprioriな 理論値,然 らざる理論値 とは何か,そ う
5

いふ問題を説明するた めに,次 に具髄的な例について當つて見よう.●

第一例Fiirth[1]は,嘗 つて,全 く同じ様な貨幣10個 を同時に投げ,そ の内表の出た ものの個

数を算へるといふ實験を500回 繰返 した事がある.第 一表k(観 測)に その實験事實塗示す.'

rは10個 のうち表の出た個数を示し,kは そう した實験結果

が何回起つた といふ回数を表す・確率 論の靭歩に依 り,今 各貨

幣共,表 ・裏の出る確率を夫々1/2と し,各 回に於いて10個 の

貨幣の表 ・裏何れかが出るかは相互に独立 と し,叉500回 の實

験同志 も相互に独立 とすれば,500回 の實験の うちr個 の表の

出る實験回数の期望値は,

第 一 表(F髄 τth)

なる事周知の如 くである.第 一表 盈(計算),卯(の にその数値を

示す.
}

この様な場合,取 の從つて 々(計算)と 書いた値は,左 側の實

験結果の轍値を全然使用して居 らない.そ して ゐ(計算)は,こ

れ に全 實 験 の 回数 をか け た もの であ る.か ゝるが 故 にapri。riと 云 ふ の で あ ら う一一 と一一一一ngは考 へ

られ よ う・ 併 し鼓 にapdoriと 云 つ て も,そ れ は 決 して 隷 ゆ る経 験 に先 立つ て決 定 す る とい ふ 意 味



のみに隈らるべ きではない 貨幣の表の出る確率 がL2と いふのは,無 理山の理由に依つて主張さ

れるものであるか或は過去に於いて多くの實験事實があ り,そ れによつてこそ支持 さるべ き理論で

あるのが事實であらう・それで鼓に云ふaprioriは 當該實験事實(具 禮的に云へば結果の数値)が

全然未知であつて も,右 側の計算は出來るといふ意味以上の何物でもないと云へばよからう.成 程

そう云ふならば一憲それではつ きりした様でもあるが,尚 立入つて考へて見れば,そ れで も必ず し

も明瞭でなVb・假 りにFiirth[1]の 用ゐた貨幣は,そ の國の貨幣鋳造の方法のため,重 心が貨幣

の表面の方に近 くなつてゐると知つて居つたとせよ,そ して,同 國に於ける同様な多 くの實験によ

り表の出る確率は0.48な りと知れる場合は如何.こ れを基にして計算すれば

な る 事 勿論 であ る.か ゝる場 合P=O.48な り と云 ふ 智 識 は,aprioriな 智 識 であ る と云 ひ 得 る か

否 か,そ れ は 一 義 的 に決 定 出來 る もの とは 思 へ な い.結 局,人 に依 り所に 依 つ て は,(1.01),(1.02)

何 れ もaprioriな 理 論 値 であ ろ とい へ る.人 に 依 り,所 に 依 り,時 に 依つ て,い ろ い ろ 違 つ たa

prioriな 理 論 値 が あ る と云 ふ では,正 しく,aprioriで なF・・事 に他 な らない では あ る まい か.そiい

故 吾 々は,も つ と論 理 的 に 的 確 な 表現 法 を,他 に 求 む べ きで あ る と考 へ る、(この 例 に対する 適 合 度

検 査の 結 果 は,II,§8の 経 りを 参 照)

第 二 表Saargebietに 於 け る鐵 置事 散 に よ る死 亡 者(1925-1929)

(R.Llidersに 由 る)

第 二 例Saargebietに 於け る鐵 道 事 故 に依 る 死 亡 者 敷 の 月別 統 計 に 關 して ,第 二 表 左側 に 観 測

の 實 際 月 敬 が 示 され て ゐ る.か ゝる分 布 を 見 る と き,之 に対して 適 用 さる べ き確 率 法 則 と して 稀 事

象 生 起 分 布 の 法 則 た るPoissonの 分 布 を 理 論 値 に と り,實 際 月数 と比 較 せ ぱ 如 何 と云 ふ 事 は,誰 し

も一応考 慮 す る 事 で あ る.R・Ltiders(B1ometrika,26(1934),108-128)はPoissonの 分 布 を 試 みた. .

が良く知られてゐる様にPoissonの 分布であるが,こ の場合hを 決定するのに,上 記の實際分布

を使用した.即 ち一月に於ける平均死亡者数といふべき

を計 算 し,主この ・7を以 つ てhの 推 定 値(estimate)な りと した.即 ちhは 所 謂 試料 平 均 値(sample

mean)髪 に 等 しい 値 な りと 置い た.(即 ち 推 定 した わ け であ る.)そ して



を計算 したのが第二表第二列口の数字であろ.カ ゝろ場合に於いて も 「(1.05)なるものが果 して實

際月数とよく一致 樋 合)す るかjと いふ問題が起るわけである.第 一例と異なる點はh=1.383と

いふ事が實際観測 された結果に基いてゐる事である.然 しこの様な 場合にあたつて吾々が最 も注意

しなければならぬ事がある.即 ち,上 述 「」中に云ふ意味は,實 は次の二種類の相異つた設問の何

れ とも解釈 され,そ の何れを指す ものか明瞭でないのである・

(の(1.05)か ら實際計算 される期待頻度即ち15.1,20.8,14.4,… … なる分布が,實 際月数の分布

と良く一致するか否か といふ問題
'

(β)公 式(1.03)な るものが實際月数の分布を良 く表はすか否かといふ間題

(α)の 問題の型式では

15.1,20.8,14.4,・ ・・…

なる確率分布が 實は αゆ5)に 等 しい ものといふ事 も考へに 入つてゐるのではない.軍 に,天 降 り

式に(1.06)な る確率分布がある.之 を60倍 した ものが實際月数とよく一致するか否かといふ問題で

あるといふのが・その意味に外ならない・之に反 して(β)で は,問 題tt〈1・03)なる公式の応用 の安

當性如何にある.勿 論その場合,飛 んでもないhを 勝手に(1.03)に 入れて之を60倍 に實際月数 と

比較 して大違があつて もその事から(1.03)な る公式が 不適當だと言ふ事にはならない.(1.03)の

公式の悠用の安當性を見るには。乃に対して 或る適當な値を推定 しなければならぬ.而 して後始め

て上記公式の安當性の問題が起るのは,常 識 .ヒもとより然るべき事と云はねばならぬ.た 讐その場

合瀬 ↑べき事は・肋 適當雄 定法と言つても多くの場合 幾鋤 の方法も可能であらう・しか

も(1・03)の 公 式 の応用 の 安 當 性の 検 詮 は,事 實 上,hの 推 定 法 に 依 存 せ ざ る を得 ない.(β)の 場 合

が(の の 場 合 に 比 し,比 較 に な らぬ 程,論 理 上,複 雑 な 所以 は 實 に 鼓 に あ る .し か も、 實 際 吾 々に

必 要 な もの は,多 くの 場 合,(α)で は な ∫ して(β)な の で あ る こ とは 言 ふ を 埃 た ない.Laderslt,

ρoisson分 布 に 依 る(1・05)の 他 に,尚P61ya-Eggenbergerの 分 布,Poissonの 分 布 をgonvolute

(確率 論 で の 用 語・設 明 は 省 略 す る)し た様 な 分 布 の 適 用 を考 へ,そ の 各 々か ら得 られ る 理 論 値 を 求

めた ・第 二 表 ・第 三 ・四 列 に これ らを 示し て あ る ・何 故,こ れ らの 分 布 を考 慮 す べ きで あ るか ,そ の

理 由 ・根 蝶 に 就 い て は,蝕 に 論 じ よ うと す る適 合 度 検 査 とは 別 個 の 事 柄 だ か ら蝕 で は 説 明 を省 略 す

る 事 に し・単 に,分 布 と して 實 際 の デ ー ター との 比稼 を 問 題 に す る.か く吾 々の 考 察 を 限 定 す る 限

りに 於 て は,吾 々に とつ て 唯 一 の 手 掛 とな るの は,勿 論 第 二 表 の 各 列 の 比 較 しか あ り得 な い .こ の

様な限 定 され た 立場 に 於 い て 観 察 す る と き,先 づ 上 述(の の 問 題 に対して の 大 凡 の 常 識 判 断 的 な 解

答 と して 云 へ る事 は,Poissonの 分 布 よ り も,第 三 列 乃 至 第 四 列の 分 布 の 方が ,實 際 月 数の 分 布 に

よ く適 合 して ゐ る よ うに 思 は れ る 事 であ る.併 し之 は,何 塵 迄 も,V・ は ば,感 じ と云 ふ 程 度の もの

で あ り・ 客観 的 な 基 準 に 依 つ た訳 では ない .更 に 注 意 しなけ れ ば な らぬ の は,か ゝる 感 じ を,(β)

の 問 題 迄 に、 押 し進 め て適 用 す る こ とは,一 麿危険 で あ る.こ の 事 を分 り易 くす るた め ,上 の 例 で

極 端 の 場 合 を と ら う・上 記Poissonの 分 布 ,P61ya・Eggenbergerの 分 布,convoluteさ れ たPois-

sonの 分 布 で は,そ こ に 入 つ て くるparametersは 夫 々 ,h,hとd,hlとh2と で あ つ て,para・



metersの 個敷は夫 々,1,2,3で ある。今段々にparametersの 個数を増加させたならば如f可.そ'

うすれば勢ぴ,釜 々複雑な分布法則 とならうが,そ の代 り,そ の分布法則に基づく理論値は,全 く

責際月数と一致する様に,各parametersの 個数を選べるに至る.(一般的に言つて,分 布の組の個

数〔第二例では組は0,1,2,…,6及 び7以 上だから,組 の個数は8と 考へ得る)がnな らば,para-

meterの 個敷がn-1で ある様な分布法則を考へれば上の事が成立つ.)然 しこの様な場合,該 公式

の適否と言ふ事に就いて,吾 々は如何なる襲言をな し得ようふ.全 く一致する様に,sampleか ら

parametersの 値をきめれば,全 く一致する　こ れでは明らかにtautρlogyで ある.こ れ程極端

な場合でな くとも,sampleか らきめるべ きparameterの 個教を逐次増 して行けば,@の 問題に

対しては,よ りよい解答が得られるが,そ れだからといつて 曳β)の問題に対して の解答になるとい

ふのではない.か く考へて來ると,適 合度検査の問題は,一 見容易であつても,そ の實,な かなか

厄介な事が分かる.

次に樹一つ,豫 め吾々の立場に就い て断つて置かねばならぬ事がある.今 假 りに,鼓 に素朴な人

があつて,一 致といふ事を字義通 りに解釈 して,一 致とは,理 論値 と實際値 とに於いて相対応 する

数値が,夫 々相等 しい事なりと解釈するとせぱ如何.か るゝ人ならば,上 記二例の何れに於いて も

當該理論値は何れ も實験と不一致であると結論 し,そ れ以上論ずべき何等の問題 もないとするであ

らう.然 し,こ の様な人にとつては,殆 んどすべての理論値は實験値と不一致とい、ふ結論に,い る

で倒 達するであらう・それは実 験には実験誤 差があるからだと通 常云ふのである之 の立場

を假定 してこそ始めて適合度検査の問題が,統 計學的研究対象 となる.實 験誤差と言ふ様な,意 味

の鮮明でない言葉 を避けて,一 般的なそして明確な用語をもつてすれ`ざ,ス トカスチック(stochas-

tic)な 立場で適合度検査の問題を取扱ふと云ふのである.約 言すれば,吾 々は確率論的な型式を導

入 し,こ れに就いて議論をするのである.こ れを次の §2で論じよう.(第二例に適合度検査を応用

した結果については §14参 照),・
、 .

§2.確 率事象系S及 びC假説 とその學純性,複 合性 鼓可 ま・二種類の確率事象系S及 びC

を想定するとき・適合度検査の問題は,統 計學的立場から,こ れら両者の何れかに關する統計假説 ・

検定の問題となる事,叉両者 の何れかであるに依つて,.夫 々,當 該假説 は単純(simple)で あるか,

複合的(composite)で あるかである事を示さう.,・ 一

[A] ,確率事象系Sと単純 假説 今益にn個 の個所を考へ,こ れに対して1番 からn番 迄の番號 ・

を付けて匪別する事にする
.今一球をやつて來て・これら"個 の 個所に 向つて投ずると言ふ試行

を 考 へ る ・ その 結 果,必 ず,こ り"個 の 個 所の 何れ か 一 つ に 入 る とす るの で あ るが,そ れ が どの

'個 所 に な る か は
,決 定 論 的 に 確 定 され る もの で な く,確 率 論 的 に.即 ち ス トカ スチ ヴクに きあ られ

る に過 ぎな い.即 ち,第 ∫番 に 入 る 確 率 は ρε(f=1,2,…,n)とい ふ 事 が 言 へ る だ け とす る.勿 論土

nttcよ りPi+A+…+P、 、=1で あ る一一 この 場 合,こ の ρ`(i=1;2,:・ ・,n)が 如 何 に して 定 まつ た か は

吾 タの 關 知 す 肇 と こ ろ で は な く・ とにか く・ か ゝるn個 の 参 の 値が 吾 々に 與 へ られ た とす るの で

あ る.さ て,上 記 の 如 き 試 行 をN回 行 ふ とす る.そ の 結 果 各 回 と も一 球 つ つ,何 庭 か の個 所 に 球

が 入 つ た わ け で あ るが,こ れ らの 試 行 は 相 互 に独立 に 行 は れ た とす る.こ の様 な場 合,第i番 目



の個所に何個入るかは,一 定の ものではあ り得ない.軍 に確率論的に言へるだけである.之 が吾々

の考へる確率事象系Sと いふ ものなのであろ.初 等な確1論 の結果から明らかな様に,第f番 口

の個所に入る球の個数の期望値は,ハ 砂痘富1.2,…,")で ある事は言ふ迄 もZnv,.aれ を一括 しで

(iVA,IVA,…,NP,、)と 表はすならば,こ れが期望さるべき平均的な結果 とも言ふべ きものである.

併 し,い っでもこの結果を得るといふのではないのは勿論である.今 實際,上 の如き實験をした ら

第i番 目の個所に入つた個数はmiで あつたとする.即 ち(Ml,mz.…,m,,)ixる 結果を得た とする.

蝕に於いて,吾 々は次の様な問題を提出 しよう.即 ち(撹1,簡,●'㍉蹴言.)といふ結果は,上 記確率事

象系Sで は一 詳言すれば,確 率事象系Sを 眞なりとする恨設の もとに於いては一一どれだけの實

現の確率があるかといふ問題である.

・ この事を確率変数 を用ゐて表現するには次の如 くすれぼ宜 しからう.灘`}(ξ 昌1,2,…,n;k=1,

2,…,N)な る確率変数があるとし,次 の三つの事を假定する.

(i)第 姻 助 試行結果が 幡 助 即 に入れば 即 畦 幡 目の個fifitc入らlitttしば 岬

30と す る .而 してXii・==1に な る 麟 をpiと す る.即 ちPr.{Xii⊃=1}=P、 從 つ て 盛.{Xii,

『0}謬1-pひ(i=1,2,…,")

(ii)各 ∫に 關 して,XjQ,Ml`⊃,・ ・㌔」聯}は 相 互 に独立 な確 華変数 で あ る.(∫ 謡1、2,…,")

(ili)各 々に 闘 して 次 の 關 係が あ る 一:凋}+Xil)+…+鞭}31.(k=1,2,…,N)

吾 々が さ きに 確 率 事 象 系5を 想 定 す る とい つた 事 は,上 蓮 の 如 き 」殿f3(i=1,2,…;n;h=1,2,

…,Ⅳ)な るn×1N個 の 麟変数 を 考 へ る とい ふ 事 と 同一 内 容 の 事 な の で あ る .球 とか,之 を投 げ

る とか 云 ふ 事 は ・ 何 等 本 質 的 に 必要 な 事 で は な い.
、本 質 的 に必 要 な 事 は,上 の 如 き抽 象 的 な 確 率 饗

敏 に 含 まれ た 事 柄 だ け なの セ あ る.こ の 事 さへ よ く理 解 され る な らば,確 率 事象 系Sと 用ひ て も

n× Ⅳ 個 の 確 率変数 系 を 用 ゐ て もその 間何 等 の 相 違 は ない.確 率 事 象 系Sに 於 い て Ⅳ 回 の 試 行の

結 果(m},解2,…,M、 、)といふ 結 果 を得 る乏 い ふ 事は,確率変 数 で い へ ば,即 ち 渇 ・+澱 蚕,+…+澱,

r辮`(i=L2,二 ●.・n)とい ふ 睦・侮 の 結 果 を得 る とい ふ 事に 外 な ら ない 但 し如 何 な る 結 果 も,等 し

い 確 率 で 起 り得 る とい ふ の で は ない.

初等な組合せの定理か ら分る鎌に,Ⅳ 回の上記試行に於いて第i番 目の個所に ."1、 画久る(ぜ呂

1・2・'■・・,n)様な結果を得ると込ふ"個 の事象が悉 く出現する確率絵一 これを簡翠のため以下(Ml ,

偽,…,解")が 起る確率 といふ一

こ の 値 はN,Pi,画,…,P,、 を一 定 と し,(Ml,M2,…,m;n)の 函 数 と して 考 へ る と き,い ろい う な 値

を と りジ最 大 値 は,露 次 元空間 の點(　 )の 附 近 に あ り,そ の點 を 遠 ざ か るに 從 ひ

く1・07)の値 は小 に な る事 炉 わか る ・確率 事 象Sに 於い て(Ml',Mlt.i-,Mi,t)と(mi,m2t…, ."1,,)とが

ど ち らが 起 り易 い か と云 ふ と,そ れ に は 例へ ば



な る 比 が1よ り大 な る か 否 か を 見 れ ば よい と云 ふ 考へ 寿方 も 可 能 で あ る.と ころ でNが 大 に な るに

伴 ひ,起 り得 べ き(Ml,M2,…tm,、)の な る 駐("次 元 室 聞の 鋤 の 個 教 は壇 加 し,一 般に(1.07)は 一

小 に な る ・ そ こ で(Ml,"tz,…JM、 、)1が如 何 な る確 率 で起 るか は,吾 々ゐ 當面 の 目的 のた めに 絵 シ重

賓 な計 量 で な くな る.こ う した場 合,當 面 の 實 験 事 實た る(mt,1112,…,職)に対するP(Ml,mz,…,

rn,、)より も大 な らざ るP(M1',M3',…,鎌 の を もつ様な(Ml',Mel,…,m,・)の 起 り得 べ き藩 率を 計 算 す

る 方が よか ら う と云 ふ 事 が 一 つ の 方 法 と して 考 へ られ よ う,何 となれ ば,そ の確率 は 次 の 如 き和 で

あ らは され,和 の 各 項 は 小 な る も 和 そ れ 自身 は 有 限 の あ る値 を與 へ る で あ ら うか ら であ る:

但 し上の和に於いて,和 をつ くる範囲Pは

な る 不 等 式 及 び 等 式 を満足 す る"個 の 負 な らざ る 整数 の 組(埆 ～蹴2',…,泓 の の すべ て に 闘 して つ

くる ・か くの 如 く考 へ て來 る と,適 合度 の 問 題 に対する 一一つ の 方 法 と してi夫の 如 き もの が 考 へ られ

よ う.

口]確 率 事 象 系Sを 想 定 す る(上 述).而 して(Ml,M2,…,M、 、)は,こ のSに 於 け る試 行 結 果 な

りとの 假 読 を提 出 す る.

[II]確率 事 象 系Sに 於い て,(mr,M2,…,㎝,、)な る 事 象tc対応 して,(1.10)な る 附 帯 條 件 の も

と で 和(1.09>を つ くる.

[III]和(i・09)の 塾 値 の 大 小 を 以 つ て ・ 適1合度 の 計 量 と す る・・即 ち 豫 め・α(0<α<1)な る 数

を 設 定 して 置い て,P・ ≦aな ら ば 當 該仮説 を棄 却 すべ き もの と見 蝕 す.aは 通 例O.Ol叉 はO.05 .

に とる.・

この 様 な 方 針 を とる 限 り,確率 事 象 系Sな る もの は 一 つの假説 で あ り;そ め 営 否の 桧 討 は 、[Ⅲ]

に 依 つ て 與へ ら るべ き もの であ る.故 に,問 題 は,観 説検定 の 理 論 に 島 すべ き もの とな る.轟 力」も

ζ の 場 合,5の 規 定 す る 確率 分 野 に は,何 等 未 定 のparameterを 含 ま ぬ もの であ り,.Pi,th,…,P.

は 全 く確 定 の もの で あ る.そ の 意 味 で,該假説 は単純 で あ る.

⊂B]一 次 に[A]の 場 合 と同様 な確 率 事 象 系Cを 考 へ る.そ の と きーC

と5と の 相異 る 鐵 は,Sに 於 い、て はPi,A,…LP,,が 確 定 した もの で あ る の に対し,Cに 於 い て は

ρ1,あ,…,P,,lcはparametersが 入 つ て 居),parametersの 値 が 確 定 すれ ば,A,あ,…,Aは 確

定 す るが,そ の 肝 腎 のparametUSの 値 は 何 れ も指 定 され て ゐ な い.詳 言 すれ ば,垣pa㎜e軸rSを

;θ1,θ2,…,e,と す る と
s.

と書かれ、各 函数　 の形式そのも のは確定 した ので吾々に 一知のものであるが

　の値 は未知である・從うて各Pが 未知な りとする.こ の様な場合に於いても,適 合度検査

の問題を、 假説検定 の問題 の型式に入れて考へる事は出来る ・誤解のない様、 更に説 明を加へ

よう.(1.11)に 於いて01,δ2,…,Okは 吾々には未知であると言つたが,そ れは不定なもの と考へて



居 な い,確 定 した もの と考 へ て 居 ろ.た ビ吾 々に は,そ の 値が 未 知 だ といふ の で あ る.そ して 吾 々

が 適 合 度 検 査 を 行ふ に 當 つ て,e,,σ,,,…,姦 の 各 々の 値 その もの は 指 定 しない で 論 じる 様 な 形 式 で

問 題 を 論 じ よ う とす る の で あ る.こ の 意 味 に 於い て,こ の 場 合,適 合 度 検 査 の 問題 は,複 合(的)假

詮 検 定 の 問題 で な けれ ば な らぬ.

この 様 な 立 場 か ら問題 を 見 る な らば,§1で 述 べ た 二 つ の 例 に 於 け る問 題 は 次 の 如 く解 決 され る.

先 づ 第 一 例 に 於い て はn=11,而 してP,=W(i-1)σ 自1,2,…,11)で あつ て,各P`の 数 値 は 確 定

的 で あ る か ら,単純假説 の 場 合 であ る.第 二 例 で は如 何 と云 ふ に,そ こに 問題 とな つ て ゐ る理 論 分

布 で は,ceUsの 個 数 は,理 論上 は 無 限 で あ る が,7以 上 に 封 億 す る もの は,極 めて 小 で あ る か ら,

これ を 一 括 して,7以 上 とい ふ 組 に した わ け で あ る.そ れ でn=8と 思 つ て よい.(あ とでz2分 布

を 使 用 す る と きに は,更 にcellsの 個 数 を少 くす る必 要 が あ る.§12参 照)第 二 例(の では,A,A,
、

、

…,あ は確定 した数値であ り,こ れを60倍 した ものが(委 しく云へばこの数値の組が)實 際の数値

(月数)と 良く一致 してゐるか否かを問題に して居るか ら,そ れは単純 假説である.こ れに反 して,

.第二例(β)で は・ゐは未知のま ゝで問題を提出するの であρて,確 定 した分布数を母集團にとり,

これを假読として提出 し,實 際値(月 数)に 適合 してゐるか否かを問題に してゐるのではない。こ

の意味で複合的な場合である.・ ・

この様な 説明には更に註解を必要 とするか も知れない.例 へば,複 合假説 の場合,商,血,…,函

は後で蓮べるが如 く,こ れに対して 推定値は考へるが,問 題の形式 としては,そ れを指定 しないで

提出するのであるから,(1.09)の 数値 も知 られないではないか と云ふ質問が出るであらう.誠 に然

りである.實 際やるときには,實 験結果たる(Ml,鞠,…,m,)を 用ゐて未定のpatametersel,Oz,

…,e,を 何等かの方法により推定(estimate)し て,そ の値をきめ,こ れを函tWfitc代 入 してAの

数値 ρ`'を推定 して 計算を途行する.實 際には 君 を計算せず,こ れに代 用となるべ きものを用ゐ
…

る 魁
.そ の 論 理 的 構 造 に は 塗 りは ない 一 この 推 定 方 法 が 何 であ る か を 問 は ず ・たs'P1'・pi,… ・あ!

を天 降 りに 與 へ られ た もの の 如 く考 へ て,即 ち.Pi;.Pi'(f;1,2,…pn)と い ふ 假 読 を 提 出 し所 論 を

進 めれ ば,そ れ は(α)の 場 合 とな り単純假説 の 場 合 とな る.こ の 計 算 され た ガ,揚 …,ρ.'を 何 塵

迄 も推 定 値 と考 へ,こ の 推 定 法 を も考 慮 に 入 れ,そ れ に 俘 ふ 推 定 法(methOdofestimation)の 誤

差 等 を考 慮 に 入 れ る と きに は,Pi,A,…,Aは 未 知の ま ゝで 問 題 を 考 へ る の で あ るか ら(β)ゐ 場 合'

とな り,そ め 限 りに 於い て.そ れ は 複 合 候 設 とい は ね ば な らぬ.更 に §9忙 於い て,こ の 駐 を 詳 し

く設 明 す る ・'鼓で は,理 論値 をaprioriと 然 ら ざ る もの とlcB 一別 す る 事 が 論 理 上,不 明 確 な 瓢 を

.學 げ る と共 に,'適 合 度 検 査の 問 題 は,畢 寛,統 計假説 検定 の 問 題 であ り,假 説の単純 性 ・複 合 性 に

依 り分類 すべ き事 を 主 張 した わ け で あ る.

計次
に,二 三 の 注 意 を 述 べ て 置か う.

注 意1・ 以 上 は(1・10)な る 鋒 件 の も とに 和(1.09)を 考 へ て 來 た わ け であ る.こ ゝに も う一 つ の

見 方が 當 然 可 能 で あ ら う・ それ は,今 迄 考 へ の 根 底 に あ つ た もの は,君,の 大 小 で あつ て,そ の 限

りに 於 い て は,君,が 大 であ れ ば あ る 程,棄 却 を冤 れ ろ事 釜 々 少 か るべ き事 が 當 然 と 見傲 され る で

あ ら う と云 ふ 事 に な る ・然 し一 面.次 の 様 に も考 へ られ る.P,,が 大 と いふ 事 は,(1111,〃z2 、…,?71n)



が 非 常 に假 説に対して 都 合 の よい もの で あ つ て,(Ml',〃2・ ・',…,m,、')の函 致 と して のP(mi',2nzt,…,

以.ノ)の 最 大 値 を と る 鐵 の 附 近 に あ つ た た めで あ ら う.P(Mi',M2',…,㎝,.')の 値 の 大 な る程,(㎝1',

M2',…,m、!)は 起 り易い と も考 へ られ る で あ ら うが,併 し,そ うい ふ もの は 極 めて 都 合 の よ い場 合

と もい へ ろわ け で もあ る.そ の 見 方か ら す る 限 り,(拗',㎝ ノ,…,鵬 、りをい ろ い う に とつ て 見た と き

P("ll,,"z2',…,M。 り は それ に 鷹 じて い ろい ろ に 憂 る が,そ の 平 均 の 値 の 場 合 に 近 くあ る もの が,特

に 都 合 悪 く もな く特 に都 合 よ く もない,い は ば 最 も起 り易い 場 合 とい ふ べ き で もあ る とい ふ 見 方 も

可 能 で あ る.か く観 察 して 見 る と,P,,の 値 が1に 絵 りに 近 い と きに は,當 該の 假 説 は,却 つ て 棄

却 さる べ き もの と言 は ね ば な らぬ.以 上 の 考 へ 方 は,幾 分,事 の 眞 諦 に 鵤れ てゐ る事 は確 か であ る.

たN",そ れ を實 際 型 式 化 して簡単 な形 で云 ふ 事 は,P(Ml,…,m.)そ の もの を 問題 に す る 限 りで は,.

い は ば 技 術 的 に 困難 であ る ・ 併 し,こ の 考 へ は,君,を 使 用 す る際 に も,陰 影 の 如 くつ きま とふ 事 は

た しか で あ り,Ppな る和 をX2分 布 にお きか 昏 て 論 じ得 る 場 合Kは,そ れ を表 面 に も ち來 ら す事 も

可 能 であ る.(II,§7参 照)

・注 意2 .以 上 の 如 く考 へ て 來 る 老,Ppの 導 入は 誠 に 自然 な径 路 を とつ て居 り,誰 しも第 一 に 思

ひ 付 くべ き筋道 で あ る よ うに 思 はれ る・ 併 し,過 去 の 歴 史 はか ゝる径 路 を とつ て居 らない(後 蓮 す

る 如 く,ろ は,そ れ らを 實 際 計 算 す るに 當 つ て は 理 を 用 ゐ る.こ れ が 有 名 な ゴ 分 布 で あ るが,

Pearson,K.[1]が 始 め てz2分 布 を導 入 した と きに は 上 の 如 き考 へ を しなか つ た こⅢ,§10参 照)

而 もSheppard[1]の 言 に 依 れ ば,そ れ よ り以 前 に は,叉 別 の 一つ の 方 法が 行 はれ て ゐ た 由 で あ る.

その方法の不完全 な$を 認識1う 事が・とりも直さず・1㍉P^(後 出)・Pl(後 出)等 の方法論的意味

を 明か に す る所以 で もあ るの で,以 下 該 方法 を蓮 べ 且 つ その 不 完 全 な 鐵 を指 摘 し紬 く。

単純假 説の と きだ け に 就 い て 述 べ て お か う.前 述の 如 くSな る確率 事 象 系 を とる.前 蓮 のMi)

か ら してM`i,=X(i)+XCi,+…+X望 をつ くる.こ のM")tiる 確 率変数 は,平 均 値E{M(f}}=

NP,,標 準 偏 差 ・{M・ ・i)}一{Np、(1-P,)}>61で あ6.從 つ て(μ ・。一珈 灘 酬 ・-Pb}㌔,平 均 値

0,標 準 偏 差1の 確 率 襲轍 であ る ・ さて,所 與 の 事 實 と して,第i番 貝の 個所 にmi個 入つ た とい

ふ 事 は ・Sを 観 設 と して 採 用 すれ ば ・M(oがmiと な つ て 出 現 した 事 ξ 示 す2從 つ て

は何 れ のiに 關 して も,平 均 値O,標 準 偏差1の確率 塑 敢の 現 は れ で あ る.換 言 ずれ ば,平 均 値0,

標 準 偏 差1な る母 集 團 か らの と り出 され た 一 つ の 値 であ る.以 上の 所 論 は全 く正 しい.1.

そ こ で亥 の様な 考 へ 方 を す る.「(U2)な るn個 の 敏 は,平 均 値0,標 準 偏 差1な る 同 一の 母 集 團

か らの 試 料 と 見 倣 す とい ふ 娯 読 を す る.他 方,か ゝる 母 集 團 に 於 け る大 き さ"の 試 料の 試 料 分 布

を理 論 的 に 求 め る.(1.12)が それ に 照 合 しで見 て,該假説 の 適 否 を見 る.」

この 考 への 重 大 な 訣點 を 一 つ だ け 學 げ よ う.そ れ は 次 の 匙 に あ る.(U2)な るn個 の 藪は,同 一

母 集團 か らのrandomsampleと は 見 倣 せ ない.何 故な らば,若 し もsampleがrandomと 見 倣

され る もの であ る な らば,1個 め 確 率変数(Mi一Npor{NP,(1一 ρ9声 は 相 互 に独立 で な け れ ば な

らぬ.然 るに,M(1,+M〔21+…+ルr',軍1V'と い ふ 關 係 が あ る..

注 意3.吾 々は,確 率 事 象 系Sと かCと か を 考 へ る と 言 つ た が,SはSimple,C・ はCom一



pos{teか ら夫 勺頭 宇 を とつ た もの であ ろ.通 常 の 統 計 學の 用 語 に 從 ふ な らば,母 集團(Population

=parentPopu1ation==hypotheticalparentPopulation)を 考へ る と言 へ ば よい わ け で あ る .そ

して それ に対してN回 の 任 意 試 料抽 出 恨 即domSamp1三ng)を 行 ふ 場 合 に相 當 して ゐ る.吾 々 は

確 率変数 を 表面 に 出 した 方 が,理 解 を 容 易 に す る と信 じた か ら,上 述 の 様 に した の に過 ぎな い.

§3.批 判 と 注 慧 適 合 度 検 査 の 問 題 は,こ れ を §2で 蓮 べ た 如 き型 式 の 下 で考 へ る 限 り,統 計

假 読 検定 の 理 論 に 属 すべ き もの で あ ろ.し か もそ れ は,假 説 が 輩縄 で あ る と複 合 的 で あ る と を 問 は

ず,或 る特 殊 な 検 定の 方 法 で あ る.適 合 度 検 査の 技 術 的 な 細 部 に 立 人る に先 立 ち,そ の 論 理 的 構 造

を,は つ き りと見 定 め て 置 く必 要 が あ る と思 は れ る.そ れ で以 下,色 々の 親 鐵 か ら検 討 を加 へ て 見

よ う ・特 に 断 らな 》 限 り・ この §の 以 下 の 各 項 り 所 論 は,假説 が単純 で あ る と複合 的 であ る とに 係

・、らず両者 を通 じ て妥 當 す る もの で あ る.
、

口]§2の 適 合 度 検 査 法 で は,各 検 査の 度 毎 に,唯 一 つ の 假 説 の 當 否 を問 題 に して ゐ るの で あ る.

他 に 可 能 参 るべ き假 説 を も考 慮に 入れ,比 較 考 量 して,そ の うち よ り選 揮 しよ う とす る もの で は な

い.こ の 事 は,假 読 が単純 な と きに は,§2の 所 論 に 依 り 明 らか で あ ら う.假 説 が複 合 的 で あ る場 .

合ieも ・ 後 蓮(III参 照')す るが 如 く,(1・111,の 爪 ノ=1,2,…,")五 る 函 数型 は 一 定 に 決 定 され 孝 も

の で あつ て,他 に,別 個 の 函 勲 型hi(i=1,2,…,21>を 想 定 し,(1.11)に 代 ふ る に,Pi=hi(φi,φ2,

・・
,95i)(f=1,2,…,切 を 想 定 して,こ れ に劃 して適 合 度 検 査 を行 ひ,両者 を比 較 論 評 して 云σ=1,

2,…,n)を 採 用 す る か 飯 ∫=ユ,2,…,π 、を 採 用 す るか を決 定 す る とい ふ の で もな け れ ば,(1.11)な

る 複 合 臓 媒 却 す ろ 理 由 と して ・ 他 に もつ と合 理 触 齢 織 ゐ・(i=‡,2、 …,n)が あ るeibふ

楼な 論 法 を 行ふ もの で もなL… 換 言 すれ ば,複 合假説 と しての(ヱ.11)の 適 否 を決 定 す る の は(1 .1)

自身 に 依 るの で あ る.'

こ うい ふ わ け で あ る か ら ・當 該 憬 説 を棄却 す る理 由 と して ,他 に もつ と合 理 的 な假 説 が 存 在 す る

事 を學 げ る とい ふ が 如 き論 法 は,単純 ・複 合 的 の 何 れ の 場 合 に 於い て も §2の 適 合 度 検 査 法 の 關 知

しな い と こ ろ で あ る ・ そ の 様 な論 法 は,假 読 検 定 並 び に そ の 探 否 に 當つ ての 吾 々の 推 論 の 眞 諦 に 鵤

れ 涯 もの と言 ひ得 べ き場 合の 多 い の は 事 實 で あ る ・そ れ に対して は,そ れ に適 切 に 該 當 すべ き検 定

法の 型 式 を 考 慮 す べ きで あ る が,そ れ は 今Q場 合 別 個の 問 題 であ る.忘 れ て な らぬ 事 は
,上 述 §2

の 適 合 度 検 査 法 は ・ その 論 理 的 構 造 上,そ の 様 な検 査 法り 型 式 を具 へ る もの で は ない 事 で あ る
。 若

しこれ を 看 過 し誤 解 す る な らば,§2の 方 法 に対して 見當 違 ひ の 能 力 を期 待 して
,誤 謬 に 陥 る の で

あ る ・か ゝる 論 擦 か ら・Berkson[1]の 論 読 を論 駁 したCamp[1]の 所論 は 正 営 な もの と 言 は ね

ば な らぬ.

'[2]
一一ee・統 計仮 設 を 眞 な りと して 採 用 す る 事 に 依 り,或 は偽 な りと して 棄 却 す る 事 に 依 り

,

吾 々 は 誤 謬 に 陥 る か も知 れ ぬ の で あ るが.か ゝる 誤 謬 に は 論 理 上 二 種 類 が 可 能 で あ る 。 その_つ は

該假 説 が 眞 な る に も係 らず,こ れ を 露 な りと して 棄 却 す る誤 謬 で あ り,他 の もう一 つ は
,該 俄 説 が

慣 な るに も係 らず、 これ を眞 な り と して採 用 す る 誤 謬 であ る.通 常,前 者 を第 一 種の ,後 者 を第 二

種 の 誤 謬 とい ふ.「 君,≦aな ろ と き,該 恨 読 を棄 却 す べ し」 この 指 令 に 從 ふ と きに は ど うな る か .

所 與 のdataた る ψz1・"22,…,lnll)に対 してP(Ml,1;2r,…,〃 を 計 算 し,こ れ に対して(1.10)を



満足 す ろVilt',;iiL}',…,5〃,'}を 考 へ,和1.1・09)を つ くつ て 君1と お い た の であ ろか ら,次 の 様 に 言

へ る.「 所 輿 のdatak,ηbフ1z2,…,,〃 、、)に対する .P(1111,li12,…,f;・1.♪を計 算 す る.P〈nlt',1'z2',…,"z,!)

が この1)(7211,・nt2,…,"1,,)以 下 の 値 であ ろ様な と きに は(tnt',m三',…,P7Tl,,'ルは すべ て 棄 却 す る.'こ う

す る 事 に依 り,吾 々は 第 一 種 誤謬 をお か すか も知 れ ぬ.併 しか ゝる 第 一 種 誤 謬 をお か す確率 は 総 計

して も,α は 超へ なN・.」簡単 の た めに,「 鳥 ≦aな る と き,(mt,7rl2,…,"1,,)を 棄 却 す る事 に 依 つ

てお か すべ き第 一 種 誤 謬 の 確 率 は,α 以 下 であ る 」 とい ふ 事 に す るが,委 し く言 へ ば 勿論 上 の 意 味

で あ る.

(i)aは 豫 め定 め 置 くべ き 数 で あ り,勿 論,論 理 上,如 何 な る 数(0〈a〈1)で あ つ て も宜 し

い 。 但 し實 際 上 の 立 場 か ら云 へ ば,α を大 き く とれ ば,そ れ だ け 棄 却 す る場 合 が 大 き くな り,α を

小 に とれ ば,そ れ だ け棄 却 す る場 合 が 少 くな る.か く して 前 者 で は,絵 りに 検 査 が 嚴 重 で,ど れ も

こ れ も棄 却 され る 事 に な り,後 者 で は,之 に 反 して,検 査 が 緩 く如 何 が は しい もの 迄 棄 却 を免 れ る

とい ふ 事 に な る.慣 用上rz=O.Olと かa=O.05と か を使 用 す る.こ れ は 實 用上,嚴 寛 何 れ に も失 せ

しない た めで あ る.100回 に1回 とか100回 に5回 とかい へ ば 、余り に 第 一 種 誤 謬 をお か す 確 率 が

大 で あ る様 に も思 はれ るが,こ の 程 度 で なけ れ ば,到 底 實 用 に な らぬ.街 念 の た め附 言 す るがO・01・

と か0.05と か は単 に簡単 な 数 な の で選 ば れ た に す ぎない.

(ii)上 述 の 論 法 か ら分 る檬 に,「P,,〉 α な らば 該 椴 詮 を採 用す べ し」 といふ 様 な 検 査 法 を 與岱,'

る もの では,断 じて ない の で あ る.勿 論,・ 弓,の 値 が 相 當以 上 に 大 な らば,該 椴 説 を 採 用 す る事 に

決 めて 置 く とす る も,そ れ は 當 人 の 勝 手 で あ る.但 しその 場 合,他 人 を設 伏 すべ き根捺 を,何 虞か

に 求 めね ば な らぬ が,第 一 種 誤 謬 或 は第 二 理 誤 謬 を 計 算 しτ 與 へ る 事 は拙 來 ない 他 に根拠 を 求 め
亀

ね ば な らぬ.(本 §の[4]参 照)

(iii)P.〉 α な る場 合,吾 々 は 該假説 を棄 却 す べ き もの で ない 事 に す る.「 棄 却 すべ き もの でな

い 」 とい ふ の は,君 、を 使 用す る検 査 法 に 關 す る 限 りの こ とで あ つ て,採 用す る とい ふ の では ない

tentativeacceptanceで あ つ て,finalacceptanceで は なLft・ .

[3]§2の 適 合 度 試 験 に 於 い て 共 通 す る事 は,確率 事 象 系5に しろCに しろ,何 れ も 〃個 の

組(celll}か らな つ て 居 り,そ こ に 於 け る分 布 を 問題 に す るの で あ る.即 ち組 別 分 布(cel1distribu・

tions)が 問 題 なの で あ る.倒 へば.連続 な分 布 密 度 を もつ 様 な母 集團 に対して も,毛 の変動 の範囲

をn個 に匝 分 し,各 組 に 入 るべ き確率 を 問題 に す る わけ で あ る.例 へ ば,y=・F(X;tJ,,t72,…,の が

xの 函 数 と して 分 布 函 数 で あ る とす ろ.'そ の と きに は,ao三 一。。〈 α1〈ae<… 〈a,,-1〈 。。=a■t

な る 如 き11+1個 の 分 黙ak(k=・O,1,2,… 、n)を 設 け て,n個 の 細 匪 間(一 。。,α1>,(α:,az>,…,(α.、-1,

。。)を つ く り

　とお く.か くす る 限 りに 於い て,適 合 度 試験 に 於い て 直接 に 問題 に な 多 の は 分 布 の 曲 線

そ の もの では な く して,こ れ を分 割 した 組 別に した 分 布 で あ る.從 つ て,適 合 の 良 否 の 直 接 に 關 係

す る と ころ がceldistributionで あ るの は 勿論 であ る.組(cells)に 分 け る方 法 が 違 へ ば,適 合 の

良否 も違 つ て くる の は 當 然 で あ る.



〔4]P・ ・の 値 が1に余り に 近 い と きに は,當 該假 説 は 棄却 しな け れ ば な らぬ.こ の 思 想 の根拠

に は,§2,注 意1で 述 べ た 如 き見 方 が加 味 され て ゐ る事 は 否 め な い.為 の 値 が1に 近 け れ ば 近 い

程 適 合 度 が よい と いふ 考 へ に 陪 り易 い,併 し,§2の 経 りに 述 ぺ た 考 へ に 支 持 を與 へ る 限 り,そ れ

は 必 ず し も正 當 とは云 へ ない これ に 關 して,直 接 注 意 を 與 へ た もの は 見 當 ら ない が,君,の 近 似'

と な るざ き,或 は 代 用 とな る べ き 」　 に 關 して は,(Ⅱ,参 照)多 くの 教科 書 忙,注 意 され て 居 る と

ころ であ る.(II,§7--8参 照).

[5]尤 度(Likelihood)の 概 念 を 入 れ て単純 假 説の 場 合 を 論 じた 議 論がNeyman-Pearson[1]

に あ る ・(1・07)のP(Ml,㎝2,…,m,、)に 於い・て,(M1,"12,…,,n、 、)を一 定 と し,A,A,…,P、 、をpara・

metersと 考 へ る な らば,そ の 限 りに 於 いて は,(1・07)Q値 が 大 なれ ば大 な る 程,組 別 分 布 はPt,A ,

." ・P・iな り と い ふ単 純假説 が 尤 ら しい とい ふ 事 に な る ・ 儀 つ てP(Ml,M2,二 ・,fil,,〉を(A,A,…, .P,,)

の 函 数 と考 ふ る と上 述 の 如 き 意 味 が あ るか ら,こ れ を 尤 度 くLikelihood)と 呼 び,L(あ,ρ2,1・ ・,A)

で 表 は す.

の うち で これ を最 大 に す る(遡,透,…,鑑)を 求 め る.(潮,躍,…,P?,)を 最 允 解(maximumⅢce .1i-

hoodsolution)とい ふ ・ 但 しPi(1≦i≦n)に 關 して はP、 ≧0で,且 つ その 和が1と い ふ 條 件 が

つ く・ す る と ρ雲=㎝ ノⅣ とな る の であ る.こ の 事 は 凡 ゆ る 母 集團 の なか で 最 も尤 度 の 大 な る 母 集

圃 は ・ 組 別 分 布 が(P?,Ae,…,Pl,)で 與 へ られ る もの であ る と云 ぷ 事 に 外 な らな い.即 ち(1.14)の 最

大 値 は"

又 或 る特 定 のlb`(1≦i≦n)に 關 して は ゆ`詔 毎 とお く.す る と

と な る.明 か に これ は0≦ 孟≦1で あ る 一

(Ml・M2・ … ・M・・)は既 に 與 へ られ た 一一定 の もの であ る.こ れ を 確 率 事 象 系1Sに つ い て の 試 行 の 結

果 即 ちsamPleと 見 傲 す に 當 つ て,そ の 尤 ら し さは λに 依 つ て 計 量 され る とい ふ 考 へ 方 も可 能 であ・

ら う ・ こODAを次 に("Zl・m・ ・…e"Ztt)ρ函数と考 へ る な ら ば ・AQ)分 布が問 題にな ら う・(…9)

でPpを 定 義し た 如 く,Pxを 次 の 如 く導 入 す る 事 が 出 來 る .論點 を は つ き り させ る 必 要 上,(1.i6)

の 如 きAは(Ml,M2,…,2π 、・)の 函数 で あ る 事 を 標 示 す る 事 に し λ(Ml,M2 ,・・;,ln、、)と か く.す る と

な る範囲 を 示 す.

[6]尤 度 比(Llkeliho。dRat童o)に 依 り,(PL,P;,…,P.)な る 假 説 の 下 に 於い て(2nl,nt2 ,…,m,♪



な る 頻度 分 布 を 得 べ き 尤 ら し さを 示 すが 如 き,或 は ρk'〃1,,〃2,…,)il..'を以 つ て,該 頻 度 分 布 を得

べ き 確率 を示 す が 如 き,何 れ もその根拠 を確率 論 にお ぐ.即 ち,確 率 論 の 基 本 定 理 の 必 然 的 な 結 果

であ る.そ れ 以 外 に,吾 々 は何 等 附 加 的 な 智 識 を必 要 と しな い.換 言 すれ ば,研 究対象 に 關 して 全

く無 智 であ る と して 行ふ 事 に外 な ら ない.無 智 で濟 む とい へ ば,頗 る 重賓 で あ るが,無 智 で.もや れ

る とい へ ば 心 許 な く も思 はれ よ う.若 し鼓 に 該 研 究 到 象 に対して,特 殊の 智 識が あつ て,頻 度 分 布

(lrl1,筋,…,m、 、)の出現 の 可 能 性 を,λ な り,P(㎝1,mz,…,〃z,、)な りでは 表現 しえ ない.即 ち そ こ

に 確 率 論 の 組 合 せの 關 係以 外 の 制 約 が あ る と すれ ば 如 何.そ うい ふ 風 な,現 實 の 結 果た る(m],mz,

… ,711,、)以外 の 智 識 は,P,,な りPxな りを適 用す る前 に,導 入 して お くべ きで あ る.あ ら ゆ る智 識

を動 員 して,そ れ を検 査 せ ん とす假説 の な か に 入れてお き・全 く未 知 の 部 分 を試 料 分 布 の 方 法 即 ち

P,,Pλ 等 の 計 算 に基 き,判 断 を 加 ふ べ き で あ る ・.確率 事 象 系5な りCな りを考へ る 事 は,研 究 封

象 に 關 してrPi,A,…,Pii)及 びN以 外 に 何 等 わ れ わ れ は 利 用 すべ き智 識 を 必妻 と しない 事 を意 味

して ゐ る...

ll.単 純假説 の 場 合

§4.Z2分 布の導入単純 假説の場合に於ける適合度検査の問題に關しては,そ の論理的側面は

既にIの 所説 に蓋きて居る.併 し(1.09)な る和の数値を實際求める事は,極 めて多くの手数を必

要 とする.そ のため實用に供される事は先つない この和を近似的によく表は し,且 つ,容 易に計

算 し得べき計量が望ま しい.こ ゝにzz分 布の使用さるべき根擦があると云へようと思ふ.

[1]先 づこの §では,通 常如何なる数學的虞理によりPpか ら ゴ分布が導入されるかを,概 略

述べて見る事にする.そ の適用範囲 に關する吟味等は §6-§7に 譲る.

便宜上,次 の三段に分けて,X2分 布に到達することに しよう.

第一段(1.09)の 右邊の各項に於いて現はれる階乗に対 して,Stirlingの 公式を用ゐると

が 成 立つ.鼓 に ω な る 函 数 に 關 して は,

な る事 が 知 られ て ゐ る.(2.01)を(1.09)の 各 項 に 代 入 する と,結 局 次 の 等 式 を得 る.

第 二 段 今 の 場 合ln1',mz',…,Mk'は(1.10)な る範囲 に亘 つ て 動 く もの と して ゐ るか ら,こ れ ら

は 勿 論変 数 と考 へ て ゐ るわ け であ るが,こ の変 数に対して

に 依 つ て 定 義 ㍉れ る変 数 κ'を 考 へる ・何 故 か ゝる 墾 換 を考 へ るか と云 へば ・ これ に依 つ て,結 局

得 られ る 式が簡単 に な るか ら と答へ る外 は あ る ま いが,(2.04.>1・Cよ り(㎝1,"lz,…,M,1)の もとの 室

間 で,(NA,NP.,…,NP。 、)と して 表 は され た 鐵 の 附 近 に,(2.03)の 最 大 に な る點 が あ り,こ れ を逡



か るに 從 ひ,(2.03)の 値が 小 に な る とい ふ 事 を 想 起 す れ ば,上 の変換 は

座 標 系の 原 塾 を移 し,且 つ,新 座 標 系の 目盛 りをか へ る もの で あ るか ら・

は 想 像 され よ う.

(2.04)に 依 つ て

蝕 で

とお き.こ れ を(2.05)に 代 入 し,更 に そ れ ら を 〔2.03)に ℃ 用ふ る 事 に す る と,結 局

の 形 を と る.・

但 し,註 に

となる.以 上の等式は何れ も嚴密な意味で域立つ もので,近 似式ではない.

射三段 鼓に於いて近似式をもとめる.先 づNが 限 りな く増加する場合の状態 を考へる事に し.

か.あ.…,ム,は 何 れ も零 な ら ざる 確 定 した 一 定 数 と す る.そ して,二 種 類 の 近 似 を 行 ふ.

(i)(2・08)で 定 義 され る 孕 を,(2・07)に 於い て は0と お く・

(ii)然 る 後,(1.09)に 於け る和 を積 分 でbき か へ る.

(1.09)の 和 の と り方 は,(1.10)に 依 るべ き もの であ つ た.然 る に 今 の 場 合,(i)が 假 定 され た 事 情

の も とで あ るか ら.(1.10)な る 不 等 式 は

とな すべ き もの とな る.(2.P>で 定 義 され た範囲 をKと す る.(2.09),(i)及 び(ii)を 許 容 すれ ば

蝕で常数Cを 決定するには,若 し積分琶域Kが(n-1)次 元空間全燈と一致すれば,Pの 値は1に

なるといふ事實を珊ひれぼよい.〈2.10)を変 形す穿Lば結局次の式が得られる事がわかる・

但 し



以 上 を ま と めて 置 くと次 の 如 くな る.

上 述 の 近 似 計 算 が 許 され る範囲 に 於 い て は,P,,の 代 りに,そ の 近 似 値 と して,Pノ を 用 ひて も

宜 しい 蜘 τ,Px2な る値 は 口.2]で 與へ られ る.依 つ て ジ,從 つ て γ を計 算 し,こ れ を 用 ひ て1

口.2]の 右 邊 を 求 めれ ば よ い.1-F,,..,(X)を 稻 して,Z!分 布 と云 ふ.委 し くは 自 由度"。1な る ゴ

分 布 とい ふ.(X2の 分 布 とは 概 念上 別 物 で あ る.)

[2]尤 度 比(LikelihoOdRatio)か ら もX2分 布 が 得 られ る 事 に 注 意 して 置 く.(NeymanPear-

son[1])・'一

(1.16)か ら して

右邊の各項を計算 し,両 邊の指敷をとると

依 つ て,上 述[1］ と 同 じ く,Nが 充 分 大,あ,A,…,P、 、は 何れ も絵 りに 小 で ない といふ 條 件 の も

とで,eの 肩の 和 の 各 項 の 第 二 項 を捨 て 得 る とすれ ば,近 似 的 に

とな る.か ゝる 事 情の も とに 於い て は,(1ユ8)に て 寿τな る("11',M2',…,M、')に 關 す る と こ ろの 領

域 ・ これ を 近 似的 に,K即 ち(2・10)で 定 義 され た領 域 と同 一一・祓 し得 べ き もの であ る.か く して'Pλ

に対する 近似 値 は,こ ゝで も上 述[1]のPz2に て 與 へ られ る事 に な る.

§臥 ジ分布の薮畢的性質 鼓では,§4で 到達 した函教

に 關 して,X2の 函 数 と して のbehaviorを 少 し調 べ て 置 く.

口]P'/.2の 饗 形'Σ 『!2=sな る変 換 に依 り

分子の積分を部分積分法で5の"べ き"の 指数を下げて行く.
o

(iルnが 奇 数の と き(n≧3)



(ii)nが 偶 数 の と き(n>2}

n==2の と き

BortkiewiczE1]はPz:の 計'算 に は,直 接

の 鍛値 積 分 法 を採 用 して ゐ ろ.

[2]分 布 函 数 と して の1-P・/.21-Pオ=1-F、.1(Z)はXの 函 数 と して はX=oで は0で あ り

単調噌 加 してX=。 。の と き1と な ろ.故 に 一 つ の 分 布函数 に は 違 ひ な い.今Zを この 分 布 函 数 に

從ふ 確 率変数 と して その モ ー メ ン トを求 め る・

一 般 に7次 の モ ー一メ ン トE{ガ}に つ い て は

これから特に標準偏差 威z}に ついては

[3]盛 分 布 の 形状 と正 規 型 分 布(normaldistribution)

(1。)"=2な ら ば,zz分 布 は,X>0に 關 す る 限 りで は,係 数 をの ぞ い て は,正 規 型 分 布 の 曲 線

で あ り,標 準 偏差 は1で あ る.

(20)n>2な らば,

は0≦s<。 。 に て単 峯 型 を な し,s=Oで5軸 に切 し,s=n-2に 於 い て 最 大 値 を と る.そ れ か

ら は 減 少 して,S=。 。 で はS軸 に切 す る.故 にskewな 曲 線 であ る.

(3。)nが 増 加 す る に 從 ひ.釜 々対称 的 に な り,そ う して,適 當 な 平 均 値 並 び に 適 當 な 標 準 偏 差

を もつ と ころ の 正 規 型 分 布 で 近 似 的 に 表 は され る に 至 る.但 し,そ う した 正 規 型 分 布 の 選 び 方 に は

幾 通 りも知 られ て ゐ る.

(i)/莇 は,平均 値}/2"一 、3,標 準 偏 差1な る 正 規 型 分 布 で 近 似 的 に 表 は され る.(R.A.Fisher)

(ii)(x21n--1)1!3は,平 均 値1-2,i9(n-V,標 準 偏 差 の 自乗2/'9("-1)な る正 規 分 布 で 近 似 的 に



表は され る.kWilson-M.argaretL2」

共 他 い ろ い ろ な の が あ る,〈iis)は 殊 に優 秀 でIz≧2,0.01≦Pz'≦0.08な る 範 團 で 良い 近 似 を 示

すか ら,zz分 布 の 表 が 手 許 に な く,正 規 型 分 布 の 表 が あ る と きに は,(ii)を 用 ふれ ば よい と思 ふ.

尤 も善 通n>30で(i)を 甲 ゐ るの が 慣 例の よ うで あ る ・

§6.プ 分 布 の適 用範囲 既 に §4で 述 べ た 如 く,z!分 布 の 導 入 に は 二つ の 近 似(i>及 び(ii)が

假 定 され て ゐ る ・ この 恨 定 は,1Vが 充 分 大 で あ り,且 つPi,P,),…,P,,が 何 れ も余り に は 小 で ない

と して 始 めて 許 さる べ きこ と と思 は れ る.も つ と 明確 且 つ 数 量的 に その 條 件が 規 定 され て 然 る べ き

もの と思 ば れ るが,そ う した 記 蓮 は,私 に は まだ 見 當 ら ない.根 振 を 示 さず,翠 に 斯 々の 注 意 が 肝

要 であ る と云 ふ の な らば,教 科 書 類 に 於 い て も よ く見受 け る.例 へ ばYule-Kendal1[1]に は 次 の

様 な 意 味 の 事 を書 い てあ る."(α)1Vは,相 當 に 大 き くな け れ ば な らぬ.そ うでな い とXl,Xz,…,x,、

の 各 々は 正 規分 布 をな さない.こ の 條 件 は實 地 に 當 つ て は,殆 ん ど常 に満足 され て 居 る.大 き くな

けれ ば な らぬ と言 つ た が,こ れ を精 確 に 言ふ 事は 困 難 で あ る.併 し,組(cell)の 個 数 が 如 何 に 小 で

あ つ て も,Nと して は,先 づ 少 く も50で な けれ ば な らぬ.但 し,鼓 に50計といふ 数 は大 凡の 標準 を

示す任 意 的 な もの であ る.ψ,IVA,Np!,…,NP,。 の 何 れ も除 り小 で あ つ て1まい け7zin.鼓 で も小 さ

い とは何 か を精 確 に は 言 へ ない が,5と い ふ の が,ぎ りぎ りの とこ ろ で,そ れ 以 上 で なけ れ ば な ら

ぬ.10に して お け ば,も つ と よい と思ふ."〈Yule・Kenda11⊂1],422頁 う この様な 記 述 は,他 の 殺 科

書 に 於い て も注 意 と して 附 記 され て ゐ る と ころ で あ る.そ の 注 意 は,ズ 分 布 を用 ゐ る と き,遵 守 す

べ き心 懸 け と して は,周 知 の 事 項 で あ る.(Ⅲ,§14参 照)と こ ろが,嚴 密 に,残 る とこ ろ な く誼 明
計

した もの は,今 迄 に は な い.鼓 で は,こ れ らに 關 聯 した もの を學 げ て 置か う.

[1]・Houelの 研 究 試 行 の 回 敏 或 は 試 料(標 本)の 大 き さと もい ふ べ き Ⅳ が 小 な る と き,§4の

近 似 法 ① の 影響 を 詳 細 に 論 じた もの と して,Houe1[1]の 研 究が あ る.§4の[1.1]のPzt・ は,

要 す る に,Ⅳ が 限 りな く大 に な る と きにの み,(1.09)と 一 致 すべ き もの で あ るが,も つ と 正 確 に は ・

次 の 如 くな る とHouel[1]は 云 ふ の であ る.

この 結 果 を 出 すの に 用 ゐた 方 法 は,特 性 函数 の 方 法 と もい ふ べ き もの で あ るが,計 算 は 相 當 に 煩 は

しい の で原 菩に 譲 る.Houe1⊂1]は3≦lz≦17な る 各"に対して,0.05Levelに対応 す るX2を



[1.1]一[12］ よ り求 め,か ゝるz2を 用 ゐ て 刃b瓦 を計 算 した と ころ ・0くR1く0・O$,-0・08くR、

〈0で あ る 事 を知 つ た.と ころ がSI,Seは,一 般 に正 で あ るか ら ・ 瓦S1+R・ ・S・,は,R,S,・R,S,と

い ふ 共 に統対 値 の余り 大 で ない 且つ 符號 の 反対 な 数の 和 で あ るか ら ・ その 値 は大 した もの で な い と

思 はれ る.實 際N=10,n=5,Z「=9.448と し,P1=A=1/20,A=6120,あ=8/20と した と ころ,51

=2 .33,Sz==6.38,R1=O.056,R2=-O.027で あ り,瓦(9.448)=・O.05,(R,S,+R=β=、/1>=O.005なるこ

とを 示 した.こ れ で は,通 常 のxz分 布 に対 して 補 正 も必 要 ない 様 で あ る.但 し,Houelも断 つ て

あ る 様 に,x2分 布 を導 くに 當 つ て,必 要 と した 二 つ の 近 似 法 の うち,(ii)の 方 即 ち和 を 積 分 でお き

か へ る方 に は,何 等触 れ て ゐ な い 事 を注 意 しなけ れ ば な らぬ.

[2]Wilson等 の 研 究 吾 々 は,x2分 布 を導 き出 した が,そ れ はP(lnl',i17;・',…,7〃） より 出発 し

これ を変 形 し得 た もの で あ る.然 し,結 局 の と ころ

な る 量 が 問 題 とな つ た.そ こ で[I.2]の 導 入 法の 根 擦 ・由來 を問 はず,[1.2]自 身 を實 際 値(〃11,1]Vr,

… ,,nu)と 理 論 値(NA,NPz,…,tVp;i)と のdiscrepancyを 表 は す べ き一 つ の 計 量 と 考 へ て 議 論 を

す ゝめ て 行 く事 が 幽 來 よ う.か く考 へ 來 る と,上 記 距 りkdiscrepancyiを 表 は すべ き 計 量 と して

は,他 に もい ろ い う な もの が 考 へ らる べ きは 當 然 で あ ろ.例 へ ば

の 如 き も,簡単 さに 於 い て 敢 て,〔L2]に 遜 色 を 見 な い と 云 へ よ う.Wilson等 三 氏 共,[1]は 次くの

様 な 結 果 を 報 告 して ゐ ろ.・

(1。)Ⅳ=6,n=3,ρ1=1/2,ψ,・=1.・3,A=1!6の 場 合 のP(211!,M2,…,111.、 、の 値 を 實 際 計 算 した.

即ち

な る値 を"11+ガ72+,π3薯6な る 凡 ゆ る負 な らざ る整数 の 組 吻b〃72,"23)に 就 い て 計 算 した.他 方

か ゝる 吻b喚,〃73)の 各 々 に つ い てZ:',Z'is・を計 算 した.す る と次 の 結 果が 判 つた.

(i)(㎝1,M2,1〃3)と(〃ni',211:・',2113'」,と で は,こ れ ら各 々 に対応 す る ブ が 相 等 し く と も,ρ は相

異 る こ とが あ る.ρ が 相 等 し くと も ガ が 相 異 る 事が あ る.

〈ii)(i)と 同様 な 事 がxl,一 とPと に 關 して も言 へ ろ.・

(iii)Pの 大 小 の 順 序 とz!の 大 小 の 順 序 とが 必 ず し も一 致 しな い.

(iv)(iii)と同 様 の 事 がPとzl。 とに 就 い て も言へ ろ.

(V)zlの 大 小 の 順 序 とX-ii'の 大小 の 順 序 とは 必 ず しも一 致 しな い.併 し順 序のtransp。sitions

は,(iii)叉(iv)程 に は 著 しくな い.

(2。)(1。)で 示 した 例 に 依 れ ば,小 試 料(1V=6)に して 且つ 組 敷 小 な ろ と き(n=3)に は,Ptlm:.

…,m,,)と,X2乃 至z"'wと の 關 係 は 必 ず し も 緊密 な もの で な い だ ら う と想 像 され る.然 り と すれ ば

X2分 布 の 表 を 用 ゐ る 事 の 根 擦 は,前 述 §4の 所 論 に,之 を 求 め得 な い 事 に な ら う.然 しか ゝろ場 合

に 於 い て も[II・2]乃 至 ビ2.12)自體 …は,距 り1二discrepancy)夫 示 の 計 量 と して の 意 味 を保 持 す ろ こ



とに に 饗 りは ない それ らが 實 際 上,簡 便有 効 で あ ろ 限 りに 於い て,そ れ 自 身 と して 研 究 の対象 た

ろべ き も・')と言 へ よ う.研 究 の 根 娘 を か く解 す る な らば,そ れ は,こ の §で 論 ず ろ 事 は 論 理 上 不 適

常 で あ ろ ・ こ れ に 關 して は 次 の §に 述 べ よ う.

〔3]levman-Pearsonの 研 究Ne}・man-Pearson[2]は1>'=10,n=3,Pi=O.2,A=O.5,あ=0.3

の 場riに 於い て,P(7nl,偽,mr、,ジ,λ の 値 を 實 際計 算 して ゐ る.そ の 結 果 に 依 う と,'P/ .2の 方が

Aよi)もPcに対してbetterな 近 似の 程 度 を 示 す ・ 彼 等 日 く
"The 

present authors must  con-

fet,s themselves pleasantly surprised to find so close an aggrement in this rather extreme 

                         . case...

§ア・Z:の 分 布 とZ㌃ の 分 布 §6,[2]で 豫 告 した 様 な 立 場 か ら,z2及 びxlrの 分布 を 調 べ,こ

titに依i、,適 合 度 検 査 の 方 法 を褥 よ う とす る の が 本 節 の 日的 で あ る.プ,x{rを 再 記 す れ ば,=次 の 如

くであ ろ.

§4の 所 論 で は,P,・,の 近 似値 をあ た へ る もの と して,Pz2を 述 べた.そ こ で必 要 と な る 量 と して

乃 が 入つ て 來 た 次 第 であ つ た が,吾 々 は,茲 で は[I.2]そ の もの を,P,,と の 關 係 を 離れ て,直 接

に 研 究対 象 に と ら う と言 ふ の であ る.何 とな れ ば,口.2]そ れ 自身 で,實 験 値("21,〃32,…,211 .、)と

理 論値(ATA,NP,,…,NP、 、)との 距 りを 表 示 する 計 量 と 考 へ られ るか らで あ る.同 様 な 意 味 で は,

i.2・26、も考 へ られ,こ れ も,そ の 表 式の 簡 明 さに 於 い て,[1.2コ に 比 し甲乙 が あ る と も思 はれ ない.

だ か らx2と 一 共 に,z'lrを も調 べて 見 よ うとい ふ訳 な の であ る.

問題 は,X:の 分 布,zl".の 分布,更 に 進 ん で1よ両者 相 互 の 關係 等 であ るが,そ の 何 れ に 於 い て も

Nρ、計、從つ てqi=1-P,)(i=1,2,…,Iz)は 一 定 の 輿 へ られ た 数 で あ つ て,確 率変 教 と して 考へ る も

の は ・)11i(ゴ=1,2,…,π)で あ る.詳 言 すれ ば,確率変 数 と して のm`は ,Xlf'+渇 ヴ・+…+X/1)に

等 しい の13;あ る・・即 ち 吾 々 は,茲 に 吾 々の 出発點 た る確 率 事 象 系Sに 立 蹄 り,Sに 關 係 した 確 率

変数と して のZ:,Z{r等 を論 じ よ う と云 ふ の であ る.か ゝる意 味 に 於け る 確 率変 数 プ の 分 布 は,既

連のx2分 布 と区 別 す る事 を 必要 とす るの は 勿論 であ ろ .前 者x2の 分 布 が,Z三 分 布 口.1]で あ らは

され ろの に は,例 へ ば §4で 述 べ た 檬 た 條 件 が 満 足 さ るれ ば 宜 しいが ,若 しそ う した 條件 が満足 さ

れ た け れ ば,x:の 分 布 必 ず しもx2分 布 とは な らな い.z2の 分 布 とz2分 布 との この区 別 は 重要 で

あ る。

'Z㍉の 分 布
,x2の 分布 を 求 む る 正 統 的 な 方 法 と して は,確率 事 象 系Sを 考 へ て,zz,zlゲ 等 の 平 均

値 ・標 準 偏 差,更 に 進 ん で 高 次 の モ ー メ ン トをい くらか 求 め る とい ふ 方 法 を 考ふ ぺ き であ ろ.事実

その 様 な 研 究 方 針 を 採 つ て,計 算 を 途 行 した もの と して は,Wilson・Hilberty・Mahler[1]の 研 究

が あ り・ 又遺傳 學 方 面 の 問 題 に 關 聯 した 興 味 あ る論 究 と してCochran[1] ,H二aldane[1コ,Grntie

bergandHaldane[1]が あつ て,応 用上 相 當 有 効 な結 果 を挙 げ て 居 る.

一 般 に
,確 率変数Zの¥均 値 ・標 準 偏 差 が 存在 すれ ば,こ れ らを 夫 々E{Z}.a{Z}で 表 は す 事



に す ろ.こ の 規 約の 下 ご書 くと,次 の 如 き結 果が 知られ てゐ る.

そ こ でxz,xlrの 代 り に確率変 数Z2ノ てπ一1),xl`・/2を 考 へ う と す ろ.

但 し,鼓 に

で あ ろ.更 に 進 ん でX2とxlrと の 相互 關 係 を 調べ る 日的 で 次の 値 を 求 め る もの で あ る.

これ らの 關 係か ら次 の 事が わ か る.

(1。)以 上 本 節 の 關係 式(2・28)一(2.32;で は,Pt,あ,…,P.,,N,jiに 關 して 何 の 制 限 な しに 成 立 つ.

こ れ が強 味 であ るが.併 しそ の 代 り,一 般 的 に 言 つ て,平均 値 ・標 準 偏 差 だ け で は 済 され な い の で

あ つ 一i,X=,Xl,等 の 分 布 を 見 るに は,そ れ らのhighermomentsま で 當 つ て 見 なけ れ ば な らぬ.

Haldane[1],[2]に は そ う した 研 究が あ る.方 法は 簡 潔 なが ら,結 果 は,畳 へ や す く も,取 扱 ひ や

じす く もな い様 で あ る
.

(2。)Nを 限 りな く大 き く とる と して,上述 諸 關 係 式か ら分か る 事 は,

(3。)Nが 充 分大 な りと し,從 つ て(2.33)が 近 似 的 に 成 立つ もの と して よい 場 合 を 考 へ る.す

る と,近 似 的 にzZ/(n-1)は 平 均 値1で,標 準 偏 差/τ//荷 で あ る と考 へ て よい の は 確 か で あ

ろ.更 に 考 察 を 進 め て,平 均 値 ・標 準 偏 差が,上 述の 如 き正 規 型 分 布 で近 似 的に 表 は され る もの と

假 定 す る な らば,吾 々は 結 局 次 の様 な 事 をい へ る.例 へ ば 一Nが 充 分 大 な る と きに は,Z2の 値

がn--1±O.674,/2("-1)の 範囲 内 に あ る 確 率 は大 凡1!2で あ り,n-1±3/=i5の範囲 内 に あ

る 確 率 は 大 凡O.9975(=1-0.0025)で あ る.と ころ が,こ う した 近 似 は 實 は,§5,[3],(2。)で 述 べ

た 近 似 程 に は よ くは な い 事 が 知 られ て ゐ る.、,YVilson・Hilberty[1])

§8.線 括単純 假 説 に 於 け る 限 り,適 合 度 検 査 に 關 す る諸 問 題 の 關 係 は 割 合簡単 に すむ.xz分

布 は,若 干 の 假 定 の もと ではP,,の 代 用 とな る 事が 分 かつ た(§4)。 その 條 件 を 精 しく 調べ た 研 究 も

あ る.1.§61叉,P,,と の 關 係 を離 れ て,一 つ の 計 量 と して　 の 分 布 を 論 ず る 方 向に 進 ん だ 研 究 も

あ ろ ・・§7そ の 研 究 並 び に,　 分 布の 函数 論 的 考 察 §5'〉か らわ か る 事 は,近 似 的 に は,X2の 分



布,X2分 布 は,あ る意 味 で 正 規 型 分 布 で 表 は され る事 であ ろ.(§5,§7、 勿論 それ は 若干 の 附 帯 條

件び)も とに 於 い て で あ る・ 正 規 型 分 布 で 近 似 的 に表 は され る 限 り,ガ の 起 り得 べ き値 に 關 して は,

該 正 規 型 分 布 の 平 均 値 の 周 りに 例 へ ば,該 正 規分 布 の 標 準 箭 差の 幾倍 か を とつ た 限 界 内 に 可 能 性 が

多 く,そ の 限 界 外 に 落 ち る 確 率 も,近 似 的 に 推 算 され よ う.そ れ 故,吾 々 は,次 の 様 な 言 葉 を 容 易

に 首1了 し得 る であ ぢ う. ＼
L聰

適 合 度(GoodnessofFit)と い ふ 言 葉 が 蝸 となつ て,P(Pz・ を指 す 、筆 者 註)が 大 で あれ ば あ る

程,假説 の証 明が 一 暦 満 足な もの と な る と い(ふ誤 謬 に 陥つ て ゐ る 人が,從 來 あ つ た ・ 往 タに して,

〃 の 値 と して0.999以 上 の 値 が 報 告 され て 居 る事 が あ る.と ころ が,假 説が 眞實 で あ る とす る な

らば,こ の 様 な 値 は,1000回 に1回 しか 起 らぬ もの であ る ・ ζ う した 場 合 ・假説 は ・は つ き り・鱈

な り と して 棄 却 すべ き もの であ る.そ れ は,恰 か もPziの 値 がe・OO1で あ つ た 場 合 に 於 て,そ う す

べ きで あ る と何 等 異 ら ない(R・A・FiSher[6コ,P・83・ 意 抄 謬)な ,

"Pの 値 が 小 さい 場 合 だ け が
.吾 々の 假 誰 乃 至 試 料 法 に 疑 ひ を挾 む 様 に な る の で は な や ・1に 極

め て 近 いFの 値 も,亦 そ うな る 可 能 性 が あ る.こ れ は,や ゝ驚 くべ き 結 果 であ るが,そ の 起 りは

こ うで あ る:Pの 大 きな 値 は.普 通,こ れ に 封 感 す るX「 の 値が 小 さい た め で あ る.即 ち 理 論 と事

實 とが,極 めて 近 密 な 合 致 を 意 味 す るの で あ る.と こ ろ で,極 めて 近 密 な 合 致 は,"toogo(、dto

betrue"で あ る."(Yule-Kendal1[1■ 「麩423)

最 後 に,ズ 分 布 とxzの 分 布 とは 理 論 上 別 物 で あ る ぺ§7参 照)こ の 用語 上 の 匪 別 を注 意 して い

た だ きた い.

術 以 上 の 所 論 を1,§1に 掲 げ た 第一 例に 適 用 して 見 よ う.(第 二 例 に 關 して は Ⅲ,§14参 照)・

第 一 例 く1,§1参 照)こ の場 合 は 確 か に,単純 假説 で あ る.と の ま ゝで,cellsの 個 教 露 は11で

あ るが,"2」=1V"・ 重一1・(f=1,'10)の 如 き ものts .,何 れ も5よ り小 で あ る ・ それ 故 ・理 論値 の 分 布 と

して 採 用 す る と きtcは い くつ か の 組(cells)を 合 併 して 論 ず る必 要 が あ る ・尚 も う一 つ,注意 す べ

き事 が あ る.そ れ は,k.(計 算)(r=1,2,…,9)は 皆 その 値 を まる めて 小数 部 を 四 捨五 入 した が,ko,

は 丁 度0.5で あつ た た め,0～1と して 置 いた.若 し整 数 値 を 固執 す る な らば,　 =1と すれ ばkiO

=0 ,ko=0と すれ ばhie=1と す ろの が 一 つの 合理 的 な 方 法 で あ ら う.次 に 筆 者が 試 み に や つ て 見

た 四 つ の 場 合 を學 げ てお か う.,嚇

(a)n=9と し,理 論 値 を6,22,58,103,123,103,58,22,5と した 場 合 ・X2≒8・11,P=0・43(自●

由度8)

〈T)π一蝿 ミ 漣 魏 補22鯉0312a1聾 ・5購 『としたy・a・ ・zz=6・612・P==O・58(『

由 度8)...__

(`)n=・8と し,理 論 値 を28,22,58,103,123,103,58,27と した 場 合.計Z2=・7.014;P=O・43(自

由 度7)

(d)"-8≠ し,理 論値 を27,22,58,・ ・3,・23,・・3,5S,2sEし 燭 合 ・X・=63・ ⑤P=働(自

山 度7)計 算 は,Fisher一Yates,StatisticalTablesforBiologica1・AgriculturalandMedica1

Research.(1938),TableIV,Distribut沁nof"X"に 依 つ た.但 し,同 表 だnと あ る は 自 由 度 の 事



で あ るか ら,吾 々のn{.cellsの個 教、よ り,単純 假 説の 場 合 は,1だ け1で あ ろ・ 計 算 は 一 次 補 樹

に 止 めた が,上 記 何 れ を 見て も,jP>a=O.05で あ る か ら,當 該理 論 値 は 棄 却 す べ き もの で は な

い とい ふ 事 が,Z:検 査 で云 へ た わ け で あ る.

Ⅲ複 合 假説

§9問 題の説明と史的回顧　 複合假説の場合に於ける適合度検査法の理論的根據は,確 率事象

系Cの 想定にある事をUtlc明 らかに した.こ れは,単純 假詮の場合に,そ れの根據が 確率事象系

5の 想定にあるといふ事に対応 すべきものである.さ て,II,§4に 於いて,既 に吾々は,P,か ら

出発 して プ なる変量の導入 さる筋道と,そ のための條件 とを考察した・同様な近似計算方法の う

ち,複 合假説 の場合に も適用され得べ きもの もあらう・今そうした ものを繰返さない 吾々は茲 で

は,単純假説 に於けるX2に対応 するものを求め,こ れに論究を集中させる事にする・

確率事象系Cの 想定と云ふ事を,も つ と詳細に述べよう・茲にt;個 の個所がある・総数Nの

個體が,各 個所に分かれて入る.i個 番目の個所に入つた個體の数をmiと する・これ を観測個数

(observedhumbers)と いふ.今ttlC假説 を設ける.そ れは,一 つの母集團を考へると云つて もま

い事になるのであるが,上 記第f番 目の個所に入る確率 を.P,と するといふ事である.從 つて Ⅳ 回

の独立 な任意試料抽出(RandomSampling)で は,第i番 目の個所に入るぺき個體 の個蝕はNp,

なる期望値をもつ.茲 に,最 も注意すべき事は,{ρ 」Xf躍1,2.…,n)な るものは,確 定且つ既知の

もの とは考へない事である。 若 し,そ う考へるならば,そ れは単純 假説の場合となる.{P,}に 封

しては,軍 にか くの如 くあるべ しと推定された値,即 ち推定値(estimatedvalue)が 見當付けられ

るだけ である.然 らば何によつて推定するか,そ れは即ち観測事實,即 ち(Ml,Me,…,ln,,)と いふ

事一 即ち第f番 目の個所にはmi個 入つてゐた といふ實験事實一 に依るのである.そ の具體 的

方法は,あ とで例に就いて委 しく述べるが,今 か くして各N砂,はniな るべ しと推定 されるもの と

するρ である・然らば,単純仮説 の ときのX2に対応 すべ きもの として,次 式で定義 される様 なzl

即 ち

を採用しては如何といふ事は誰 しも想到するところであ らう.

然 らば,　 はこの場合,如 何に書かるべきであるか.そ れは 勿論

とな る べ き で あ る ・ 但 し茲 にrk・=NP,(f=1,2,…,n)。 今 の 場 合(書.02)を 問題 に す るわけ に は 行

か ない ・何 者.P`(f=1,2,…,n).從 て つrki(ゴ=1,2,…,n)が 未 知 で あ るか ら であ る.こ れ に対 し

て,次 の 様 に 言 ふ 論 者が あ る か も知れ ない.成 程 未 知 で は あ る,然 し何 か 各miと して 適 當 な数 値

を 假 定 して 置い て や れ ば よい で は な い か と・ 然 り,そ れ は 勿論 可 能で あ る ・然 し,そ れ で は その 問

題 は単 純 假説 の場 合 どな る.何 者,　 `從 つ てPiを 指 定 した の だ か ら であ る.更 に,論 者が 質 問 し

て 曰 く,そ れ で は,上 に 相當 な数 値 を假 定 す る とい つ た が,そ れ を 偶 々　 ,　 ,…,π 、、に した な ら

ば 如 何 と・ この 場 合,指 定 した とい ふ 事 か ら いへ ば単純仮説 では あ るが,し か も,実 際 の 値 は,zl



に 等 しい もの で は オこい か と・ これ に対 して 答 へ よ う・然 り,外 見 上 の 形 は　 と同 じで あ る.然 し

意 味 が 違 ふ ・ それ は,zlな る もの を確率変 数 と して 如何 に 見 るか といふ 事 に 關 係 す る.先 づnl,

nz,…,π.、は,實 験 値2nl,M2,…,7π,、 か ら決 定 され るの であ るか ら,一 般 に

と して 表 は され る 事 は ・ 論 者 の場 合 も・ 吾 々のzlで も何 等変 りない 併 し論 者の 場 合 で は,上 の

式 く3・03)の右 邊 の(㎝1,2nL・,…,〃1、t)は確率変 数 と考へ ない.こ れ に反 し,吾 々のxl,で は,そ れ を

も確率変 数 と考 へ る の で あ る ・II・§4の 確 率 事象 系Cで 説 明 した 如 く,㎝ 」に対応 す る確 率変 敷 は

Xi"+超`'+…+激 ρ で あ る.今 暫 く簡単 の た めMCi」 とか く事 に す る と,論 者 の 場 合 で は

吾々の　 では

が 夫 々,確 率変数 と して 考 へ られ る もの で あ る.前 者 の場 合,確 率変 数 と して 論 ず るのtcは,qiの

形 は 意 味(影 響)を もた な い.だ か ら,そ の 限 りに 於 い て は,　 ,mz,…,㎝,、)…b,と すれ ば,b1,

b2,…,b。 な る11個 の数 が,如 何 な る 根拠 に 由 るか は 問 は ず,天 降 りに 與 へ られ た と思ふ とい ふ 事

に 相 當 す る.後 者(3.05)に 於 い て は,9Pi(i-1,2,…,n)の 形 が,こ れ に 甚 大 な影響 を もつ の は 勿 論

で あ つ て,、吾 々が さ きに, .複 合 假説 の 場 合,指 定 方 法 を も 考 慮に 入 れ ね ば な らぬ と云 つ た の は,云

の 場 合(3.05)を それ に対応 す る 確 率変数 と して 考へ る とい ふ 意 味 に外 な らな い.そ して 吾 々の 場

合 に は,何 等か の 推 定 法Viに 依 り,,壕 σ=1,2,…,n)が 決 定 され.從 つ てZ'の 値 は 確 定 した の で

あ るけ れ ど も,tli(i=1,2,…,n)は 何處 もこれ は 推 定 値 であ り,nYNはAの 推 定 値 に とN'ま る.

母 集團 の(P`,P,,…,P,,)の 値 を指 定 して ゐ ない.こ の 意 味 で假説 は 複 合 的 で あ る.

第 三 例Gaussの 分 布即 ち 正 規 型 分 布.

の 場 合 を 問 題に す る.変 数の 動 く範囲 は(一 。。,。。)で あ る か ら,次 の様な 組 に 分 っ 二

即 ち 第i番 目の 組 は(ai-bai)(i=1,2,…,n)で あ る.鼓 にal,a2,…,atiは 定 数 と す るi從 つ て 第

i番 日の 組 に 厨 す べ き 確 率 は

_'__一_、,

今観 測 事 實 と して,第i番 目の組に属 す る もの は,mi個 な り とす る.

さて茲 で,母 集 團平 均 値7n,、 母 集團 標 準 偏差oは 未 知 で あ るが,と に か く,(3.06)の 如 き型 の

母 集 團 よ りの試 料 な りと して、 この 観測 事 實 を 見 る ・ す る とM・ σ は ・(Ml・M2・ ・…M・i)か ら推 定

(estimate)さ る べ き であ る.問 題 は,maを きめ る 事 で あ る.然 る に 組の 藪 はnで あ る.n>3な

らば（ 一般 に そ う であ るが),〃1,σ を推 定 す る方 法は 幾 通 りも可 能 で あ る.例 へ ば,(Ml,M2,…,m,,)



か ら試 料平均 くsamplemean'1及 び 試 料 標 準 偏差(samplestandarddeviation)を つ く り,Shep-

pardの 補 正(Correction)を 施 して 後,mと.aと を 推 定 す る とい ふ の も一つ の 方 法 で あ る.Gauss

型 分 布 の 場 合,㎝,σ の 推定 法 と して は これ が 或 る 意 味 で 最 艮 な もの で あ る.即 ち 推 定 法の 理 論 で

い へ ばeMCientで あ り しか もSuffcientで あ る.併 し他 に も方 法 は あ る.

な う二 つ の 式 を解 い て,mとdと を き めて よいi,ノ の 選 び 方 は任 意 で あ る ・

この 様 に して,何 等か の 方 法 に 依 りmと σと を 決 定 して 後,か く して 推 定 され た 値 一 これ を

m,dと区 別 す ろた めMo,σoと か く一 を 用ゐ てnkを 計 算 す る.即 ち

このnk(k=1,2,….π)な る 〃個 の 値 は,lntl,σ"に 關 係 す る 量 で あ る.推 定 法 が 違 へば 、Me,σ 。が

違ふ で あ ら うか ら,結 局,推 定 法 に 依 つ て,nk(k=1,2,…,n)な るn個 の 値 は 違 ふの が 一 般 で あ

る.例 へ ば,(3.09)を 解 い て き めた 場 合 に は,7π`=鋸`σ=ゐ,」)は 域 立つ が,そ の 代 り,i≠k,ノ な

らば,miとniと は,相 當 遠 ふ で あ ら う.・

第 四 例Poissonの 分 布(1.03)の 場 合 を 問題 に す る.こ の 場 合,辺 教 の と り得 る値 は,寿負 な らざ

る 整 数 と 考 へ られる.叉余 り大 きな 正 の 整 数 を とる 確 率 は 極 めて 小 さい.そ こで,次 の 様 なll個

の 組 に 分 つ.O,1,2,…,n-2の 各 々 を と6'n-∠1ケ の 組 及 びn-1以 上 の 値 を ど る一 組,合 計nケ

の 組 が これ であ る ・今 観 測 結 果 と して ・ ゴな 為 値 を と り し もの 「即 ち第i番 目の 組 に属 せ しもの)の

個 数 をmな りとす る.母 集團 と して は,ゴ な る値 を と る確率 はhie'nノ ゴ!で あ る か ら,菰=1%`=

ハ伍εビ 蒐ノゴ!で あ る.

Poissonの 分 布 に は,parameterは 一つ しか な い.こ れ を推 定 す るに,多 くの 方 法 が あ る .例 へ

ば,㎝,Ⅳ は 銑 知 だか ら

を解 い てhを 定 め る とい ふ 推 定 法 もあ る.即 ちhti=10g(1>7m1)と な り,こ れ を 用ゐ れ ば,IJIk:

N(heン ト1e-ho/(k-1)!と して きま る .

他 の 推 定 法 と して は,Poissonの 分 布(1.03)に 於 てhは 母 集 團平均opulationMean)な る 事

實 に 留 意 して,母 集團平 均 を,試 料 平 均 で推 定 す る といふ 方 針 を とる.即 ち 乃 の 推 定 値h、 とし て

を と る ・ これ か ら,nk=・N(kiY'1e"・!/(k-1)!な る 推 定 値 を と る.こ のh、 が 或 る 意 味 で 最 良の 推 定

値 で あ る ・ 推 定 法 の 理 論 に 依れ ば,届 と 島 とは 必 ず し も一 致 しな い .故 に"桑 の 値 は,み 。を 用ふ

かhlを 用ふ か に依 つ て,相 異 るの が 一 般 で あ る .

以 上 は ・単 な る 二 例 に 過 ぎ ない 然 し,か ゝる 事 情 即 ち ,推 定 方法 を 異 に すれ ば,一 般 に{π 々}

韓 竃1・2,… 嚇n)が 相 異 る べ しとい ふ 事 情 の 一 般 に成 立つ べ き事 は 容 易に 想 像 され る.然 らば 嬉 に



JI]ふべ き{nk}(R=1,2,…,n、1よ 何 を以 つ て す べ きか ・ これ に 關 して,zL'及 びzlの 創 始 者 な る

Pearson,K.[1]は,次 の 如 く言 つ て 居 る."… …ButwearesupPosedt。fitadistributionor

curvet。thesamp1esoastogetthe"best"valuesoftheconstants."(Pearson,K.[1ユ

P.165)

K.Pearson[1]の この 叙 述 は,明 確 な りとは 云 へ な い.特 に"best"と は 何 か が 問 題 であ る.こ

う した 不 明確 さを 突 き 止 め,こ れ に 理 論 的 な解 明 を 與 へ,以 つ て,的 確 な応用 に 貢献 した の がR.

A.Fisher[1]以 後 の 研 究 で あ つ て,吾 々は茲 に,近 代 理 論統計 學 特 に数 理 統計 學の 功 績 の 一 つ を

見 渇す わ け で あ る・

この 方面 の 歴 史的 な発 達経 路 を豫 め述 べ て 置か う.Pearson,K.⊂1]に 依 つ て,Z2,γ …が 導 入 され

た の であ るが,複 合 假 説 の 場 合,理 論 値 と 實 験値 との 距 りを 表 は す 一 計 量 と して のzl分 布 は,軍

純假説 の 場ti(a)X、 の 分 布 と等 しく,共 にFn.1(Z)(Ⅱ,§5)で 表 は され る ・即 ち(X:分 布)と な した ・

但 しnは,組(cells)の 個 数 であ る.但 し當 時 は,假説 の単純 とか 複 合 とい ふ 概 念 は 定 義 され て ゐ

なか つ た ら,理 論 値 をapriori㎞ownで あ るか 否 か に 依 つ て 分 け た わ け であ る.xatccaし て は

Pears。n,K.[1]の 議 論 は正 しか つ た の で あ るが,z§ に 關 して は 重大 な 誤 謬 が あ つ た.Pearson,K.

〔1]は1900年 の 論 文 であ るが,爾 來1922年,Yule,G.U.⊂1]が そ の 誤 謬 に 氣 付 く迄,何 人 も氣が

付 か つ な かた と云 ふ 事 は,今 が ら之 を親 る と,誠 に 不 思 議 な 事 實 と云 は ね ば な らぬ.し か もYUIe,

G.U.[1]と 難 も,Pearson,K.[1]の 誤 謬 を,理 論 的 な 根拠 か ら指 摘 した の で は な く して,con・

tingencytableに 關 す る 試 料 抽 出 實 験(samplingexperimentS)1こ 於 い て,z;をPearson,K.の
『1

主 張 の 如 き分 布 に 從 ふ と して は,事 實 に ひ ど く違つ た もの に な る といふ実 験 的 事 實 を 掲 げた に 過 ぎ

ない 組(cdls)の 個 数 がn個 の と きfの 分 布 はF,,-1(X)に 從 ふ と言 つ た が ・ この と きn-1を

自 由度 といふ 事 に す る.(自 由度 の 意 味 は §14参 照)す る とxzの 分 布 は,自 由度n-1のX2分 布

に從 ふ とい ふPearson,1(.[1]の 主 張 は 正 しいが,z　 の 分 布 も亦 自 由度n-1のZ2分 布 に 從 ふ と

いふPearson,寿K..[1]の 護 論 に は理 論 的 訣點 が あ る.こ れ を指 摘 しxiの 分 布 は,必 ず し もZ2分 布

で 表は され る もの で は な い 。理 論 値 の 推 定 方 法が 若干 の 性 質 を もつ場 合 に 於 ての み,ゴ 分 布 で 表 は

れ る もの であ り,且 つ そ の場 合 と難 も,自 由産 π一1の γ2分布 に 從 ふ の では ない 推 定 すべ き未 知

のparameters個 数 をkと す る と,自 由度n-k-1の γz分布,即 ち £、+監(X)な る分 布 に 從 ふ と

い ふ 結 果 を 示 した の は,Fisher,R.A.[1]一[5]に 負 ふ もの で あ る.1922年 頃 とい へ ば,Fisher,R・

A.[4]が 推 定 の 理 論 を発 表 した 頃 で あ り,数 理 統 計 學 の 一 時 期 を 劃 しつ ゝあつ た 頃 で あ る.Pear-

son,K。 〔1]の 誤 謬 を 指 摘 す る こ とは,實 に 確 固た る 推 定 の 理 論 を 必 要 と しだ と云 つ て も過 言 では

・ない の で あ る .さて 吾 々 は,理 論 値 の 推 定 方 法が 若 干 の 性 質 を もつ 場 合 と 云 つ た が,Fisher,R.A.

[3]に 從ふ と,そ れ はeffciency1な る推 定 方法 た る 事 を 要 す る ・.eMciency1な る推 定 方法 は 幾

通 りもあ る.Fisher,R.A.〔3]のjg用 した の は 最小xl法 とい ふ べ き もの であ る.(§12及 び13参 照)

とこ ろ で,Fisher,R.A[3コ の 論 文 は,氏 の 他 の 論 文 が そ うで あ るが 如 く,記述 が 簡 潔 に す ぎて,

往 々に して 追 求 し難 い 事 が あ る.Neyman-Pearson[1]は,そ の た め,や ゝ異 つ た 方 法 か ら して,

最 小Xl法(Xlを 用 ゐ る 方 法)を 論 究 した が,之 がNeyman・Pearson[1〕 のXiと い ふ べ き もの で,



それ は 要 す るに,Fisher,R・A・[3]の 所 論 を 補 足 した もの で あ る ・ ～二れ と共 に ・Neyman-Pearson

〔1］の 論 文 の 重要 なの は,彼 等のTheoryofTestingStatistlcalHypothesesの 立場 か ら,問 題

の 論 理 的 構 造 を 明か に した 事 で あ る.(§13参 照 〉

上 述 とや ゝ系統 を異 に した 研 究 に,ShepPard[1コ が あ る ・ これ もFisherと 同 じ く,Pearson,

K.口]の 誤 謬 を 是 正 す る 目的 を もつ もの で あ る.氏 は か く して,Zロ な る 計 量 を導 入 す る 忙 至 つ た.

そ の 研 究 は 理 論 的 に も重要 であ り徹 底 的 で あ り,叉 氏の 實 験 した 試 料実験 も貴 重 な もの であ るが,

議 論 の 立 て 方 に 大 きな 弱點 が あ つ て,こ の た め,Irwinの 如 きは,Sheppared[1]の 理 論 はThe

oreticalInterestに 止 る と言 ふ 程 で あ る.要 す るに,推 定 方 法 に 關 す るShepPard[1]の 理 論が 不

徹 底 な た め であ つ た.

以 上 を要 す るに,Pearson,K.[1]の 議 論 は 誤 謬が あ つ た が,適 當 な條 件 の もとに 於い て は,複

合 假 説の 場 合 で もx分 布 を使 用 出 來 る.但 し,自 由度 はn--1で な く,n-k-1に しなけ れ ば な ら

ぬ とい ふ 結 論 が,R.A.Fisher,Neyman-Pearsonに 依 つ て 樹 立 され た わけ で あ る 、・並 に 於 い て,吾

々は 再 びX2分 布 に 遭 遇 す るt以 つ てxz分 布 の ,如 何 に 重要 で あ り且 つ 又 重 寳 な もの で あ るか を 窺

ふ に 足 る であ ら う.

§10.K・Pe8㎜ の研 究 既 に 蓮 べ た 如 く,Pearson,K.[1]の 研 究 は,Z2分 布 の 生 謎 を 記 念

す る もの であ る.そ の 所 論 は,翠 純 霰 読 の 場 合 に は正 しい もの で あ る が,複 合 假説 の 場 合 に は 重 大

な 誤 謬 が あ つ た.後 者 の 場 合 に 關 す る其 以 後 の 研 究 は,貴 に この 誤 謬 の 解 決 に あ つ た と云 つ て も絵

り過 言 では ない と恩 はれ る、 吾 々は 載 に,Pearson,K.[1]の 研 究 を 紹 介 しよ う.

Pearson,K.[1]で 豫 備 的 な 定 理 と して挙 げ られ る もの は,現 代 の 確 率 論 の 用 語 を 以 つ て 表 現 す

れ ば,次 の 如 くで あ る.

室 里PearsonK・[1]蝕 にn個 の 確 率変数P'i}(f呂1,2,…,n)が あ る.こ れ ら に 關 して 次 の

Cl。)一(3。)を 假 定 す る.'
(1。)Yti,の平均 値 の,平 均 値 ・標 準 偏 差 を夫 々0及 びOiと す る.即 ちE{Ytn}=0,σ{IY'`,}=ai

(i-一"1,2,…,")・

(2。)各Y`⊃ は 正 規 分 布 をな す.

($。)γ`鳶,と}川,と の 相 關 係 数 を へ,と す る と き,即 ち へ`=」 駅}触,}鞘}ノ σ{溝}σ{渇}と す る

と き,こ れ らの つ くらn次 の 行 列R=lirk,、nic關 して は,そ の 行 列 式IRIは0な らず とす る.

然 る と き,以 上 の .(1。〉一(3。)の 假 定 の もとに 於い て は,次 の(i)及 び(ii)が 威 立つ.

(i)各Ytk)が 夫 々 或 る任 意 に 與 へ られ た 歎 ゴ忌}にな る とい ふ"個 の 事 象 が 同時 に 起 る確率 蜜'

に 等 しい.但 し,鼓 に

鼓 に ・Rk,k,Rp,eは 行 列式IRは に て 夫 々rk,k,rr,。 に対応 す る小 行 列 式 で あ る.換 言 すれ ぽ ,行 列



Rの 逆 行 列R'1=llE、 ㍊ とお け ば
!

と書かるべきものである.

(ii)盈,詠 哺}㈲ なる確率婆数を考へれば

注 意:E`.kY'i、Ytk)はi,kに つい て の 和 を 意 味 す る.即 ち

に等 しいのである.'

この定理の証明 には,何 の困難 もない.問 題は,こ れを如何に適合度検査の場合に応用 するがで
、

あ る.

(A)単純 假 説の 場 合Pearson,K・[1]の 所 論 に 於V・て も計,實質 的 に は確率 事 象 系5を 考 へ て 居

るわ け で あ る と解 す べ きで あ る.1,§2の 記 號 を 用ゐ る と,Yti,=Xii'+X『,+…+X鐸 」NP,と

おい で,こ れ を 上 の 定 理 の 條件 を 満 足す る か 否か を 調べ て 見 る.

(a)E{r{'}=0,E{(r～ の)}=ゆ 、(1・一勾

(b)E{Ysi)γCk)}=-NP,p,從 っ てri,ゐ=、 一/一

(c)今 の 場 合vi)+V・z・+…y;"》=0とい ふ 關 係が あ る.何 故な らば

それ 故,若 し,n次 の 行 列 式 瓦,=lri,klを つ くる な らば,こ れ は0に な る.そ れ では 上 の 定 理 の

條lii(3。 〉は 満 足 され ない.併 し,Yt1,,YiZ',…,】r"-1)な るn--1個 の 確 率辺 敷 の み を 考 へ,n-1

次 の 行 列 式R。-1=1ri,kl(i,k=1,2,…,n-1)を つ く るな らば,R。-1≠0で あ るか も知れ ない とや

ふ 希 望は あ る.實 際 計 算 して み る と確 か に そ うな つて ゐ る.

(d)各Y(i)D分 布 は,二 項 分布 の それ で あ るが,大 数の 法則 に依 つで(委 しく悟 へ ば 中 心 痙 限

定 理 に依 っ七)わ か る様ic,Ⅳ が充 分 大 き く,且 つP,,qiの 何れ も余 り0に 近 くな い とすれ ば,各

Yti)の 分 布 は,平 均 値0,標 準 偏 差/ハ 猟1一 ρ`)な る 正 規分 布 で近 似 的 にあ らは され る ・

以 上 の 考 察 に 依 り,(d)な る 事 項 が 成 立 す る もの と し,從 つ て,上 記 定 理 の 假 定(2。)は 満 足 され

て ゐ る もの とす る.そ して 上 記 定 理 をY(1),Y`Z',…,】 幽 一!)tlつい て 適 用 す る.そ れ 故,上 の 定 理 で

nはn-1と お い て 考 へ ね ば な らぬ 。 か く規 約 す る 限 り,瓦 一1≠0が い へ さへ すれ ば,上 記 定 理 を

応用し得 る 事 に な る.以 下R,、-1≠0を証明 し,尚 進 ん で 上 蓮のPearsonのX;が 践 §4で 與 へ た

xZと 一 致 す る事 を 示 さ う.

Pearson,K,{1]に 從 ひ,P,=sin2B.,(k・=1,2,・ ・、"-1)な る変 換 を 行ふ と,rtit==・-tanβiinBk

(i≠k)と な る.そ こ で,次 の様な 計 算 を行 ふ.簡 潔 の た めR.-1をRと か き,そ の が 行 列 を .Ri…

とか く.



同様に して

そこで今

とお くと

と な ろ 事 が オ・寿か る.

淺 ろ と こ ろ は ノ寿1.,.,.tk=1,2,・L・,n--1を 求 め る 事 で あ ろ.行yll式 論 か ら 容 易に わ か る 様 に

を 得 る.こ れ か ら{3.21)を 使 つ て

然 るに

とな る か ら

か くの 如 く して 一 般 に

を 得 ろ.



即 ち ・ 吾 々が さ きに 得たxz(U・ §4・[1・2]参 照)に 外 な らず ・その 分 布 が亦 ゴ 分 布 で 與 へ られ る 事

に対して も,以 上 に よ り別 誼 明が 與 へ られ た こ とに な る.・

(B)複 合 假 説の 場 合 既 に 蓮 べ た 如 く,複 合 假説(そ うい ふ 言 葉 は 當 時 未 だ なか つ た)の 場 合 の

議 論は 間違 ひが あつ た.次 節 以 下 は,結 局 そ の 問 題 の奈 邊 に あ る か を 突 き止 め,且 つ,こ れ に 代 る

べ き もの を 求 め る 事 に その 目的 が あ る と言 つ て も過 言 で ない.

る11.ShepPardのXnPearson,K.[1]は,上 述 の 研 究に 於 いて,z2分 布 を 導 入 した の で あ

るが,複 合 假 説の 場 合 に 於い て 重大 な 誤 謬 を した ・ それ は,吾 々の 用 語 で、《へ ば,xlの 場 合 も, .そ

の 分 布 は,F,、-1(xDで 與 へ られ る と した 所 に あ る.そ の 誤 謬 の根拠 を,正 確 に 示 した 鐵に 於"て も

Sheppard[1]の 研 究 は 極 めて 重要 であ る.用 語等 は,現 在の 方 式 に か へ て,今 それ を紹 介 して 見

よ う.・ ＼

(1。)Sheppardの 導 入 したX'2を 説 明 す る.今 假説 と して,採 用 され る もの は確率 事 象 系Cで

あ つ て,mi=Arpi(i=1,2,…,n)と お く.Cはk個 の 未定 のparametersを 含む もの であ るが,今

そ の 銀 設的(hypotheticaDな 値 と して,θ,,θ2,…,θkを とる もの と し,從 つ て

な りとす る.勿 論"〉 ゐ な り とす る.上 式 を解い て

が 得 られ る もの と す る.從 つ て

な ろ闘 係が あ る.但 し,鼓 で 注 意 す べ き事 は,上 式(3.31)は,如 何 な るMl,㎝2,…,m,、 を もつ て

來 て も威 立 す る とい ふ の では ない.(3.29)及 び(3.30)が 域 立 すれ ば,(3.31)が 成 立 つ とい ふ に 過 ぎ

ない.

以 下,各G。,各 孟,從 つ て 各9iな る 函 数の 形 式 は 既 知 で あ る と して 議 論 を 進 める.

今,實 験 値 と して,(Ml,㎝2,…,鋭 。)を得 た とす る.そ して推 定 値@1,nz,…,n,、)を 求 め るの に



上 式 を 用ゐ て 次 の 如 く計 算 した と す る.即 ち,上 蓮 の 既 知 の 函 数Gaを 使 用 す る 事 に よ り,賀 験 値

(1111,M2,・.・,㎝:4)をそれ に 入れ て

が得られる.こ の θ。を用ゐて,次 に上述の既知の函敦 五を使ひ,

に 依 つ て,ni(ゴ=1,2,…,n)を き め る.

鼓 に,{π,},{鵬},{湧`}は 一 般 に 相異 る もの で あ る.吾 々 は次 の 如 く 置 く.

G.,f`,9iは 何 れ も連続 的 に微 分 可 能 な 函 数 と し,且 つ,ε`は 極 め て 小 であ る と して,

從つて,0項 を捨てて考へれば,近 似的に

な る 關 係 が 域 立っ.・

それ故、茲 に 重要 な 關 係 と して ・ ρ1・P2・… ・ρkの 間 に は 一 次 的 な 嗣 係 式 が 成 立 つ と云 ふ 事 が 分 か

る.事 實

な る α個 の 關 係 式が 成 立 つ.

複 合仮説 の 場 合,励`¢ 巳1,2,…,n)は 表 面 に 表 はれ ない.從 ρ て,ε λ(λ==1,2,…,k)は 未 知 で

ある。 吾 々の 利 用 し得 べきも の は ρ、(a…,2,…,k)で あ 駈 さて ・淋(3.34Zで定義 され,・ ・一一

簡 一励λ で あ る.涜 λは 未 知の 数 で あ るが,"蓼 λは 既 知 の 数 であ る.・ しか も　 に対応 す る 確率変

数 は1レPlo.)で あ る(§9参 照)か ら,溜 λ一茄 λに対応 す る 即 ち εxに対応 す る 確 率変数 は1レf`λ}一施

で あ る ・即 ち εxに対応 す る確率変数 を　 .とか け ば,Eλ=M`i)-mλ で あ る.從 つ て(3.06)式 に

依 り,ρMζ対応 す る確率変数 ρλも考 へ られ る.Ex(1=1,2,…,n)の平 均 値 ・標 準 偏 差,並びの

EAEp(λ,Pt=・1,2,…,h,λ ・bpt)の 平 均 値 は,単 純仮 説 の 場 合 の 所 論 に よ り既知 であ るか ら,そ れ ら

左 利 用 すれ ば,(3.36)式 に よ り ρλ(λ=1,2∴ ・・,n)に 關 して も,そ れ ら 各 々の 平 均 値 ・標 準偏 差 ρλ

PPの平 均 値 等 も計 算出 來 る.勿 論 これ は(3.306)式 の 係数 が既知 と假 定 して の 事 であ る.単純假説

の 場 合lcifべ た 如 く,Eλ(R=1,2,…,n)の 各 々は 正規 型 分 布 であ る.計それ 故(3.36)式 で定 義 され

た ρλ(λ=1,2,…,k)も 亦 正 規 型 分 布 であ る.そ れ 故(ρ1,ρ2,…,ρ 、、)のn次 元空 間 に 於け る分 布 曲

面 もわ か るわ け で あ ら う.こ 、迄 は,誠 こ都 合 よ く行 つ て 居 るわ け で あ る.そ れ では,す ぐ上記 定

理 を適 用 出來 ろか と云 ふ に,茲 に 致 命的 な 支障 が あ る.そ れ は,(3.37)な る關 係 式 が あ るか ら して
L



ρλ(λ==1,2,…,2;)か らR,、 をつ くる な らば,R,、=Oと な つ て,定 理 の 假 定 を満足 しな い の で あ る.

そ こ で,如 何 に すれ ば よい か とい ふ1こ,ρ λ(λ=1,2,…,n)枳 互 周 に は,ゐ 個 の 關 係 が あ る か ら,

か ゝる 一 次 的 な 關 係の な い"覗 個 の ρ鳶の 一 次 形 式 を以つ て お きか へ れ ば よい.今 か ゝる もの を薪

lcρ!,ρ:,,…,ρ.-kと 名付 け る 事 に す る.こ れ に 依つ て 一 般 性 を失 は ない.然 る後 に 於い て,吾 々は

次 の 如 き γβを導 入 す る.

但 し,θ り は 次 の 如 く決 定 され る もの で あ る.即 ち ρλ(R=1,2,…,n-k)に 就 い て,こ れ を 確 率 墾

数 とみ て,そ の 標 準 偏 差 並 び に 相 互 間の 相 關係 数 を 上 記 定 理 に 於 け るY'i》 に 於 け る 如 く計 算 して

'其虚 に 於け るE
、計t,の如 く計 算 す る.換 言 すれ ば

とお い て ・.R=llri・Hlな るn-k次 の 行 列 を つ くる と}Rl'¥Oで あ るか ら ・ その 逆 行 列 が 考 へ られ

る.逆 行 列R-i・,・ilθi・ゴllとした わ け で あ る.以 止 の 如 く して,定 理の 條 件 が悉 く満足 され た 事 に な

り,依 つ て定 理 が応 用 され る 事 に な る の であ る.

Sheppard[1]の 上 蓮 の 講 論 に対 して,二 三の 注 意 と批 判 とを 述 べ て 置 か う.1

(α)Zβ=研 」ρ助 な る式 を 用 ゐ た が,こ れ は 既 に 述 べ た 如 く,(3・36)な る 式か ら導 き出 した もの'

であ る.θ 。を求 め る 式 と して は,他 に も 可 能 で あ ら う.然 らば,そ れ は 如 何 な る もの で あ れ ば 充

分か.つ ま り既述 の 議 論 に 於い て,吾 々が 使 用 して ゐ る 事 は何 か とい ふ 問題 で あ るが,推 定 理 論 の

用 語 で云 へ ば,COnSiStentStatiStiCSで あ る事 が 充 分 條 件 で あ る と答 へ 得 る.換 言 すれ ば 鼓 にHi,

琵,…,17』 な る 函 数 が あつ て.

は,試 料 の 数1Vが 限 りな く増 加 す る と き,正 しい 値 θ。に 法 則収斂 す る.し か も/万(ee-e。,は

平 均 値0,標 準 偏 差 有 限 確 定 な る正 規 分 布 に 法 則 牧 飲 す る もの で あ る こ と,即 ちH、 がOeのco飯

SiStentStatisticsで あ る 事 が 充 分 條 件 で あ る.G、 も,'勿 論,そ う した 性 質 を もつ.し か し,何 も

G。 に 限 つた わけ で は ない.Ga(α=1,2,…,k)か ら ρi(i=1,2,…,n)を 導 き,8bj(i,ゴ=1,2,…,

it.-k)を つ くつ た と 全 く 同様 な 方 法 に依 り,He(a=1,2,…,k)か ら φi(∫=1,2,…,n)を 導 き,

cr""(4ブ=1,2,…,n二k)を つ くる 事 が出 來 よ う.G。 と πポとが 達 つ て 居 れ ば,角 と φi,θ り と

oi・3とは 相 異 る で あ ら う.然 る に茲 にSheppard[1]に 依21,著 しい 結 果 が 誰 明 され て ゐ る ・即 ち

θi・jPSj=¢i・jgsi96i.といふ 事 で あ る.・,、

(b)ShepPard[1]の 上 蓮の 研 究 に 依 り,k個 のP牢ametersを ば 試料 か ら推 定 す る な らば,Xn

に対する 分 布 法 則 は,F,,-L.1(til>を 以 つ て す べ き事 が 解 つ た わ け で,こ れ はYule口]の 實 験 に 翁

して,叉Fisher,R.A.[1]の 議論 に対して,或 程 度 迄,根拠 を 與 へ た る の とい は なけ れ ば な らぬ.

(c)Sheppard[1]の 上述 の 研 究 は,そ の 数理 上 に は何 の欠點 もな い が,統 計 學の 理 論 と して は

不 傭の點 が あ る.と 云 ふ の は,(3。36)な る 式 で ελの 係 数 に な る



の数 値 が 定 め られ て ゐ る こ と,叉E{ExEp},a{Eλ}と か の 値 が 分 つ て ゐ ろ 事が 前 提 され て,始 め

て θi・」が 計 算 出來 る.然 る に これ らの 値 は,θG(α=1,2,…,k),峨(h=1,2,…,")の 値 を知 つて

居 る場 合 に 於 て の み正 確 に 與へ うる.然 る に,複 合假説 の場 合 に は,・σ。,砺 は 與へ られ た 数 値 と

は 考へ な いの で あ る.ShepPard[1]は,こ れ らに対 して 最 確 値(mostprobablevalue)を 與 へれ

ば 良 い と云 つ て ゐ るが、 實 用上 は,そ れ で 相當 結 果 を得 よ うが,然 し,上述 の 理 論 とは,論 理 的 に

は蓮 つ た もの であ る.即 ち 最 確 値 とは 何 か と云 ふ 議 論が 起 る.そ れ は 推 定 の 問 題 を 含む 事 に な る か

ら で あ る.要 す るに,未 知 の数 値 を 既 知 の 如 く取 扱 つた 上 で の 議 論 で あ る.併 し,実 際 上,全 然 無

債 値 と云 ふわ け で は な い.

Sheppard[1]の 研 究 で,理 論 的 に 最 も重要 な點 は 以 上 に 蓋 きて居 る と 思 ふが,尚 特 筆 すべ き結

果 も寡 くない.茲 で は,次 の 二 つ だ け を 學 げ て 置 か う.

(d)實 験的 な 研 究 と して,平 均 値=2/3,標 準 偏差=20/3な る 正 規 分 布 の 母 集團 ををつく り.こ れ

か ら大 き さ30萬 の 任 意 試 料 をつ くつ た.即 ち,手 當 り次 第 勝 手 に(atrandom)30萬 回,'抜 取 りを

行 つ た と同 じわ け で あ る.今(-co,CQ)に対 して,ao=-QO,aim-6.α2旨 ・-2,a3sl,a3==4,α5

=8,・a6=。 。 と して ,(Xi,Xi+D(」 盟 α …,5)な る6区 間 に分 け て,こ れ らの区間 に 入 つ た 個数 を 記

録 した とこ ろ,累 積分 布 で 云 ふ と,

(3.42)47494,103459,155641,207099,259240,300000

そ こ で 問 題 は,平均 値,標 準 偏 差 が 夫 々2/3s20/3と 、・ふ こ と を 知 らtzv・ もの と して,こ れ らを

(3.42)か ら推 定 し,次 い で,か く推 定 して 得 た 平 均 値m,標 準 偏 差 σ を 用ゐ て,n…,th,一 一・・intsを

計 算 す る.そ して,ρ,θ 等 を計 算 す る.

平 均 値,標 準 偏 差 の 推 定 法 に は,第 三 例 で述 べ た 如 くい ろい ろ あ る.

(i)(3.42)の うち,as,agの み を 用ゐ て 推 定 した 場 合

コピ2=5.22941009,P=0;155749(3
.43)

・養=14
.991604,P=0.001824(自 由度3)

(ii)(3.42)の う ち,α ユ,alの み を 用 ゐ て 推 定 した 場 合

フピ2=5.23041587,P臥==0ユ55◎82

(3・44)爵
一 、4.98679、,P-o.。 。1824(舳 度3)

(iii)平 均 値,標 準 偏 差 を最 尤 法(MethOdofMaximumLikelihood)で 推 定 した 場 合

(3.45)㎝=・().6765899206,a=6.6695000707

但 し,こ れ を得 る に は 近 似 方 法 を 三 度 繰 返 した 由で あ る.こ れ に 就い て は

(3・46)矯=5.220136,P=・ ・0.156369(自 由度3)

とな る.

(iv)以 上(i>一(iii)の 結 果 が 何 を意 味 す る か を説 明 して 置か う.



Ll。)①,(ii)でzp・la志,從 つ てP同 志 が 殆 ん ど相 等 しい 事 に 注 意 しなけ れ ば な らぬ.此 の 事 は

(a)の 理 論的 結 果 を,實 験 的 に 示 した もの と もい ふ べ き もの であ る.α5と α6と を 用 ゐ て,㎝,σ を

推 定 す る 方法 は,cOnSiStentなeStimateで あ る.a1と α2と を 用 ゐ る もの も亦 然 りであ る.老 れ

故,(a)結 果 に よ り,試 敷の 大 さ30萬 な る 今の 場 合,(i),(ii)のxp・ 同志 が,從 つ てP同 志 が 相 等

しい 事 は,理 論か ら も當 然 であ つ て,_ζ れ が 實 際 に 示 され た わ け で あ る.

(2。)(i),(ii)に 於い て,z曇 は 好 に 比 して 著 し く大 き く,Pと して は,Fisher,R.A.[1]の 注 意

1こ俵 り自 由度3と すれ ば,そ の 値 極 めて 小 であ る.こ の 事 は,(1。)と対応 させ て 考へ る と き何 を意

味 す る か,こ れ に 關 して は,次 の §に 於 い て,R.A.Fisherの 理 論 に よ り判 明す る と想ふ.要 鐵 を

いふ と,(i)叉 は(ii)の 推 定 方 法 は,面ciencyが1で な い とい ふ 事 に 起 因 す る.価)の 推 定 方法

はefficiencyが1で あ つ て,こ の 推 定 方法 に 依 つ て鴇 た るZ葦 が,(i),(ii》 のznと 大 差の ない 事 は

誠 に注 目すべ き貴 重 な 實 験 事 實 とい は ねば な らな い.

(e)(mxn)ContingencyTableの 場 合 に は,PearsonのXiはShepPard¢2n・ と一 致 す る.

§12.R・A・Fisherの 理 論Uttc§9で 述 べた 如 く,Fisher,R.A.[3]の 業 績 は,適 合 度 検 査 法

に 於 い て,そ れ 迄Pearson,K.[1]以 來 世人 が 犯 して 來 た 誤 謬 を 是正 して,正 しい 自 由度 を導 入 し

た點 で 重要 な もの であ るが,同 氏の 推 定の 理 論 に 依つ て,更 に 深 い 根 底 に 立 脚 して,オ を考 察 す

る事 が出 來 る..一'ceR.A.Fisherの 所 論 は,往 々に して,途 中の 理 路 を 省 略 して 結 果の み を掲 げ

た り,或 は 論證 極 めて簡単 であ つ て,補 捉 に 容 易で ない.併 し同 氏 の 考 察が 極 めて 深 い もの で あ る

事,近 代 に 於け る数 理 統 計 學猛 達 に寄 與 した 最 も有 能 な統 計 學 者 め 二 人 で あ る 事 は,何 人 と 難 もこ

れ を 認 め る所 と思ふ.鼓 で は,xiに 關 す る 同 氏の 理 論 の 要點 を簡単 に 紹 介 して 置か う.同氏の こ の

理 論 は 更 に 究 明 すべ き余 地 が 残 され て ゐ る と思 は れ る.

Fisher,R.A.[3]の 研 究 に 引 用 され る もの は,Brownlee[1]め 實 験 で あ る.Brownlee[1]は

doin-tossingを 行 ひ,32組 の 試 料 をつくつ た.但 し,各 試 料 は 何 れ も夫 々256個 の 観 測 か らな つ て
＼

ゐ る.各 観測 結 果 は 五 種 に 分か れ る.即 ち4個 の 貨 幣 をな げ た 結 果 が,一 つの観 測 結 果 を な す の で

あ つ て,從 つ て,(a)4個 共 に 表 の 場 合,(b)3個 表1個 寒 の場 合,C2個 表2個 裏 の 場 合,(d)

3個 裏1個 表の 場 合,(e)4個 共 に 裏の 場 合,以 上 の5通 りの 場 合 が あ る.さ て う註 で 種 々の 統 計 的
も

假 読 を提 出 し,そ の夫 々に つ い て,X2乃 至　 等 の 分 布 を 調べ たの で あ る.`

d先 づ 鵬ap・i・ ・iな假説を 設 け る・即 ち 上 述の5つ の 場 合ρ起り 得べ き確率をを夫 々 ・P・・P・…

P。,Pd,P。 と して,こ れ は(1!2+1/2)1の 展 開 か ら求 ま る もの とす る.即 ちP.=Pa=(112)～P。=Pb

tt
=4×(1/2)`,P%=6・ ×(112)s一 而 して256P。=th。,256P,=256Pb=rk。 ・=rk。,256P4=rk.と す る ・

これ は 勿 論,単純仮説 の 場 合 であ る.一 組 の 試 料 に対して,一 つ の 頭 が き ま る.(各 組 共,試 料の

大 き さ Ⅳ と256)試 料 は 全 部 で32組 あ る か ら,32個 めzzが 得 られ る.

、(ii)次 に 表め 出 る 確 率 を1/2+η,從 つ て 裏の 出 る確率 を1/2一 η と し,こ の ηは,各 「試 料 毎に

夫 々推 定 され た 値 を と る と す る.そ の 推 定 法 と して は,該 試 料 に て,(a),(b),(C),(d),(e)に 属 す る

もの の 数 を 夫 々,α,β,γ,δ,ε と す れ ば



を 考 へ,こ のxlを 最 小 に す る 様 な η を と る といふ の で あ る.一 寸 見 る と大 愛 な式 だ が,求 め る η

と して は 近 似 的 に は

(3.48){6Q(ao.十 ε2)+6(β2+δ2)+γ2}η=24(o-d2)十3(δ2一 β2)

で 與 へ られ る 事 は 容 易に 分 か り,こ れ か ら簡単 に 求 ま る.が く して 求 めた ηに対して,ziを 計 算

す る.つ ま り,∋ の 函 数 と 考 へ た 場 合あxi最 小 値 を 計 算 した わ け で あ る.各 試 料 に対して 一 つ の

xiの 最 小 値 が夫 々あ ろ か ら,82組 の 試 料 で は,そ う した もの が32個 得 られ る 事 に な る.

(iii)最 後 に,一 つ の 方 法 と して,正 規 型 分 布の 適 用を 行ふ.但 し此 の 際,Sheppardの 補 正 を

第 二 家 の モ ー メ ン トに対して 施 す べ き もの とす る.こ の 場 合,全 愛 域(一 。。,。o)を如 何 様 に分 類 し

た か は 明 示 され て 居 らな い が,恐 ら くao=一 。。,ai=-1.5,a2=-O.5,a3=O.5,ai=・1.5,as==+。 。

と して「4さ,αi・1)¢=0,1,2,3,4)な る5個 の区 間 を 考へ た の で あ ら う・(i),《ii)と同様,各 試 新 毎

に 母 集 團 の 分 布 函 数のパ ラ メ ー タ ーを 推定 す る.こ の 場 合,正 規 型 分 布 が 母 集團 の 分 布 函 数 だ か ら

平 均 値,標 準 偏差 の 推 定 値 を 各 試 料 毎 に 求 め る.各 試 料 に 於 い て,推 定 値{nh}(h='1,2,3,4)を つ

く り,從 つて、　 をつ くる ・ か く して32個 の 耽 う る ・ 計.

Bwoenlee[1]の 計 算 結 果 を第 三 表 に 示 す.

第 三 表 の 第5列(n=4),第6列(n=3)は 自

由度 が 夫 々4,3な る と きのxzの 確 率 分 布 に

32を か け た もの で あ る.

第 三 表 を見 る に,次 の 事 が 分 か る.(1。).(i)
計

の 場 合 の 結 果(第 三k,第2列)は 第5列 の 分

布 とよ く似 て ゐ る.(2).(ii)の 結 果（第三 表,第3列)は 第6列 の 分 布 とよ く似 て ゐ る.然 し第5列

b分 布 とは 著 し く違 つ て ゐ る.(3・).こ の 場 合 に対 してBrownleeな 次 の様 に云 つ て ゐ る.Fisher,

R・A-[1]流 にい へ ば,自 由度 は 二 つ 引か ね ば な らぬ.つ ま りn=2の 場 合 と比 較 され ね ば な らぬ

と云 ふ こ とに な ら う.然 し,(iii)な る 分 布 を見 る と,そ れ は 寧 ろ,第5列(n=4)の場 合 に 近 い と

言 は ね ば な らぬ ・ それ 故"IprobablymlsunderstandMr.FisheruponthisPOint"と 結 ん で

居 る.・'・

似 王 の 計 算 報 告 並 び に その 解釈 に対 して,如 何 な る 批 判 が,Fisherの 推 定 法 の 理 論 か ら な され

るか を述 べ よ う(Fisher,R.A.〔3コ 参 照).

先 づ,Brownleeの 結 果 の うち(1。),(2。)な る もの は,從 來 の 理 論 を裏 書 す る もの で あ つ て,差

當 り問題 は ない ・一 但 し茲 に 注 意 して 置 い た の は,(1。),(2。),(3。)何 れ の 解釈 に 於 て も
,分 布 函数

の 比 較 が 問 題 で あ つ て,そ れ こ そ,ズ の応 用 さるべ き場 合 で あ る .単純 假 説の 場 合 のz2分 布 の 理



論は 安 當 な りと假 定 しての 議 論 でな い と 循 環 論 に 陥 ろ.尚 遺 憾 な の は,そ う云 ふ 目的 か ら み る と,

試 料の 組 数N==32が も う少 し大 で あ つ て 欲 しかつ た と思 ふ.併 し要 す るに 説 明例 と して,大 目に

見 て お くこ とに す る.一 問 題 は,(3。)の 所 論 であ る.即 ち,こ の 場 合 に は,在 來 の 理 論 と 一致 しな

い 様 であ る.そ ζ で問 題 は,か ゝる ズ の 分 布 を如 何 に解釈 す る か で あ る.、

2Zi・・ §9で 蓮 べ た 如 く(糊 は §11・12響 へ る)・ γ1の分 布ic關 しては ・ 自由度 の とり方 が単

純假説 の 場 合 と 遠 ふ の で あ るが,そ の 分 布函数 は,要 す る にX3分 布 に な る 事が 知 られ て ゐ る と述

べた.(3。)の 結 果 は これ に 違 背 す る もの で あ る.か ゝる もの は 線 稻 してXiのabnormaldistribu・

tionと 云 ふ べ き もの で あ ら う.か ゝる もの は 如 何 に して 起 る か.こ れ に対 して,Fisher,R.A.[3]

は三 通 りゐ 理 由 を挙 げ て 居 る.

(A)塗 定せんとする假論が,事 實に於いて,眞 ならざるとき・Brownlee口]の 上の例では母集

團の分布は,上 述5組 では1,4,6,4,1の 割合でおこるべ きもの或はこれに近かるべきもの と想像

される.そ の様な分布は,等 間隔に分割した小匪問に対する 正規分布の値からは得られない.(iii)

なる假説は事實に於いて不域立即ち眞ならずと見倣される.zlの 分布に關する在來の結果は,假 説

が眞なりとしての分布であるから・か るゝ結果 を生じて も・毫 もこれを怪 しむには及耳ない

(B)推 定 方 法がInconsistentで あ る場 合,即 ちConsistentで ない 場 合.假 令,當 面 の 彼 説が

眞で あ つ て も,該假説 を 規 定(specify)す べ きparametersを 推 定 す る に 當 つ て,そ の 推 定 方 法

(methodofestimation)がconsistent・ で なけ れ ば,そ う した 推 定 方法 に 依 つ てparametersを

'
きめ,次 いで 之 に依 り,理 論 値nl,nz,…,n;jを 導 い て 露 を つ くつ て も,z:の 示 す秀 布 ばabnor-

ma1に な る.鼓 に,推 定 方 法 がconsistentで あ る とい ふ 事の 意 味 は,試 料(sample)の 大 き さが

限 りな く大 き くな つた とす れ ば,該 推 定 法 に依 つ て 得 られ るparametersの 値 は,そ れ が 目 的 とす

る 各parameterの 正 しい 値 を 與 へ 得 る といふ こ とで あ る.(嚴 密 な 定 義 に 關 して は,古 屋,推 定 の

問題,本 誌 本 號 所 載 に 譲 る)上 蓮(iii)の 場 合 そ こ で 掲 げ た5組 の 各 々 に入 るべ き確 率 は,夫 々

0.0668072,02417303,0.3829250,0.2417303,0.066eO72で あ る事 は,正 規 型 分 布の 表か ら容 易 に分

か る.そ こ で當 面 の 假 説が 眞 で あ る な らば,試 行の 回教 が 充 分 大 な る と き(即 ち,試 料の 大 さが 充

分 大 な る と き),各 組 に 入 る べ き個 数 即 ちMl,M2,…,m,、 は夫 々,上 の 五 つ の 数 字 に1Vを 掛 け た

もの に 近 くな る 筈 で あ る(大 数の 法則).Nが 限 りな く大 き くな る に從 つ て,mVⅣ が 釜 々上述 の 藪

に夫 々 近づ くのが 一 般 で あ る.そ れ 故 に,今,上 の 五 つ の 組 に 入 る 割 合 を,上 述 の 数字 に とれ ば,

ζれ は 正 しくNが 限 りな く大 き くな つ た と きの,各 組 に 入 る べ き個数 の 比 をあ らは す もみ で あ る.

それ 故,用 ふ る 推 定 法 に して 若 しconsistentな もの で あ る な らば,m,aに つ い て 正 しい 値,即 ち

夫 々0,1な る値 を 與へ なけ れ ば な らぬ.然 るに 後 者 σに 關 して は,Brownleeの 方 法 で は0.934585

で あ つ て1に な らぬ.即 ち推 定 方法 がinconsistentで あ つ た.

(C)推 定 方 法のEfhcienとyが1で な い 場 合.推 定 方法 のEffiencyに 關 して ぱ1古 屋.前 掲 報

告 参 照.

Fisher,R.A.[3コ は,(i).更 に 進 ん で,最 小zi法 に依 り(或 る場 合 に),e伍ciency1な る 推 定 法

に 到 達 出 來 る 事 を 示 した.(ii).最 小xlの 從 ふ 分 布 函数 が,自 由度n-k-1な る ジ 分 布 な る事 を



証明 した.尚efficiency1な らざ る場 合 に 闘 して も論 じて ゐ る.(i)に 就 い て は,次 の §13で これ

にFisher,R.A.[3]よ り も詳 細 に 説 明 を 加 へ よ う・.(ii)に 就 い て は,氏 の 講 論 は尚 論 究の 飴 地 が

あ る.§14に 述 べ るNeyman-Pearsonの 理 論 は,(ii)に対する 一 つの 再 検 討 と も見 られ よ う.

§!3.最 尤法 と最 小Zl法 推 定 法の 理 論の 立場 か ら,複 合 假 説 に 於 け る 適 合 度 検 査 の 問 題 を 説

明 しよ う.

吾 々 は 先 づP`=f,(e,,θ2,…,θ,)(f31,2,…,n)な るcelldistributionを 示す 母 集團 を 考 へ るの

で あ るが,各 θ,從つ て 各 ρ、な る もの は 指 定 しな い 形 式 で 問 題 を 論 じ よ うと す る の で あ る.鼓 に

實 験値 と して(Ml,m:,…,m,i)な るceUfrequenciesを 得 た とす る.こ れ に 基 い て,各O。 の 推 定

値 θ.を 求 め るの で あ るか ら'.

(3.49)',σa=He(Ml,M2,…,m滋)(a=1,2,・ 。・,n}

と な り,か く して 第i番 目の 個 所 に 入 る べ きniは

とな る.、

§12で 述 べ たFisher,R.A.E3]の 研 究 に依 る とH。(a=1,2,…,n)の 選 び 方 と して は,即 ち1

定 方 法 と して は,e伍ciency1な る もの を 必 要 と し,若 し然 らざ る もの を 用ふ る な らば,zlはa董

normaldistributionを 示 す に 至 る.然 らば,こ の 場 合eMciency1の 推 定 法 は何 で あ るか.1Eil

推 定 法 の 理 論 を採 用 す る と,元 來ef直ciency1な る推 定 法 は 必 ず 存 在 す る もの で は な い が,相 當 一

般 な 場 合 に 於 い て 存 在 す る.そ して,efliciency1の 推 定 法 が 存在 す る な らば,か ゝる 推 定 法 は 顕

尤 法(MaximumLikelihoOdMethOd)に 依つ て 求 め られ る とい ふ 事 が 知 られ て ゐ る(古 屋,前 播

告11頁)・ 但 し,實 際の 計 算 め 手 数か ら云 ふ と.最 尤 法 に 依 る解 法 即 ち 最 尤解 は,必 ず し も便 稗

もの とは 言 へ な い 場 合 もあ る.'そ う した 場 合 に は,最 尤解 に 同 等 で,し か も計 算上 か ら見 て とか3

は 他 の 理 由か ら云 つ て 便 利 な もの を採 用 す る と云 ふ 事 に な る.換 言 ナれ ば,他 のeMciency1旗

推 定 法 を採 用 す る.こ れ は 試 料 の 大 き さ(今 の 場 合 Ⅳ を指 す)が 限 りな く大 に な る につ れ,最 尤鍵

に 限 りな く近 づ く.z… の 問 題 に 關 聯 して は,以 下 に 順 次 項 を 追 ふ て 設 明 す る様 に,最 尤法 よ り湿

小xl法 炉 便 利 であ る.

[1]複 合仮説 の 適 合 度検査 に 於 け る 最 尤 法先 づ 當 面 の 問題 で は,母 集團 は 一 定 の もの と考 へ「

居 る.繰 返 して 云 ふ が,一 定 で は あ る が,假 説 と して 問 題 に提 出 す る もの では,母 集 團 を規 定 す'

きPi,1Pz,…,P,,を 指 定 しない で 論 ず る の で あ る.だ か ら 問題 は,σt,e2,…,　 の 推 定 法Ha(α 司

2r…,k)の 決 定 であ る.そ の 一 つの 方 法 と して,假 りにH、(a=1,2,…,k)が 決 定 され た もの と1

て,從 つ て"`が既 知 の もの と して

を 考 へ れ ば,之 はcelldistributionsが(nl,n2,…,n .,)なる母 集 團 に つ い て の 尤 度 で あ る.(3.51)



は(3.50)を 使 ひ て 告 きか へ れ ば

であ り,問 題 は　 (α=1,2,…,k)な る 函 数 形 式 を き める 事 て物 る.そ の 一つ の 解 答 と し℃(3.52)

を 最大 に す る(θ!,θZ,…,ek)'i求 め る とい ふ 方法 が 考 へ られ る.そ れ に はlogLを 最 大 に す れ ば よ

い;そ れ で ∂logL/∂ θ。=0(a=1,2,…,k)な る 方 程 式 を立 る の であ るが,こ れ は

で與 へ られ る.こ れ を解 けば,そ の 解 を(θ1,θ1,…,ODと 置 くと き,こ れ を 最 尤解 とい ふ.こ れ は

(3.53)か ら 明 らか な様 にMl,mz,…,m,、 の 函 数 であ る.即 ち

こ れ を 使 ひ て.n!=Nfi(θ1,θ1,…,02.)(ゴ=1,2,…,n)が 決 定 され る.そ して 一 つ の 特 別 な 爵 と して

を論 ず ぺ き事 も理 論 的 に は 考 へ られ よ う.だ が,こ れ は 實 際に は余 り使 用 しない ・その 理 由に就い

て は,以 下 の 項 で説 明 す る.

[2]最 小 オ 法 蝕 で は,(e,,θ2,…,θDの 推 定 方 法 と して,婿 を 最 小 に す る値(eユ',θ2～…,θk')を

と る.即 ち

即ち

を 解 くの で あ る.か く して 得 ら れ た 値 θ。,(α=1,2,…,k)は(M1,Mz,…,nl;a)に 關 係 す る か ら

の 形 に か け る.こ れ を 基 に してn!=Nfi(θ,',θz',…,e,、')(ゴ=1,2,…,n)を 計 算 ず る.こ れ に対応 す

るzlをZ{と す る.即 ち

と な る.こ の 方 法 をNeyman-Pearson[1]は 最 小x{(minimumzDと 構 した が,以 上 の 如 く考 ふ

る 限 り,最 小xiとい ふ ぺ きで,そ の 値 が 即 ちxiで あ る とい ふ べ き で あ ら う.言 葉 の 相 違 か も知 れ

ケ ・ない
。

[3コ 最 小Z三 法 と最 尤法 試 料 の 大 き さNが 限 りな く大 に な るに 從 ひ,(θ ∴ 傷',…,e・bξ(θ1,θ2,

…
,θDと は 限 りな く相 近 づ き,1Vが 無限 大IlcSa.る極 限 では両者 は 一 致 す る ・ それ 故 ・ そ う・した 極

限 に 於い て は,最 尤法 に 依 る 推 定 値(θ1,θP,,…,θ2)の もつ理 論 上の 特 性(例 へぱ,或 る條 件 の もと で



Efficiencyが1)と い ふ 事 もその まヽ,最 小 君 法 に依 る(θ1',θ2',…,Ok'〉に つ い て も成 立 つ もの と見

倣 し得 ろ場 合 もあ る.

上 記 の 事 實 は 次 の 如 く証明 され る.[1]に 依 り

で あ る.然 る に,(i)大 数 の 法 則 に よ り,Nが 限 りな く大 に な る と き,"iVN(委 し くい へ ば'〃`!1〉

に対応 す る 確 率変 数M〔it/1V)はfi(θ,,il2,…,σ,)に 法 則収斂 す ろ 事,(ii)最 尤 法 は 通 常 の 事 情 の も

と に 於い て は(精 し くは 古 屋,前 掲 論 文 参 照)の も と で はconsistentな 推 定 法 で あ る.媚=醍

(ln1,ln2,…,拡)に 於N・・て 各1;litz確 率変数M(`'が対応 す る か ら,硯 に も亦 勿 論 確 率変数 」艦(MΦ,

M'2',….M('t:)が対応 す る.そ れ で,fi(til,θ 墾,…,θ £)(委 レ く い へ ば こ れ に対応 す る確率変数 云(Hi

(M1',M(z,t…,M'u}),…,H2(M`1',M・ ・',…,M`・,,)(i冨1,2,…,n)カ{ノ1(e,,θ,,…,e,,)とい ふ 数1こ ハ1

が 限 り な く 大 に な る と き 法 則 牧 鉱 を す る 事,こ の(i)と(ii)と に 依 り,Nが 限 ザ な く犬 に な る と き,

〃nYN+f`(θ1,θ1,…,θ2.)(f・ 」1,2,…,n)は2f,(θ,,θ2,…,㊧(i=1,2,…,π)に 法 則収斂 す る.即 ち

(f呂1,2,…,n)は 何れ も常 数2に 法 則収 獄 す る.上 式(3.58)の 左邊 に2を か け て も勿 論0で あ る

が,2の 代 りに(3.59)を 掛 け るな らば,(3.58)の 左 邊 は

とな り,こ れ は Ⅳ が 限 りな く大 に な れ ば,(3.58)の 左 邊 に2を 掛 け た もの に 近 づ くか ら,0に 法 則

収斂す る ・之 に 依 つ て み る と,Nが 限 りな く大 に な る と,(3・552).巽 で 定 義 され る(θ1',θz',…,グ 、り

に 限 りな く近 づ く事 が わ か る.(証明 絡)

[4]xiは(θ1,02,…,θ ∂ の 函 数 と して のZ;の(最 小 値)で あ る.こ の 事 實 か ら してxiの 分 布 を

求 め る事 が 容 易 に な る.Fisher,RA[3]に その 議 論 が あ る.・ 、

§14.Neyman-Pearsonの 最 小Z法Fisher,R.A.[3]はX{の 分 布 を論 じた が,そ の 記 述 は

圧縮 され 過 ぎて 理 解 に 困 難 で あ る とな し,そ れ とは や 異ゝ る 立場 か ら,も つ と精 確 に,xlの 分 布 を

論 じた もの にNeyman-Pearson[1]の 研 究 が あ り,此 の 方 面 に 於 け る 理 論 的 研 究 と して,最 も重

要 で あ るの み な らず,同 論 文に発 表 され た 實 験 的 結 果 も,重 要 な もの で,YUIe[1]の 實 験 的 結 果

と共 に,該 理 論 を裏 書 す る もの と云 は ね ば な らぬ.

r[1]ziの 理 論 次 の簡単 な豫 備 定 理 を 使 用 す る.

豫 備 定 理(Neymanrpearson[1])n個 の 確 率変数X,,瓦,…,X,,が あ つ て,各 確 率変数 澱 が

夫 々或 る任 意 に 與 へ られ た 藪 簸 に 等 しい(k=1,2,…,11)と い ふ π個 の 事 象 が 同時 に 起 る とい ふ

事 象 の 確 率 密度 は,次 の 式 で 與5ら れ ろ もO'と す る.

但 し,Doは 常 数 で 且 つ



であ ろ,換 言 すれ ば,π 次 元空間 の 各點(Xl,x2,…,x、)に 剴 して 上 記(3.61)な る 確率 密 度 が対応 す

る とする.次 に,こ の"次 元空間 に 於い て,點Q;(ql,q2,…,q,,)は,次 のs個 め 平 面の 何 れ に も

載 つて 居 る もの とす る ・即 ち

但 し,鼓 にai,t(f二1,2,…,n;t=1,2,…,s)は 何 れ も 常 厳 と す る.且 つ こ のs個 の 一 次 形 式 は 一 次

的 に 雛 と す る.も.≧

點P:(Xl,x2,…,x,、)は,n次 元空間 の 任 意 の點 と し,次 の 如 くお く.

然 る と き,次 の 事が 成 立つ..

(i)任 意 に 與へ られ たPに対して,再 を 最小 に す る様 なQは 唯Lっ あ る.(こ れ を(?o=Q(P)

とお く・)、

(ii)Qを 任 意 に與 へ る と きPQ=tlに して,且 つ このQをQ(P)と す るが 如 きPの 軌 跡 は

π一3次 元の 或 る 球 であ り,PQ⊥OQ .

(iii)點P:(Xl,x2,…,x、1)に対応 す る確率変 数の 組 くXi,Xz,

…,瓦)即 ち確率 ベ ク トル をXと お き、"$.Q(P)に対応 す る 確

率 ベ ク トル をQ(X)と お く.然 る と きXQ(X)は 確 率 憂 教 で

あ る ・ これ をUと お くと ・或 る任 意 の 與 へ られた(ql・q2・ …・4,)

をぱQ(P)'と し,PQ(P)が(u,u+du)な る如 きPの 生 ず る 確

率 ・即 ち ・u<U<u+duな る 事 象 とQ(X)-Q(=(ql,の.…,q、 、)(所與))な る事 象 とが 同時 に 成

立つ 事象 の 起 る 確 率 は 次 の 式 で 與へ られ る.

翻 ① 蹴 い て ・(3.63)の 式 に 依 り,q1,q、,…,q.の う ち の 、個 例 へ ばq,,. .rl1,q,,、.e、,_tq,i●

を ば 珪 りの"-5個 即 ちql,qzs;一;,4,、 一,の 一 次 式 で 表 は して,こ れ を(4.64)のuの 右 邊 に 代 入 す る.

す る と,與 へられたpに対 してPQを最 小 に す る問 題 は



な ろ2卜s個 の 方程 式 を 解 く こ と で,こ れ か らql,q2,…,q,,一,が,一 意 的 に 夫 々決 定 され,從 つ て

q、、-s+1,…,q,、も夫 々 一 意 的 に 決 定 され る.

(ii)に 就 い て:Qを 與へ て 上 述 の 如 き 」Pを求 め る に は,PQ=uとい ふ 條 件か ら,Pは 瓢(?を

中 心 と す る 半径 πの(n-1)次 元 の 球 面 上 に あ ろ 事が わか り,且 つ,(3.66)な る 關 係 が なけ れ ば な

らぬ 故,結 局s-1次 元 の 球が 求 め るP黙 の 軌 跡 とな る.PQ⊥OQは(i)か ら 明 らか で あ る.

(iii)に 就い て:(ii)よ り明 らか であ る.

(iv>に 寿就 い て:

但 し,積 分 の 範囲Dqは(3.68)を 満 足 す る す べ て の(ql,q2,…,q.,)に 亙 らな け れ ば な ら ぬ.(iii)を

用ゐ る と,上 式 は

で あ る.こ れ は 明 らか に(vi)の 右 邊 の 如 き形 に 書 け る.

(V)に 就 い て:(iii)及 び(iv)か らわ か る事 はW=》/舟 に 封 癒 す る 確 率 度 敷 を 擢 とず る と

で あ る.と こ ろ が,Z富 び+研 で あ り,dudva=dudzz!wで あ る 事 に 注 意 すれ ば,(v)の 關 係 は

直 ち に 得 られ る.(証明3). .

さて,こ の 補 助 定 理 を,㌶ …に 如 何 に応用 す るか を述 べ よ う.そ れ に は,次 の様な 假 定 を 満 足 す る

もの と して 置 かね ば な らぬ.

(1。)確 率 事 象 系Cに対してN回 の独立 試 行 を行 ふ と き,換 言 すれ ば,各 組 に 入 る 個 数 の 平 均

値 が 玩=Nf,(e,,e,,…,Ok)('=1,2,…,n)で 定 義 され た 様 な 母 集團 に 野 して 任 意 試 料 抽 雌 を 行 ふ

と き,試 料 分 布 即 ちXi=(mi-rki)//死('呂1,2,…,n)と お い て(x!,Xz,…,鳥 」の 分 布 を 求 め る と

これ は,§10で 述 べ たPearso4,K.[1]の 場 合の 如 くあ た へ られ る・:

(2・)最 小xf法 で 決 定 され たn、t(f-1,之 …,n)に対して は,ζ 、魂'一 痂 、(a,2,_1")と 置 く.

叉 ε`=mi--rkiと 凄}く.撰 μち し

而 して 鼓 に,各 ζさは 峨 に 比 して 小 で あ つ て,分 母の　 `+ζ`を 茄、に お きか へ た もの の 分 布 を 論

ず れ ば,π{の 分 布 が 得 られ る とす る.

(3。)既 述 の 如 く,鵡=ハ 脆(θ1',θ,',…,θkノ)
.であり,尚 痂¢=雌(σ1,e,,…,⑳(α=1,2,…,n〕

で あ る.そ れ 故' 計!

か ら(θ1',θ2',…,θ の を消 去 す る 事 に す る と



な るk-1個 の 關 係 式が 存 在 す る ・今 各 ζ・(a=1・2・ … ・

n)は 何 れ も充 分 に 小 で,こ のk-1個 の 關 係 式は ・kニ1

個 の 一 次 式 で 置 きか へ 得 う もの と考 へ る ・そ して(3・74)

と併 せ て,々 個 の 一 訳 的 に独立 な 一 次 式 が 得 られ る も

の とす る.

以上 の(1Q)一(3。)の 假 定の も とに 於 い て,上 記 補 助

定理 を応用 しう る.即 ちZ=X,U=X,と し'"の 代 りに

n--1,sの 代 りにn-k-1と お くべ き で あ る・ す る と

或は,こ れらの式からして

とな る.3ζ

これらの結果から得られる重要な注意を蓮べて置か う.

(a)z2≧X{

(b)プ を與 へ られ た と き,こ れ に封 感 す るziの 平 均 値 は 次 の 式 で 與 へ られ る.

恥 ・Z「樹 す砺 の相関 は一時的 である・費 恥 られたと窒・これに対応 するxlia)分 布は"

Pears・nのTypeMto分 布 であ る ・
、

「 ・)zl娯 へ られ た と き ・ これに対応 す るxtの 分 布 は ・'P・?rs・nのTyp・lg1)分 布 で あV・xi'

に対するz2げ 相 關 は 一 次 的 で あ る ・
..・'・.・

熱 黙 璽 ・齢 痢 である'そこでX2との相関係数　は



〔2]zz及 び 婿 に 關 す る 試 料 抽 出實 験 前 述の 理 論 を,試 料抽 出實 験 を 行つ て,實 験 的 に も験 諮

した 結 果 が,寿Neyman.Pearson⊂1]に 掲 げ られ て 居 る..こ ・れ は貴 重な 結 果 であ るが 茲 で は 略 す る.

[3]尤 度 に 依 る 批判　 尤 慶 に 依 る 批 判(criterionoflikelihoOd)の 立 場 か ら,複 合 假説 の 場 合 に

於 け る適 合 度 の 問 題 を論 じて ゐ る.こ れ は,単純假説 の 場 合 にPxを 用 ゐた 考 へ 方(1,§3,[5〕 参

照)に対応 す る もの であ る.

今 〃個 の 個 所 に 關 す る 凡 ゆ る可 能 な 組 別分 布 を 考へ,そ の 全體 の 集合 を ρ とす る.検 査 しよ う

と す る假説 は,か ゝる2の う ち で 特 にn個 の 既 知 の 函 数fi('=1,2,…,π)を 用ゐ て,Pi=fi〈(]1,

tJz,…,θ,)(f=1,2,…,n)と して あ らは し得 る 様 な もの の 全體 を ω と す る.こ の 場 合,(δ1,θz,;・t ,

の の 値 は 指 定 して ゐ ない 形 式 で 考 へ て ゐ る の で あ る か ら,複 合假説 で あ る.・

そ こで,1,§3,[5]〈1.14)で 定義 した 五(Pi,A,…,P,,)を 想 起 し,ω の うち で これ を 最大 に す る

もの を 求 め,そ の 値 をL(ωm。 。)と 書 く事 に す る.(1.15)を も用 ゐ て,弐 の 如 き λiを導 入 す る.

但 し,蝕 に("1～ 〃ノ,…,〃ノ)は 如 何 に して 定 めた もの を 用 ゐた か と云 へ ば,そ れ は%`=ハ 弥=ハ 尻

くiji,O.!,…,S,,)(f=1盆 …,n)な る 形 で あ ら は され る(nl,n2,…,踏 、)bう ち で?λ1を 最大 に す る もの

であ る とい へ る.既 に 示 した 如 く,1Vが 充 分 大 であ り且つA ,Pz,…,ム 、が 何 れ も除 りに 小 で ない と

い ふ 條 件の も とで は,λiは 近 似 的 にexp{一 励'2}で 表 は され る.(II.§4,⊂2]の 護 論 を参 照)故 に

λユを 最 大 に す る(nl', 、n2',…,2z,!)は,zコ を 最小 に す る(nユ',n21,…,π ノ)に,近 似 的 に 等 しい.こ の

事 か ら,こ の 複 合 假 説 に対する λi=Constな る 閉 曲面(contours)の 群 は,xl・=Constltる 閉 曲面

の 群 に 近 似 的tz-.致 す る.1 、

幾何 學 的 に 言 へ ば 次 の 如 くに も表 は され る.組 別 分 布 が(A,P2,…,♪ 、t)なる 母 集團 を'n次 元空間

の 一一.yと して,そ の 座標 を(NP,,NP2,…,NP。)で 表 は す.實 験 事 實 を くMi,M2,…,M2t)と す る.す

る と λ2=Constは .r211次 元空間 に 於い て(Ml,7ilz,… ・m.・)なる點 を 中 心 とす る櫃 圓體 で あ る ・ さて

複 合假説 の 場 合 に は,一 つ の 母 集 團 換 言 すれ ば,上 述"次 元空間 の 一點 を 問 題 に す る の で は な く

して,1肱=蛎 ・〈θ,,θ,,…,勾(ゴ=1,2,…,")に て 任 意の(9,,(Jz,…,θ,)に 封 雁 す る様な 母 集團 の

集 合 が 問 題 であ る.か ゝる 個 々の 母 集 團 に 就 い て上 述 の 楕 圓體 をつ く り,そ のenve!opeを も とめ

れ ば,λi・Constな る 閉 曲面 と一 致 する で あ ら う.一

[4]xl計 の 分 布 に 關 して ・上 述 の 結 果 を ・ もつ と一 般 な條 件 の もとに 於い て証 明 出來る 事 がNey-

man・Pearson〔1]の 附 録 に あ る.

§15,自 由 度 の概 念,総 括 複 合 帳 説に 關 す る適 合 度 検 査 に 關 す る全 般的 な見 透 しは,既 に こ

れ を,.§9の 史的 回 顧 に 於 い て 與 へ た か ら,鼓 で は 繰 返 さな い.繰 返 し注 意 を 喚 起 して 置 きた い 事

は 自 由度(degreeoffreedom)の 概 念が,ど れ だ け の 役 割 を な して ゐ るか とい ふ 事 で あ る.極 く大

雑 把 に 言 つ て,複 合 假 説の 場 合,未 定の(從 つ てsampleか ら推 定 すべ き)parametersの個数 が

k個 であ れ ば,自 山度n--k-1な る分 布 を使 は な け れ ば な ら ぬ 事 は 誰 しも知 つ て ゐ る 事 で あ ら う.

然 し・ この 事 は 嚴 密 に 言 ふ と ・ §14で 述 べ るが 如 く 可rS.り 多 く
.の 條 件 の もと で 始 めて 主 張出 來 る



・!;であ つ て
,し か もそれ は,一 般の κ1に就 い て 言へ るの で な く して ・ziに 就 い て 言 へ る の に 過 ぎ

ない.勿 論 §13で 述 べ た 如 く,zlで な くと も,最 尤 法 に依 る推 定 法の 場 合 に も近似 的 に は 言 へ る ・

併 し,慣 用 され る モ ー メ ン ト法 に依 る推 定 方 法 に基 き,(nl,n2,…,n・1)を 計 算 してzlを つ くつ た 場

合 の 如 き もの に あ つ て は,該 推 定 法 のe伍ciencyが1で なけ れ ば,理 論 的 に は')自 由Egin--k--1な

る 分布 の 適 用 とい ふ 事 の 安 當 性 を保 讃 され ない それ に も係 らず ・その 安 當 性 を當 然 成 立つ もの の

如 く取 扱 つ て ゐ るの が 現 歌 で あ ら う.こ れ は,モ ーtメン ト法 に 依 る推 定 値 が,最 小 γ1法 に よる も

の に實 際 上 極 めて 良い 近 似 を 示 す こ とが 多 い とい ふ 事 情 に 由つ て,暗黙 裡 に許 され る に依 る もの で

あ る事 は.忘 れ て は な らぬ點 であ る.若 し將 來 この 方 面 の 理 論 を,更 に 縞 密 に す る 必要 が 起 る な ち

ば,も つ と一 般 の'立場 か らzlの 分 布 を 論 究 す る必 要 が あ る であ ら う・ 現 在 の と ころ 出來 て ゐ るの

は,xlの 分 布 に 過 ぎな い と 言 つ て も過 言 で は な く,他 の γ1で あつ て も,恰 もそれ をxlで あ る か

の 如 くに 取 扱 つ て,自 由度n-k-1な る ノ 分 布 を適 用 して ゐ ろの が 現状 であ る'と言 へ よ う ・

次 に,各 組 に 入 る 頻度 に 關 して は,'5以 上 た るべ き こ と と言 ふ 様 な 事 柄 に 關 して は ・ Ⅱ・§6の 注t

意が,こ の 場 合 に 於い て もあ て は ま る.若 し,組 の 頻 度が5に 達 せ ぬ もの が あ る な らば,組 の 合 併

(groupingofcells)を 行ふ 事 も,適 合 度 検 査 法の 常 識 であ る・ とこ ろ で ・ この 組 の 合 併 とい ふ 事

は,単 純仮説 の 場 合 に は何 等の 困 難 も惹 起 しな いが,複 合 假 説の 場 合 に は注 意 を肝 要 とす る點 が あ

ろ.先 づ 組 の 合 併 を 行 ひ.初 めn組 に あ り し もの をn-1組 に して ・ それ が 所 即)も の と し・ この

h_lpaの 舞度 か ら推 定 値 をつ く り,xi,,xi等 を このn-1組 に 蘭 して 行ふ のな らば,複 合假説 の 場

合 と 難 も,組 の 合 併 に 依 る 問題 は な".然 る に 實 際 に は.始 めのn組 か ら推 定 値 を計 算 し・か く し

て,n組 の 實 験 値 とn組 の 理 論 値 とを 比 較 す る 段 に 至 つ て,組 の 合 併 を行 ひn-1組 に しrF・ 諺 を

計 算 す る とい、ふ こ とを よ く行 ふの で あ る ・ か ゝる と き・自 由度n--1--k-1のX2分 布 に從 ふ とい'ふ

事 は う上述 の理 論か ら断 言 出 來 る 重 で は ない.こ の點 を指 摘 して,實 験 的 な 研 究を発 表 した もの に

Neyman-Pearson[2]が あ る.そ の 理 論 的解 明 は 残 され た 問題 であ る・

第 二 例 σ,§1前 出)こ の場 合 ば 確 か に 複 合仮 説 が 問題 で あ る.併 し、 こ の場 合 に対して ・xlの ・

理論を適用 す る事 は,理 論 上 困 難 で う る ・先 づ 上 勘 所 諏 依 り・組 の 合併を 行う必 要があり ・ 死

亡 者数0,1,2及 び3以 上の 四 組 に ま と め る 必要 が あ ら う・

次 に,parametersの 推 定 方 法 が 問 題 で あ る.Ltiders,R.(前 出,1,§1)に 依 れ ば ・Poisson(1)の

分 布 で は、h,P61ya-Eggenbergerの 分 布 で はh,d,Poisson(1,Ⅱ ・III)の 分 布 ではh1・h2・h3を 推

定 した の で あ るが,そ の 推 定 法 は,若 干 の 工夫 を加 へ たM・m・nt法 で ・ 通 常の もの と は ・第 一玖

のモ ーメ ント の 計 算 で は一 致 す るが1第 二 次 以 上 の モ ーPtン トに つ い て は 一 致 しな い.か ゝ楊 合

理 論 的 に は 當 然 該 推 定 法 のeffiCienCyが 問 題 に な る.以 上,自 由度,推 定 法 のethCienCyに 就 い

て の 問 題 に対して,解 決 が 與 へ られ な い な らば,xz分 布 の 適 用 は 理 論 的 に は保証 され な い と言 は ね

ば な らぬ.今 吾 々は,こ れ らの問題 を 回 避 して ・通 例 の 如 く無批判的 に 溜 分 布 を適用し た 結 果 を

参 考 の た め 掲げ て 置か う.'

aPo三ssonの 分 布(DXi=3.687,自 由度4--1・-1=2と す る と考 へ てP=O・30・'

(b)P61ya-Eggenbergerに 依 る 分 布hとdと,二 つparametersを 推 定 した.γi=0・197・ 自 出
転



度4-2-1;1と 考 へ て,P=O.91.

(c》PojSSon(1,Ⅱ 、Ⅲ)ゼ 依 る 分 布(Poisson(1,ILIII))の 分 布 とは,そ の 特 性 函 数が,exp{hi

(♂-1>+hSte・-1)+.k3(el・ 一・)}で 與へ られ る睡 筋 を指 す.從 つ て 三 個 のparanieter、 鵬 定

す る か らZ;=O.85.と ～=ろで 自 由度 は4-3-1=Oと 考 へ れ ばPは 定 義 出 來ltv・.

む ・す び

適合度楡査の 問題は,輩 純仮説 の場合と蓼合假説の場合とに分かれる.両者 を通じて,ズ 分布が

果す役割を説明 した.総 括的な事は,夫 々 §8及 び §15に 於いて,括 めて述べて置いた.適 合度

検査の方法 としては尚NeymanのSmoothTestや,Misesの ω・test等があるが,こ れらはxz・

.分 布を用ゐる ものではないか ら,便 宜上,全 然鵤れなかつた.上 述の方法は,こ れ らの方法と比較

する事に依 り,更 にその特性を明かに し得るであらう.然 しこれは他の機會に したい.
も

引 用 文 獣

 

(  1  ) Berkson, J. [11, Some ditEculties of interpretation encountered in the application of the chi-
        square test, Journ. Amer. Stat. Assoc., 33 (1938), 526-536. 

 (2) Bortkiewicz, Lv., [1], Das Helmertsche Verteilungsgesetz fiir -die Quadratsumme zufalliger 
        Beobachthngsfehler, Zeitschr. fur angew. Math. u. Mech., 2 (1922), 358-375. 

 (3) Bowley, A. L., and R. L. Connor [1], Tests of Correspondence between Statistical grouping 
        and Formulae, Economica, 7 (1923). 

 (4) Brownlee, J. [1], Some Experiments to Test the Theory of Goodness of Fit, Journ. Roy. Stat. 
        Soc. 87 (1924), 76-82. 

 ( 5 ) Camp, Burton H. [1], Further interpretations of the chi-square test, Journ. Amer. Stat. Assoc., 
       33 (1938), 537-542. 

-

 (6) Cochran, W. G. [1], The z2 distribution for the binomial and Poisson series, with small ex-

        pectations, Annals of Eugen., 7 (1936). 

 ( 7 )" Fisher, R. A. [1], On the Interpretation of Z' from Contingency Tables, and the Calculation 
        of P, bourn. Roy. Stat. Soc., 85 (1922), 87-94. 

 ( 8) Fisher, R. A. [2], The goodness of fit of regvission formulae, and the distribution of regres- 
      ..     •sion coefficients

, Journ. Roy. Stat. Soc., 85 (1922), 597-612. 

 ( 9) Fisher, R. A. [3], The conditions which r measures the discrepancy between observation and 
        hypothesis, Journ. Roy. Stat. SoC., 87 (1924), 442-449.t 

 (10) Fisher, R. A. [4], Theory of statistical estimation, Proc. 'Cambridge PhiL Soc., 22 (1925), 700 . 
         —725. 

 (11) "Fisher, R. A. [5], Statistical Tests of Agreement between Observation and Hypothesis (with 
       a note in reply by A: L. Bewley), Economica 7 (1923): 

 (12) Fisher, R. A. [6], Statistical Methods for Research Workers, Oliver & Boyd, Edinburgh, (1932), 
       Fourth Edition. 

 (13) Fiirth, It [1], Schwankungserscheinungen in der Physik, (1920), 

 (14) Griinerberg, H. and Haldane, J. B. S. [1], Test of goodness of fit applied to records of Men-
       delian segregation in mice, Biometrika 29 (1937), 144-153.



(15) Haldane, J. B. S.  [1], The Exact Value of Moments of the Distribution of z2, used as a Test 
       of Goodness of Fit, when Experimentations are small, Biometrika 29 (1937), 133-143 . 

(16) Haldane, J. B. S. [2], Correction to Formulae in Paper3 on the Moments of 7', Biometrika, 3 

      (1939), 220. 

(17) Hoel, Paul G. [1], On the Chi-square Distribution for Small Samples, Ann. of Math., Stat, 9 
       (1938), 158-165. 

(18) Irwin, J. 0. [1], Note on the x' Test for Goodness of Fit, Journ. Roy. Stat. Soc. 92 (1929), 
264—- 

(19) Neyman, J., and E. S. Pearson [1], On the Use and Interpretation of Certain Test Criteria 
       for Purposes of Statistical Inference, Biometrika 20 A (1928), 263-294 . 

(20) Neyman, J., and E. S. Pearson [2], Further Notes on the z' Distribution, Biometrika 2a (1931), 
       298-305. 

(21) Pearson, K. [1], On the Criterion that a Given System of Deviations from the Probable in 
       the case of a Correlated System of Variables in such that it can be reasonably supposed to 

       have arisen from Random Sampling, Phil. Mag., 50 (1900), 157-175. 
(22) Pearson, K. [2], Experimental Discussion of the Test for Goodness of Fit, Biometrika 24 

       (1932), 351-381. 

(23) Robinson, S. [1], An Experiment regarding the z' Test Ann. Math. Stats., 4 (1933), 285— 

(24) Sheppard, W. F. [1], The Fit of a Formula for Discrepant Observations, Phil. Trans., Series 
      A, 228 (1927), 115— 

(25) Wilson, E. B., Margaret M. M. Hilferty and H. C. Mahler [1], Goodness of fit, Journ. Amer. 
       Stats. Assoc., 26 (1931), 443-448. 

(26) Wilson, E. B. and M. M. Hilferty [1], The distribution of chi-square, Proc. Nat. Acad. Sci. U. 
       S. A. 17 (1931), 684-688. 

,(27) Yule, G. U. [1], On the Application of the z' Method to Association and Contingency Tables, 
       with Experimental Illustrations, Journ. Roy. Stat. Soc., 85 (1922), 95-104. 

(28) Yule, G. U. and M. G. Kendall [1] An Introduction to the Theory of Statistics, Edition 11 

      (1937).


