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Estimationの 問 題 に つ い て

曾 員 古 屋 茂(中 央航研)

(昭 和十六年七月十八日受理)

Estimationの 問 題は統計数 學に於け る重要 な問題の 一つであつて1920年 以 後発 達 して來た.そ

の理 論は主 と してR.A.Fisherに 負 ふ もの である.こ こで その大要 を紹介 しよう.こ の理論 の 出発

點は次の問題 である.

問題:Pケ の パ ラメー ター"21,M2,…,㎝Pを 含む確率 密度分布 ∫(x;"ll,M2,…smi,)が 與 へ られた

とする.こ の分布に 關 してn(≧P)回 の 観測 を行つて,偶,κ3,…,.r、 、)なる一組の値 一 之をsiZen

のsampleとibふ 一 を得た とき,こ の 観測結果 よ り未知常 数 〃z1,…,Ml,を 如何 に定 めるべ きか?

(11Zl,…,〃 を観測 結果(Xl,…,x,、)の 函数 と して 定 める方法は 種 々あ り,そ れ等 は各ゝ の 立場に

於て夫 々の意 味を もつ もの であるが,以 下に於て確率 論 的に この問題が如何に取扱はれ るか,叉 未

知常数 を如何 に定 めるのが妥 當 であ るか を設 明 しよ う.

先 づ 注意 すべ きこ とは,Ml,….nll,は 各e一 つの 値 一 それが 未知であるが 一 をとるの であつ

て,種 々の 値 を夫 々の確率 で とるの ではない こ とであ る.從 つて所 謂aposterioriの 確 率 を與へる

Bayessの 定理 をそのま ゝ使 用するこ とは 出來 ない..

以 下1に 於ては パ ラメー ターの値 を一 ケの値に よつて 推 定す る方 法を述べ,IIに 於て は区間 に

よつて パ ラメ一 ターの値 を推定 する方法 を蓮べ る.

L一 ケ の値 に よ る推 定 法

sample(Xl,…,Xt,)に 於 て 各Xiは,そ の 確 率 密 度 分 布 と してf(x;tn!,…,〃 も,)を 有 す る 確 率 墾 数

!240頁 ・定「c2・1.Fengへ られ るが ・當分はnt「 の僻 麟 舟・.'.・x・・7b`相互 噸 立(247頁 ・§12・〉

であ ると假定 する.更 に,特tc噺 らない 限 り集合(x;f(x;Ml,…,m,,)>0)一 之 を ∫のrangeと

い ふ一 は'(Ml,…,M、,)に 無 關係な もの と假 定する.

§1.MethOdefMoments,Statistic.CensigtentStatistic

上 記 問題の 一つの解法 と して よ く使 用 され る ものにmethodofmomentsが あ る.そ れ は分 布

自身のm6mentsとsamplemomentsと を 等 しい とお いて えられ る ρ ケの 等式
、

よ りMl,㎝2,、 ・・,喝 を定 める方法であ る.こ れ はnが 大 きげれ ば大 きい程 正 確な 方法 といふ事が

出來 よう.そ の理 由は

が存在 するな らば,n→ 。。の とき(1.01、 の 左邊 はE(Xゐ}に 法則収斂,及 び概収斂k法 則収斂,概

牧敬 につい ては244頁,§4.1参 照 ・するか らである.こ の 方法の 長所は 計算の 實行が 容 易な點 にあ



る.K.Pearsonは 通 常 よく現 はれる確率 密度 分布 を7種 の型に 分頚 したが,そ の 際に この 方法を

使 用 した.又 最初の問題で 「Pケ の パ ラメー ターを含む」 といふ代 りに 「可附番 ケ6パ ラメー ター

を含む」 といふ 事にすれば,eStimationの 問題 といふ よ りもむ しろCurvefittingの 問 題 となる

が,そ の場 合に もmethodofmomentsが 便 利である.例 へば

か ら定まる多頃式 ρ、`(κ)に依つて展開 される確率密度分布 ノ(めを考へろ=

然るに

なる故

從 つ てsample(x1,x2,…,gJよ り Σ ρ,〈X」)ノnを作 れ ば そ れ は α`に 概 牧 献 す る の で あ る.
」'-1

次にE〈Xk)の 存在が保詮されて居 ない場合はどうであらうか.今P=1と して

が 常数 αに法則収斂 する爲の 必要 且十分な條件 を求めよ う.以 下,(1.07)即 ちsamp!emeanを1

で 表はす ことに する.『'

プ(x;㎝)の 特性函数(241頁,§3.2)を ψ(t,〃z)とお けば,確 率変数(1.06)の 分 布の 特性函 数は

9・・(去,m).(251頁,定 理2.5.)從 つ て ψ(t,"1)=log9-(t,㎝)と かけば 求 める條件はln→ 。。の時

,3ψ(÷,"z)→itaで あ る.(251頁,定 理2.5)換 言 すれば{b(t,〃2)がt==oで 微 分 可能でそめ微 係数が

iaに 等 しい こ とであ る.平 均値E(x)が 存 在 するときは上記 ψ(t,・ln)はt=oで 微分 可能で,そ の

微係数はiEi(.r)に 等 しい この 逆が 必ず しも域立 しないこ と ψ① の原點 に 於ける微分可 能性

か らE(x))の 存 在は出ない こ と は例へばaぐ1と してe

一 但 し鼓に

とする一 に より容易に分 る.

結 局 ψ(t,11z)がt=0で 微 分 不可能の場合 にはiを 作つて も何等の効 、果の ない事が分つた.

例 と してCauchyの 分 布



を とる.そ の 特性函数 はe-t+itmな る 故,1の 分 布の特 性函数 も亦e-1`1吻"・ よつて 淫の分布 も

亦 ル,2il)と な る.そ れ でこの場合mを 推 定する爲にsampleの 平 均値 を とる事はn=:2と して

もn=100と して も更にnが 何 であつ て も全 く同様に 無意味な 事 であ る.methodofmoments

は以 上の 如 き妖鐵 を持つてゐ る.し か しその他に も種々の 方法がある・

定義1.sarnple(x1,x2,…,x,」 の 一 贋可測 函数T,、(κ1,…,x、 、)が或 パ ラメー ターの値9(m)を 推

定す る もの と して使用 され る時,T,、 をStatiStiC,又 は9(m)のeStimateと い ふ ・Tttは 確 率憂

蝕であるがn→ 。。の とき9(m)に 法 則牧飲 するな らば,T,、 をCOnsiStentstatistiC,叉 は9(m)の

COnSiStenteStimateとV・ ふ.StatiStiCT,tの平均 値E(7}、)が9(1)1)な らば,T,tを9(m>のUn-

biassedestimateと 呼 ぶ.

次 に二三の 例,9t'm),a(m),s2を 家 の様 に定 める.

例1.(1.11)が 存 在 す る と き に は,1は9(m)のconsistentestimateで あ り・.unbiassedesti'

mateで あ る.

例2.(1.12>が 存 在 す る と き ♂ は σ2(tl3)のconsi等tentestimateで あ る 事 は 明 自 で あ る が,un-

biassedestimate.で は な い.何 者:

故 に σ《m)のunbiassedestimateは 〃ゴ/(n-1)で あ る.

例3。f(x,11z')はi∬ 一 ㎝iの 函 教 で あ つ て メ(m,m)≠0と す るtmが こ の 分 布 の 中 央 値(242頁,

定 義3・1) 。で あ る が,f(m,tn)≠0計 な る 故 他 に 中 央 値 は ない こ の と きsample(Xl・x2・ … ・x・…1)の

中 央 値 μ は 〃2のConSiStenteStimateで あ る.何 者 μ の 密 度 分 布 をA..1と 記 せ ぱ

Method of Maximum Likelihood

次に問題 となるの は確率密 度分 布f〈x;m)が 輿へ られた とき,COnSiStentStatiStiCは 存 在 する

か,も し存在 すれ ば如何に してそれ を見出すか といふ ことであ る.こ の問 題に解 決を輿へる ものは

次に述べ るmethod。fr血aximumlikelih。odで あ ろ。



定 義2.カ ケの パ ラ メ ー タ ーMl,f2z2,…,2nl,を 含 む 確 率 密 度 分 布 五 ズニm{,…,"～7∫}が 與 へ ら れ た

と し,そ れ か ら え られ たsampleを(Xl,x2,…,x,、)と す る.(n≧P)こ のsampleの 生 ず る 確 率 は

fif(Xi;㎝1,…,"rJ、)で あ る が,今 そ れ を 最 大 な ら し め るmi=Ll、i',1≦i≦Pを とつ て(ムP,…,」 醍扮

を(7nl,…,2,zJ,)のmaximum1ikelihoodestimateとL・ ・ふ.パ ラ メ ー一 タ ーの 値 を そ のmaximum

likelihoodestimateに よ つ て 推 定 す る 方 法 をmethod。fmaximumlikelih。odと い ふ.

例4,正 規型分布

に 於 い て(m,σ2)のmaximumlikelihoOdestimateを(Lc1》,L`2')と す れ ば

であ る.何 者

とお き

な るm,σ2を 未 知 数 と す る 聯 立 方 程 式 を 解 け ば,m,aZの 解 が,夫 々L{1},L`2「 こ外 な ら ぬ わ け で あ

つ て,容 易 に(2.01)が 得 られ る.例2で 述 べ た 如 く,02のunbiassedestimateはi;s21(n-1)で

あ つ た.こ の 檬 にmaximumlike!ihoodestimateは,必 ず し もunbiassedestimateと は 一 致 し

ない.

定理1.

ノ(x,m)は 確捧0のx集 合 を除い てmに 關 して復分可 能.
計

,〃を未知敷とする方程式

'
の 根m→M(x1,x2,・ ・一一pc、)はnが 何 で あ つ て も 常 に 夫 々 唯 一 つ 存 在 す る.,

こ の 四 條 件 の 下 に 於 い てM,,(Xl,X2,…,X、)はmのCOnSiStenteSt㎞ateと な る.

言登明n→ 。oの と き

に法則収斂 す る.し か るに(30),(4。)に 依 り1風 がmの 近傍にあ るこ とと.(2・05)が0の 近憐にあ.



るこ ととが 同植 とな うか ら,任 意の 正 数 εに対して

と な る.(Q.E.D.)

パ ラメー ターの値 を推 定す るに はCOnSiStentStatiStiCを と る必要が あるか ら,こ れ か らはCOn-

siStentStatiStiCの み を考へ る ことに するが,同 じパ ラメーターの 値 を推定 するに して もそのcon-

SiStenteStimateは 色 々に と り得 ろの で,そ の 中で最 も効果的 な もの をえ ら'びたいの であ る・

例5.例3に 於けるf(.r,〃z)の 二 次のmomentの 存在 を霰 定す ろ.平 均 値がmに な る事 は{

式 よ り分 る.

標 準 偏 差 をa.と 書 く.次 にsample(Xl,Xe,…,.r,,)の 平 均 値 π を"2。,中 央 値 を μ。と す れ ば,此

等 は 何 れ もmのCOnSiStenteStimateで あ る.今 確 率変数 κの 標 準 偏 差 を σ(X)で 表 せ ば,a2(m。 、、

=峨 ∫)/n ,σi(!e.,)=1/4π 八2η,〃1).(前 者 は 明 白,後 者 は 例3よ り計 算 す れ ば よ い)確 率変数'/i(M、1

-m)はn→ 。。 の と き平均 値0のGauss分 布 に 法 則収斂 す る(256頁,定 理1.2)が,}/π(μ 。r㎝)

も亦 同 じ くn→c。 の と き平均 値0のGauss分 布 に 法 則収斂 す る.(例3に 於 け るA(.r)よ り計 算 す

れ ば よい)

今 ∫(x;7n)と して 特 に平均 値 〃2,標 準 偏 差 σ な るGauss分 布(Ⅳ)を と る.こ の と き σ2(7n。)と

薮 μ、、)と を 比 較 すれ ば,σ:'〈"11、)1σ2(μ.)=2潅 な る 故,size100のsampleよ り平 均 値 を 使 用 す る こ

とと,・iZ・1・ ・x号 ≒ ・57の ・amp1・ よ 艸 焔 鞭 用す ること とが 同繊 の精 確 さeSつ こ'E

に な り,sampleが 與へ られ た とき,中 央値 よ りも平均値 を使 用 した 方が効果的 である ことが分る・

次 に メ(x;m)と して平均 値が ㎝ のLaplace分 布 を とる:ノ(x;m)=e-x-mtノ2こ の場合 はd〈tn,、)/

σ%x9、)=2で あ るか ら,sizeIOOのsampleか ら平均値 を使 用する ことと,siZe50のsampleか

ち 中央値を使用することとが 同程度の 精確 さをもつことにな り,Gauss分 布の場合 と反封に平均

値 よ りも中央値 をとるぺ きであ る..

こ の例はstatisticT,、 に つい て/i(7=,-m)を 作 り,そ れがGauss分 布 へ 法則収斂 する とき,

そ のGaus§ 分 布の 標準 偏差の 手 方lcよ つて 効 果の 程度を 定 めたの であつた.f(x;m)が 與へ られ

た とき,上 の 意味で最 も効果的な もの をえ らぶには如何 にすれ ば よい か といふ疑 問が 起るが ・それ

も亦後 で述べ る檬にmethodofmaximumlikelihoOdに よつ て解決 され る.

補 助 定理 確率塗数列{瓦 、},{Y,、}が夫 々常 蝕 α≠0,確 率変数Yに 法則収斂 するならば,Y、/X、 、

はY/asc法 則収斂 する.

謹 明=次 の 二式か ら容 易に分 る:



定理2,

f(x,m)は 確 率0のx集 合を除い、てmに ついて 二回連続 的微分可能.

この四條件の下に/T(L。-M)は 平 均値0,標 準 偏差1ん/E(ノ)のGauss分 布 へ法則収斂 する.

但 し ム,はtlzのmaximumlikelihoodestimateと す る.

謹明:

とおけば,

な る 故(2.09)は,n→ 。。の ときには 次の ものに概収斂 する:

但 し厳に

即 ち9(t)の 根t=L、 、は確率0を 除けば唯一 ケとな り,之 はlikeli恥(》d

を 極大にするが,更 に定理1と 同じ様に しfP(IL,・-1111>ε)は ・n→ooの ≧・き・0に収斂 する・

蜘r

故に

が 出るが,こ の 等式の右邊の分 母は,n→ 。oの ときには,

へ ,分 子は平均 値0,標 準偏差/爾)な るGauss分 ・布へ夫 々法則収斂 する・こ ゝで補助定理 を使

用すれば 定理は設 明 された事に なる.(Q.E.D.)



パ ラメー ターの 敷が2個 以 上の場 合に も定理2と 大膿 同一の 言登明法に ょつ て次の 定理が 誰明 さ

れ ろ.

定 理2!.

こ こ で(」 乙IP,L:『 ⊃,…,Lll'♪)を(㎝i,2112,…,7)i .i)のmaximumlikelihoodestimateと す れ ば 上 記

四 條 件 の 下 に ρ 次 元 確 率変数

は,n→ 。。 の と き,P次 元Gauss分 布

に 法 則収斂 す る.但 しAはE(2t`tlj)をtki,ノ)元 素 と す るP行, .P列 の 行 列,yはP:次 元 ベ ク タ ー

(Yl,Y:・,…,yl,)で あ ろ.

次 にmaximumlikelihoodesti'mateをsampleの 函 勲 と して 表 は す こ と を 考 へ よ う.例 へ ば

Cauchy分 布 に 於 て

よ り ㎝ を(xl,…sx、 、)の陽 函数 と して 表は すことは簡単 ではなLn.し か しCOnSiStenteStimateが

既 に見出 されてゐ る場 合には,そ れか ら田獲 して 次に述 べる様にmaximumlikelihoodestimate

の 式 を近似的に解 くこ とが 出來 る..・ ・

定義3・ 確率変 数列{x,、}が0に 法則収斂 する ときlimP(A≦n・x,、<B)>0,AB>0な る

常 数 ノ【,Bが 存在 するならば{Xn}はorderaで あ る といβ・.㌧

0に 法寿則収斂 する確率変数 列{x,、}が 與へ られた と き,常 にorder旗 定 義 され る とは限 らな熔 .し

か し{Xu}がorderaで あ つて且つ β(≠ α)で ある ことはない.そ れ は次め様 に証 明 され る .β 〉

α と し,確 率変 数n"x ,.の 分 布函 数を.F;、(x)と しよ う:瓦(x)=P(n・x,,<x).{F、(x)}よ り適営

に部分 列をえ らび,非 減少 函数 α κ)一 これは必 ず しも分 布函数 とは限 らぬ 一 ヘ ー様収斂 させ る

ことが 出來 る・それ を改めて
.{瓦(x)}と か く・(α ξ)でG(x)が連続 とすれば,F,,(x)は(0,ξ)で

G(x)に 一 檬収斂 するか ら π を適當 に大 章くとれ ば(F ,,(1)!が一a)-E、(α が一¢))一(G〈D/が 一a)-G(Cノ

が"o))を 任 意 にノ1≧さくな し得 る・從つ て 迦P(C≦nβX,,〈D)>0,C1)>0な るC ,Dは 呑 在 し

ない ・ もしG(x)の 不連続點 が0を 集積點 と してゐ るならば ,不連続點 が 可附番 ケ しか ない ことか

らG(x)の連続點a・ ・,b,,をとつて,α 、、→0,b,,→0,b。>D/n・S-a>(ン が 一Ct>aNと す るこ とが 出來

る・F,,(b・1)・-E,(a・)≧F,,(D/n・'-ct>-F,,(Ci'nl-a、 で あるか らこの場合 に も ≧血P(C≦nPX
,、〈D)>O,



C」P〈0な るC,Dは 存 在 しな い 。kQE.D.、

こ の 補 助 定 理 を 利 用 す ろ ・ 今c。nsistentestimateをT ,,,maximumlikelihoodestimateを

ム 、と す れ ば

よ り

然 ろにL,,-T・,は0に収斂 するか ら右蓬の分 母はal=1/一 計Eて砺)に確率収斂 し,躍 以 上のorder

を 無 覗すれ ば ●

例 と してCauchyの 分 布 を と れ ばsampleの 中 央 値 μ、、は.mのconsistentestimateで あ る(例

3)か ら・ai=1/"E(u・)=2よ り μ・珍 § 礁 ・・ち、1πを作れeまegし は ・・d・・矧 上の 轍 の下

にmaximum■kelihoodestimateと 一 致 する.A

,Intri罰8icAccuracy,E伍ciency.

定理2に よつて・mのmaxilnumlikelihoodestimateは 或 條件の下に標準偏差1ん/-E(um)な

るGauss分 布 に法則収斂 するこ とが分つた.之 を利 用 して

定義4.確 率密度分布 ノ(x,m)が 與へ られた とき,

をrtx,m)のintrinsicaccuracyと 云 ひItlf♪ とか く.

症 意intrinSiCaCCUraCyは 次 の 二 つ の 著 しL・・性 質 を もつ:

何 者(i)に 付 いて:

(ii)に 付 い、て は:



定 理3.定 理1の 四 條 件 を 満 足 す る 確 率 密 度 分 布 ∫(x,2π)か らsan)plekxi,xz,…,x,t)を 得 た と

す る.T,をmのestimateと し,T,がmに つい て 微 分 可 能 な る 確 率 密 度 分 布q,(T,;〃2)を も つ

と す れ ば1(¢)≦nlOり.

証明適 當 に("-1)ケ の 一 贋 可 測 函 数T,(Xl,…,κ,1),T3(.rl,一 ■一,x、、、,…,T,、(Xl,…Jκ 、1)を と り,確

牽0を 除い て,(Xl,…tXt、)と(T,,…,T、)と が 一 封 一 に対応 す る 様 に す う ・sanhple(κ1・ …,x:t、 の

生 ず る確率 はnf(Xi,tn)な る 故nf(Xi,m)4∫`=妖 鉛,,π)d寿Tiψ(T,,T,,…,T,,,m)47も …dT,、 と

か き 得 る.こ の両邊 のintrinSiCaCCuraCyを と れ ば,上 記 注 意 に よ り

とな り,從 つて1(ψ)≦nrv)が証明 された.

定 義5.T,,9を 定 理3で 述 べた通 りとする とき,1(q)/n1(の をTlのefficiencyと い ふ.
ノ

定 理3及 び 定 義5は,パ ラ メ ータ ーの 数 が ニ ケ以 上 の 場 合 に も 域 立 す る.

定 理3t.Pケ の パ ラ メ ー タ ー を 含 む 確 率 密 度 分 布f(x;1711,〃Zz,…,"ゆ が 定 理2'に 於 け る 四 條 件

を 満 足 す る と し,(Ml,m2,'●',MJ,)のestimate(T,,7},…,Tr)がmi(1≦i≦P)に つ い て 微 分 可 能

な 確 率 密 度 分 布ep(Tl,T2,…,Tp,Ml,M2,… 、Ml,)を もつ と す る.A,jBは 次 の 如 き(i,ノ=1,2,…,

ρ)な る ψ 次 行 列 と す る 。

yをP次 元 ヴエ クター

とすれば,次 の關係が成立つ:

設 明(n-P)ケ の}便 可 測 函 数Tp.1(Xl,…,x,、),…,Tn(Xl,…,x,、)を 適 當 に と つ て,確率Oを 除

いて(Xl)x3,…,x".)と(Tl,Tz,…,T、)と が 一 封 一 の対応 を な す と す る ・簡単 の た め"1=(Ml,M2,

。・㌔鉱㌧)と か く .

に よ り

そこで今

とかけば,次 の等式を得る:

この等式の左邊は次の如 く墾形 される.



然 るにi≠1な らば ノ,kの 如何 に關せ ず

な る故,上 式 は

次に右邊 をかきかへれば

從つて

さて,

で あ る か ら,上 の 定 理 に よ り,IBI≦IAlと な る.依 つ て 次 の 定 義 を 導 入 す る.

定 義5,.(T,,T,,…,Tp)及 びA,Bを 定 理3'の 如 く 椴 定 す る と'き,IBI/IAIを(Ti,T,,…,Tp)

のe缶ciencyと いbふ.

例6.」(.r,nl)=e-1・'miノ21こ 於 い てsample(.rl,xz,…,x、1)の 中 央 値 」u;tをmのestimateと す

る と き,μ 。のeMciencyを 計 算 し よ う.n=2s+1と す る.Iif,=1.例3に 於 け るPを と れ ば

從 つ て μ;、のefficiencyは

この値を第1表 について例示しておく.

第1表

注意 定理3に 於け るT,よ'りSl・=/F(T、-m)を 作 る.S1が 平 均値0,標 準 偏差aのGauss

分 布 へ二次の平均 牧赦 をする と假 定する.こ の ときTiのe伍ciencyと して,n→ 。。な らば σ2(・乙)ノ

az(T,〉を とる事が 出來 る.但 しLはmのmaximumlikeiihoodestimateと す る・それ 故"→ 。。



の と きmaximumlikelihoodestimateはe伍cientで あ る.こ の様にn→ 。。の ときのe伍ciency

は 簡単 に計算 され る.例5に 於てGauss分 布 の場合 ならば',sampleの 平 均値が 〃zのmaximum

lik・1ih・ ・d・ ・timat・ で あ る か らefficiency中央値 のefficiencyは9・Laplace分 布 な ら ば ・1・

のmaximumlikelihoodestimateは 中央値二(Σixi-mlを 最 小な ら しめるmは(xi>の 中央1直、で

あるか らそのefficiencyは1.平 均 値のeffciencyは 圭であ る.

'例7
.zz函 数;観 測値 と理論値 との差の大 きさを測 る ものにxz函 教が ある.今nケ のclaSS

の 各 ミにはい る観測値の 数 を αi,a2,…,a,tと し,理 論値の数 をbユ,bj,…,b、 、と して ゴ=Σ 臓 一b♪「!
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b,と お く

を計算 し,そ の 大 き さに よつ て適 合の程度 を測 るの である.

今1.biが パ ラ メー ターnzを 含む場 合,b`嵩bご 吻)な る ときZ《7π)を 最小に すろ様 に211を 定 め,そ

れ をTxと す れば,Txは ・illのconsistentestimateで あ り,/7(Tx-m)はGauss分 布 に法則

牧赦 しTxのefficiencyは1で あるこ とが謹 明 され る.(証明 略)

Su量 竈dentEst㎞ate,Cl④sestEstimate.

〔1〕SufiicientEstimate例6で 見た様に2zが 小 さい ときは,maximumlikelihoOdestimate

で もefficiencyは1よ り小 さい こ とがあ る.そ こでefficiency1な るstatisticが あ るか どうか ,

も しあれ ば如何に して見 出すか等6問 題が生ず る.

・S議6 .efficiency1な るst乞tisticをsufficientと い、ふ .

定 理3'の証明 を見れば分 る様に,(nZl,…,mi')を 含 まない こ と即 ち ∂ψ/∂"t、=O ,1≦i≦P

が(T,…,T.)がsuMcientと な るた めの 必要且つ 十分な條件であ る.こ の條件は又吹の様 に もい

へる:

「照 ・… ・x,i)・・Ti(Xl',…,.tt、'λ1≦i≦Pな ら ぼ
.激 κ、;m)∠ あ(x!;"・)が 捌 撫 關 係 で あ る 」

定 箋4・(mt・ … ・nl、・)のsuMcientestimate(Ti,…,T,,〉 が 存 在 す る 爲 の 必 要 且 つ 十 分 條 件 は,

と かsれ る こ と で あ る ・ 但 しM,M,,…,璃 は(M1,… ,r1ろ,)の 函 数,X,X,,・ 門,濁 計はxの 函 薮 で

あ つ て

謹明。簡単 の爲 ψ31と する,P≧2の ときも同様な設明法でHl來 る.十 分なことは明白.必 要
覧

な事は次の如く示 される:

とおけぼ



アは勿論,π を含まないからmを 一つ定めれば

と してT=ψ(S)と か け る.故 に

とかける.そ こで ∂L/∂Xiは(Xi,m)の 函 数であ るか ら ∂H/∂5も 亦(Xi,m)の 函 数 となる.し か る

に5は(Xl,x2,…,∫ 。)の封 稽函数 であ るか ら ∂H(S,m)!∂S=P〈m).從 つ て

特にx=Xi(1≦i≦n)を 考 へれ ば

例8。(1。)Gaussの 分 布

に於いて(〃7,σ)が 未知の とき,

が(m,σ)のSuMCienteStmateで あ る.そ の 理 由 は

より次の等式を得るからである:

次に σを既 知,甥 を未知 と しよ う.'こ の ときには

だけから

とな り,こ れ はmを 含 まないか らTlが2nのSuthCienteSt云mateで あ る.mが 既知,aが 未 知

の ときに はT,がaのSu伍CienteStimate'と な ることはLlの 形か ら明 白であ る・
』

PearSQnTypeHI.



に 於 て,川1が 班 知 な ら ば,tl1L,,lil3の 雨 方 或 は 何 れ か 一一方 が 未 知 の と きsu伍cientestimateが 存

在 す る こ と は 容 易 に 諦 明 され る.も しMlが 未 知 な らばsuMcientestimateは 存 在 しない.何 者

m!のSU伍CienteStimateが あ れ ば

ツ=-Mlと お けば,こ の等 式の 左邊はF(x+ツ)の 形 とな る.從 つ て{A,〈x),},1≦ ノ≦m≦qを 一

次独立 と して次の如 くか ける.

これ を ンに 關 してm回 後分 して出來 る 伽+1)ケ の 式 よ りAi(x),…,A,n(x)を 消 去 してy=oと

お けば 取κ)は 常数 係蝕の 同次線型徴分 方程式の解 とな る.そ れ 故 君くめ を多項式 と して

と な る 筈 で あ る が,今 は ∂汽lognla.r∂Ml=711Nl〈X-1♪zl):で あ る か らF(x)=m3/が と な つ て 結 局 ㎝l

O .9u伍cientestimateの なL・"1こと が 分 つ た.

〔2〕CloSegt二Estirnate同 一 の パ ラ メ ー タ ー の 値 に 關 す る 二 つ のCOnSiStenteStimateが あ つr

'た ど き 何 れ を 採 用 す
べ きか に つ い て,以 上 述 べ た 方 法 はR.A.Fisherに よ る もの で あ る.Pitman

はSuthcient .eStimateを 計利 用 して 異 つ た 立 場 か ら 一 つ の 方 法 を 提 出 した が 主 定 理 は 未 だ証明 され

て ゐ ない.

定 義7.Tl,T,を9〈m)のCOnsistenteStimateと す る.凡 て のmに つ い、て,P(IT,-9(㎝)1≦

【T2-9(〃z)D>垂 な ら ば 寿丁,tまTzよ りcloserで あ る と い ふ ・ 処 を 任 意 に ≧ つ て 常 にTlがTzよ

りcloserな ら ば,T,を9(m)のclosestestimateと い ふ.

注 慧T,がT,よ りcloser,T2がT,よ りcloser,T,がT,よ りcloserな る こ と もあ る.

tllのsu伍cientestimateTが 存 在 す る と き,Tは,π に 關 してsampleの 有 す る 性 質 を 最 も 多

く保 有 せ る もの と 考 へ ら れ ろ か ら,C10SeSteStimateがTよ り導 か れ る と 豫 期 す る の は 當 然 で あ

ら計う.今 次 の 事 實,「確率 糞 教Xの 中 央 値 を μ と し,レ を 垂(μ+レ)が 中 央 値 で な い よ うに と れ ば

P(IX-Lt1≦lX。 レD>郵 の 成 立 す る こ と を 考 へ れ ば ,closestestimateの 中 央 値 がmに 等 しい

事 が 望 ま しい.そ れ 故,SUfiiCienteStimateTの 中 央 値 をiP(m)と す れ ば,ψ(m)が単調函数 な ら

.ζ き ψ一!(T)は 中 央 値,〃 のSut五CienteStimateで あ る ・ こ の ψ一1(T)がmのCIOSeSteStimate

で あ る と い ふ の がPitmanの 豫 想 で あ る .

例9.Gauss分 布1.N)(例8)に 於 い てm,oを 未 知 と す る.sizenのsample(xl,…tx。)よ り

(4・10)及 び(4・11)を 作 れ ば(T,,Tttn)は(m,σ2)のsu伍cientest董mateで あ る.(例8,1。)TYaz

の 密 度 分 布 は 自 山 度(n--1♪ のZ2一 分 布 と 同 一 で あ る:

こ の 中 央 値 をkn-iで 表 せ ばo:のclosestestimateは7y々 。-1で あ る.但 しkn .1≒n-2ノ3+0.Og/n.



ozのestimateと して通常unbiassedestimateS:)/n-1を と ろがfこ れ はAIS,!n-1〈az)>1ノ2

な る故小 さ過 ぎる とい ふこ とが 出來る.

'こ の例及び他の特 別な場 合につい て上記豫想の正 しい こ とが証明 されてゐ る
.(証明 略)一

f(x;m)のra㎎eがmに 關 貯 る場合

今 迄は 「ノ(x;m)¢)rangeは 〃zに 關係 しない」 といふ仮 定をおいた が この §では上の假定 を取

去 つて見 る.こ の場合 定理2,3が 必 ず しも域 立 しない こ とは次の簡単 な例で分 る.

とお けばn→O。 の とき9'(m)→-f(nz,m)≦0.從 つ てf(m,m)>0と 假 定すれば4(m)<0で あ

るか らm・=Max(Xi)の と き9(㎝)は 最大 となる.L。;Max(Xi)の 分 布密度は
1≧i≧"1≧t≧n

x=mの と きP,、→ 。。,x≠mの ときP、、→0.從 つ て ム、はconsistentで あ る.し か し/i(ム 、-m)

はGauss分 布lc収斂 する とは限 らぬ.例 へば0≦x≦mな るときf(x,m)=1/㎝,そ の他 の場合

f(x,m)=Oと すればn(L,、-nz)の 分 布密度はeFdx/m(一 。。〈x〈0)に 牧 赦する.即 ちorder1で

あ る.こ の ときm、 をsampleの 平 均の二 倍,kiをsampleの 中央値の二倍 とすれば1/7(m,,一 一m),

/弄(μ,、一㎝)は 共 にGauss分 布 に収斂 するがMax(Xi)の 方が遙か に効 果的な ことはorderを 考 へ

れば 明白であ らう.雄)昌11㎝2,1(P)=・rr'〃f.故 に1(P)>nW).

次に又

を考へれば

それ故,定 義4,注 意i)の 等式は成立 しない.

をmで 微分すれば

と な つ て 一 般 に ノ(∫)≠0.然 る に(Xl,x2,…,x,、)のlikelihoOdLtZつbて は

f(x,m)のintrinSiCaCCuraCyl(f)と して



を と る 事 に す れ ば,sample(xt,x2,…,x)t)のintrinsicaccuracyはnlU)十n(n。1)ノk'f)《 とな る.

他 の 例 と して ・

.このeet4f(X;m)の ・ange8ζ ㎝ 欄 係す楊 合に鮪 効なi面ns記a㏄ 肛acy嘩 義は未だ

見付からない.

II・ 匡 間 に よ6推 定 法

以上 に於ては 常に一 ケの値 によつ て パ ラメー ターの値 を推定 する ことを試みた.し か し如何 なる

esti恥ateを 採 用 して も,そ の値が丁度 パ ラメータ 一の値 に等 しい といふ こ とは先づ 不 可能であ る・

それ でよ く行はれ てゐ るの はestimateTの 標 準偏差 σ4)を とつてT±co(T)(`は 常 数)に よ

つて パ ラメー ターの値 を表 はす方法 であ る.か く して パ ラ メーターの 値 を推定 するのに一 ケの値 を

使 用するの ではな く,匠 商を 使 用する試みが 問題 とな る.し か し之はproblemofestimationと

い ふ よりむ しろ 所謂Problemoftestingstatisticalhypothesis督 で密接 な關係 を有 する ものであ

る故,簡単 に紹介 するこ ととするが,そ れ は主 と してNeymanの 理 論であ る.

sampleの空間5そ の1即 ちsample(x:,…,茜 、)をxで 表 匠す に はPケ の パ ラメータe

m=(M1;・ ・',Mp)を 含む確率 分 布P(A;m),A⊂spt與 へ られてゐ る とす る.更 にP嫁 密度P(x;m)

を有 す るとする.今sample(Xl,…,x、 、)が得 られた と し,之 か ら一 ケの パ ラメ・.ij-Mlを 推 定す

る方法 を蓮 べ よう.こ こでは 絢,…,∬,、ぷ相互に独立 であ るこ とは 假定 しそ ない し,叉 ∫(メ,切 の

rangeも それが 考へ られ る場合 に必 ず しも パ ラメーターに 無關係ではない、ことは注 意 を要

する.

定義1.0≦a≦1が 與へ られ た と し,Sで 定義 され 實敏値 ととる二 つの一債函数 竺(x)≦ 菰(x)

を適 當 に定めて,M2e…;"ろ ・に熱 關係に等式P([x;竺(x)≦Ml≦ 珂(x)];㎝)=aが 成 立 財 ごとす

る.こ の とき 竺(x),Sil(x)を 夫 々・Mlの10wer,upPerconfidencelimit,aをconfidencecoeth・
●

cientと い ひ,区 問[邑(x),珂(x)]を α にi対するconfidenceinterva1と い つてa(x)く と去・.

定義2.0≦a≦1と する.城 を任意に 與へた ときA(m1)⊂Sが 次の 四條件 を 満 足す る檬 に

・とれ る とする .



(i).任 意 の,tに対してXεA(mi;,な る 如 きtlllが 存 在 す る.

(ii),P(A@ml');m)が 凡 て の(7]zエ',m)に つい て 定 義 され そ の 値 ほ α に 等 しい.

(iii).mli}〈m12'〈m13,な ら ばA(煽1,)・A(mS3))⊂A(mS2,).

(iv).・ 計πA(mD⊂A(mli'>A(㎝7').
ml「)<mt<mS:,

こ の と きA@m,)を α に対するMlのregionofacceptanceとい ふ.

定 理1・0≦a≦1を 與 へ た と き,凡 て のx∈Sに つ い てaに対するconfidencelimit(竺(x),

璃(x))を 作 る こ と と 凡 て のMl4cつ い て α に対するregionofacceptanceA(Mi)を 作 る こ と と は
'

同 等 である.'

・.証明A(7]'t1)=[X;竺(X)≦Ml≦ 珂(X)];竺(X)=i㎡ ・[㎝1;XEA〈ml)],璃(X)=sup.[M1;XεA(Ml)]

よ り容 易 に 誰 明 され る.

例1・sampleの空間 を 二 次 元 と し,與 へ ら れ た 韓 密 度 を 「P(X1,x2;m)=・m-2,0<x1 ,∫,くm;.

P(xl,κ2;m)=0,そb他 の 場 合 」 と す る.confidenceintervalsを 定 め て 見 よ う.前 定 理 に よ つ て

regionsofacceptanceを 定 めれ ば ま い が そ の と り 方 に は 色 々 あ る.そ こ でA1(㎝) ,AKm),A式m)

を 次 の 檬 に 定 め る ・A1("z)=[(Xl・xp;βm≦x1,x2≦m],0<β 〈1.AKm)=[(乱 の;γ ≦Xl+
.Xz

≦m+γ]・0〈 γ<m一 砥 〃)=[(x1,Xz);dm≦Max(Xl,Xb>≦m],0<d〈1≧ 先 づA,(m):こ

れ がregionofacceptanceと な ら ない 事 は,熱(xl,xD,xz〈 βx1に対して は 如 何 に ㎝ を と つ て

も βm≦Xl・X・ ≦mが 成立 しない ことカ・ら分る.次vaAKm)・ これがregi。n。f証ceptanceに

な る こ と は す ぐ分 る ・confidencecoeMcientをaと す れ ば(M2ー 一γ2)!m2・ ・a .な る 故 γ留/f売 刎.

從 つ て 望")=(∫1十x2)ノ(1十 演)・SKx)一(x・+x・)ノ/・-9・c・nfid・n・eintervalの 長 さ は(Xl+xb/

1/・=a(1+/・=or).勧 にA・(m)・ これも ・egi・n。faccept・nceな る 事 は 容 易 に 分 る.」=/燕
,

璽(x)=Max(rl・xz)・r.(x)'-Max(F・ ・x2)ノi/i=Ta・r・n#de孕ce㎞te・v記 の 長 訟(1-/高)Max『(xl
,

x2)ノ/1〒 ・ 上の二つのconf'dence'ntervalの 長 さを瞭 す櫨 α1+ηy/司1+/高)〉(X
l

+x・)(1二v!1-a)/a/i:一:a・ ≦(1「 贋)Ma・(x;,秘/i=-ia・ 故`cAKm)を とるま1)A,(㎝)を とつ

た 方が よい.

上 例ではパ ラメー ターが一 ケであつたがニ ケ以 上になる とconfidenceinterva1の 作 り方は非 常

に難 しくなる・それ はA(m,)をm2,…,fnl,IC無 關係 に定めな くてはな らないか らである .L:か し

{の 定理が 成立すると きは後例 で見 る如 く簡単 にregionofaccept悶ceを 作 るこ とが 出來る.

定 理2.

(i),xに つ い老S(<2z)ケ の 一 頂可測 函数Ti(x),…,鳳 め が独立 である.

(li).P(x;m)・:,P(T,・ … ・Ts;m)メ(x;Ml)・ 但 しP(T,・ … ・Ts;m)=P(レ;T・(X)-T・ …,T。{x)一

無 〕;㎝)..

この 二條件の下に次の 結果が生 ずる.

(1.)B=辱 婿 ω=c・ ・"'・Ts(x)=・ ・]・ρcβ とするときP・(c;m)-P(c;in)/P(B;切 は ・

mz,…,Mpに 無 關 係 で あ る.・ 一一一

(2。)0≦a≦1が 與 へ ら れ た と し,ml=m9の を 定 め てP〃(C;ml,M2,… 、nrs)=aな る 如 くCを



とれ ば1λ ⊂C×(T,,…,T.〉];ln?,7712,…,"Zl,)=α ・

置 明 容 易 に 出 來 る.省 略 す る.

例2.「0≦Xl+Xz≦Ml,0≦Xl,x2≦Mlな ら ば 訳Xi,Xz;lnl,tliz)=2/7nl-mlMz+3m2.vt・ 他 の

場 合 はP(xl,x3;Ml,mz)昌0」 な る 確 率 分 布 が 與 へ ら れ て ゐ る と きregionofacceptanceを 見 出

さ う.0≦Xl≦Mlの と きP(Xl)=∫P〈Xl,x2;ml・mz)dxz=p(Xl・x2;Ml・Mz)(Mi"-Xl)・ 拳 の 他 の 場

合P(Xl)=・O.從 つ て0≦Xl,Xz≦Ml,且0≦Xi+x:≦tnlな る と き 天xlmi)=(ml.xD-1.そ の

他 の と き メ(ilm1)=Oと す れ ばP(x;〃z)一 ・P(Xt;m)f(xlm1).そ れ 故M1の 値 を 一 つ 定 め 定 理2tC

於 け る αXi)を 見 出 せ ぱ よ い が そ れ は簡単 で あ る ・ 實 際0≦ κ2≦,πrκ1な ち ばP.rl(x2:m)=・P(x;

m)IP(Xl;㎝)=(Ml-x1)-1.そ の 他 の と きPXi(錫 溜 〉=0・ 即 ち κ1を 與 へ た な ら ば κ2の 確 率 分 布 は

一 檬 で あ る か らC(Xl)=[x2;b(Ml-x1)≦x2≦(b+a)(tnl--Xl)],b≦1-aと す れ ば よい そ れ 故

A式mD=[x;b(M1-xl)≦x2≦(b+a)(Ml-xl)]と お け ば,こ れ がregionofacceptanceに な る

こ と は 明 白 で あ る.confidence1imitsは,竺(x)=項 本x3'kb+a),珂(x)=x1+x2!b・con丘dence

intervalの 長 さ は α》b(b+a).こ れ はb=1一 α の と き 最 潭 で 從 つ て 最 も効 果 的 で あ る ・C(・r2)の

と り 方 は 勿 論 他 に も あ る.一 例 へ ば0≦Xl<7qV2な ら ばC(Xl)=[(Xl,xD;'(ILa)(m「 κ1、≦Xz≦

羨 一Xlコ,x2=Pt1/2の と き αXi)==[(Xl,x2);0≦x1≦Xz],㎝ 」2〈Xl≦Mlな ら ば'C(κ1)=[(Xl・

x2);0≦Xl≦a(m一Xl)].次 にA3(1111)=[(Xl,x2);0≦Xl≦ri21,x2∈C(Xl)]と す れ ばA3(27il)は

a≦ 躍 の と きregionofa¢ceptanceと な る.a〈 弩 の と き に さ う で な い 事 はa<xVx2〈1一 α

な る(x1,x:)を と れ ば す ぐ分 る.α 〉 邦 の と き のconfidencelhpitsは:x1≦ 毛 な ら ば 竺(x)=

Xl+x3,fil(x)=x1+xM(1。 α);(ZXI≦x2≦Xlな らぼ 竺(x)=2Xl,珂(x).・ ・rl+xV(1-a);(1-rz)・rl

≦i2≦(ZXIな ら ば 竺(x)=Xi+xYa,MI(X)=Xi+塀(1一 α),κ2≦(1-'a).Xrな ら ば 幽(め3Xl+Xb/a,

珂(め=2κi.こ れ よ りconfidenceinterva1の 長 さ も す ぐ計 算 出 來 る が,特 別 の 場 合 と して,a・1'1

=Xztoと き は(2α 一1)伝(1-a)と な つ てA,(m)よ り 短 い がqXl=x・ .,0〈q<α(1-a)/(1-a+az、
'.'

の と き はx1--xVα>cuM(1一 の と な つ てAぎm)よ り長 い.

定 嚢3.'61=[δ1(x);xESコ を0≦a≦1に対するsystemofconfidenceintervalsと す る.

他 の 年 慧 のsyste㎎ofconfidenceintervals62に つV・ て ・(m・m')の 如 何 に 拘 ら ずP([x;msEδi

②];Mlり ≦P([x;m・ ∈δ2(x)];m・9と な る と き δ1をSh・rtestsystem・fq・nfidenceintervalsと

いふ.

Shortestsystemofconfidenceintervalsの 構 成法 は:

(1。).M1の 一 つの値m2tc対しA(m9)をM2,…,Mpに 無 關係壷こ,且P(A(ml);MS,M2,…,2ill,)

=a(α は0≦a≦1な る常数)と な る様た定 める.

(20).霧 を1。 を満足 する凡てのA(MPi)の 中 で 城 ≠ 珂 なる ときP(A(m9);菰1)が 最小 とな る

様 にAo(mgi)を え らぶ・

(3。).上 記Ae〈mDが 珂 を動か して も荷 、P(A(m?);颪)を 最小 に して居 り,且 城 を動か して

も αに対するregionofacceptan㏄ に なつてゐ る とする.



か く定 められた{・4。吻1)}はsystemofregionsofacceptanceで あ つてそれ よ り作つたsys-

temofconfidenceintervalsがshortestな る こ とは明白である.上 記(1。),k2。)は 肯定的に解か

れ るカ1,(1。),(2。)を満足 する ものが 必ず しも(3・)を 満足 しないの である.即 ちP(Ao(mnD;iiil)を

最小に するA。(m?、 は 璃 をかへる とき一般には この性質 を保有 しないのである.

補 助定理 「1,,P(x,m)dx=一 一定」 なる條件の 下に ∫AP(x,n;'ルdxを 極 小 なら しめるた めの必 要十

分條件はA=[X;P(X;211ノ)≦cP(X;m)]と か け るこ とであ る.'

謹 明(省 略〉 計

定 理3.

(1。)一 ケ の パ ラ メ ー ター を 含 む 確 率 密 度 分 布P(x;m)が 次Q三 條 件 を 満 足 す る ・

(i),sampleの空間5に 於 て 復 分 可 能. 計.N

(ii>,ap(x;m)/∂mが 存 在 して連続,且 ≠O.

(iii)一 ∫50p(x;2n)/∂mdx==O_

(2。).mの ニ ケゐ定つた値Ml,mzに 關 し,P(A(㎝1);lnl)=P(A;Ml)=a,P(A(〃11);㎝2)≦P

(A;㎝2)を 満 足するA,A(Ml>⊂Sが 存在 する.一 一.

(3。).A(Ml)の 壌 界上の少 くと も一・匙に 於て 飽;mD≠0.

(1。),(2。),(3。)なる條件の下に次の結果が威立 する.mの 値 を適當に と り一 之をm3と する一

更にB⊂5を 適當に定 めてP(B;ml、=a,P(A(mD;M3)>P(B;〃3)と す ることが出來る.、
霞 明.al['(:B;M3)=aな る任意のB⊂S及 び任 意のM3tcつ い て常にP(A(Ml);塘)≦P(B;M3)

が 成立 する と假定 しよ う.補 助定理に よ りxがA(mDの 夫 々内N・ 境界點 ・外 黙なる とき 趣;m)

;;iKm)p(x;m,)を 齪 するk(m)の 存在が分る・次vaA(m,)の 餌 上の一鐵 紐 幽 溜・)〉・

と な る 様 に と れ ぼk(m)=ptx。;㎝)fip(tll;Ml).書 直 せ ばk(m)=1+(m-M1)Pm(k,Ml+∂(m-m勾)l

p(k;Ml),0<ti<1.一 方x1∈A(Ml)に対してp(Xl;m)≦k(m)p(Xl;mD.或 は(M-Ml)(Pri(kl;Ml

+r(〃z-〃2'ル)-P飛(k;Ml+ekm-mi))P(x!;㎝1)IP(k;〃21))≦0,0〈r〈1.'故 に.Pm(Xl;簡)-P(x1;mD/

P(XO;Ml)==O.(も し左 邊 ≠0な ら ば,こ れ はP.(x;m)の連続 性 に よ りmがmlIC十 分 近 い と き 一.

定 符 號 を もつ.し か る に 鋭 一 簡 は 正 に も負 に もな り得 る か ら 不 合 理.)同様 に して こ の 等 式 は 娠

A(Ml)で も成 立 し從 つ て 任 意 のxtcつ い てPnt(x;mD=Pm(Xb;Ml)P(xjMi)夙 為;ML>.又 恨 定(1。),`

(iii)及 び

によつてPm(k;〃11)=0と なつて不合理 であ る.

この 定理 で分 る様 にP.(x;㎝)が 十分正則 な性質 を もてぱ'shortestsystemofconfidencein-

tervalsは 存 在 しないの である.そ れで最 も効 果的 と考へ られ るsystemofco㎡idenceintervals'

の 特 徴 を如何 に云 表 はすか といふ こ とが 問題 とな る.

定義4.0≦ α≦1に対するsystem。fconfidenceintervalsの 集合{δ(x)}に 於 いて,∂P

([x;㎝1∈ δ②],m)/∂ 塙=0を 満 足す るものの 中,∂2P(〔x;ml∈ δ(x)],m)ノ∂威 を極小にす る もの を



shortunbiassedsystemofconfidenceintervalsと い ふ.

以 後 パ ラ メ ー タ ーの 数 を 一 ケ と し,Ax;加 は 次 の 四 條 件 を満足 す る もの と 假 定 す る.

注慧(40)はxi,…,κ 、、が 欄立なる ときsufficientestimateが 存在 するた めの 必要且 十分 條ft・

であ る:實 際

メとお け ば ∂2(10gft・r;m、)1∂ 〃z2=κo(㎝)+娠 〃z)∂(10gf(x;,11)y∂ 肌 ∂(109ハ δ〃z=9と か け ば9.=

eq+v・9'∴(8占=v・g.→ ∂(.1・99.>/∂〃・=v・ →&昌MX→9=M、.X'i÷Nt→1・gf=MiXi+

璃+Xz→f==exp(.MiXi+%+X,〉 → ∂21・9ガ ∂m2=ic(22・)+t〈m)∂(1・9ノ)/∂m .

次 に ●shortunbiassedsystemofconfidenceintervalsの 條 件 は ,上 の 以 ∬;m)を 使 用 し吹 の

如 く お く.

故に 補助定理 に よi,At二mP-[x;g:'+〆 ≦ ・9+b]と な る.こ こでa,bは(i),(iilよ 碇 まろ

常 戴であ る・任 意のilllSCつ い て 上 の條件 を満 足するA(〃11)が 作 られた と し,更 に Σ 琢 〃,1)=5

が 雌 した とすれば,これはregionofacceptanceで あ1)
,i(つ て,h。 貢unbi㎡21sv,t。m。f

confidenceintervalsが 構成 され た ことに なる .

●定理4
・ 任 意のMlに対して 適 當に常数a,bをEれ ばA(ml)ヂ[x;ゼ+〆 ≦a¢+b]と した

とき

の両邊 を 泓 で復分する.

も しM・'(m)一'os;ら ばM・'(m)=α 即 ち 伊α;・・z)-o .こ れ は 候 定 に 反 す る.故 に 砺 ・("、)≠o .

從 つ てOf+9-'≦aq+bはs≦ αlt+b1又 はt,≦t≦ ∫,同 値 に な る .結局;"、)一 μ ∫;"醍

して



なる様にt1,t2を 定 めれ ばよい の である.

定理5.・4(nZl、 を定理4の 如 くに とる.

を満 足する領 域 β(〃Zl)を如 何に とつて も任 意の,"に対して,

謹明

なろ條件の下に

を最小な ら しめるB(2ni、 即 ちA(Ml)を 見 出すこ とが 問題 であるが,上 の二條件 を満足する様 に常 ,

数c,dを 定 めて,A(Ml)=[x;P(x,㎝)≦(cep+d)Ptx;Mi、]と かければ よい ことは補助定理か ら分

る.P=踊(〃z)一"M,(〃11),Q=砺(m)一 砺(mJと してP(x;m)≦(cq+d)P(x,〃11)を か きか へれば

eP+α ω ≦`¢+d=Cl@ml)欺)+d1(Ml).c,dを 定 めるこ ととCl,dlを 定 めることは同値なる 故,(ti,

t2、を定理4の 如 く定 めてeP"ori=Clti+d!,eP"Qt2=Cltz+diよ りCl,diを 決定 すれば よい.し か

るにy(t>=eP+Qt--c、t-diと お けばy"④=aeP+α>0.從 つ てy(t)はtl<t<t2の と き負 と

な る.(Q.E.D.)

この 定理 は簡単 にいへばshortunbiassedsystemofconfidenceintervalsが 適 當な條件の 下で

は 或る意味 でshortestな る ことを 主張 する もの である.適 當 な條 件 とは Σ 、4(2?ll)=Sが 成 立 す
th1

るこ とであ り,或 る意味 でshortestと は

を満 足する領 域B(Ml)の 中 でshortestと いふ こ とであ る.ΣA(m♪ ニ5の 一つの 十分條件 を與
π

へ る もの と して

定理6.任 意にxを 與へた と きA(llt(tlll)+M,'吻1)t(x)=σ を潔 足 するMl(x)が 存 在するな らば

霞明x`Sに対して 上の様 にMlを 定 め,「4(ln1)を 作れ ばx(A(Ml)と な る.そ れはti≦t(x)

よ り明白である.

注 意 上 定理 で定 めたMl(x)がmaximumlikelihoodestimateで あ る.何 者:

故に上定理のMlを 代入すれば



注意rzを 如何に 與へて も 採x;m)を 最 大 にする様なmが 當に δ(x)に 含 まれ るこ とが 分 る.

脚 註

北川敏男:独立 確率変数 の理論,日 本敷撃殉理學會誌,第14巻.240頁,定 義2.1をi参 照.以 下 も同 じ形式

で上記論文 を参照す る・


