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協同 研 究 報 告

小 標 本 の 理 論(I)

正規型分布 に関 す る統 計假説検 定 法,1

会員 北 川 敏 男(九 州帝大理學部)

(昭和十六年四月三十日受理)

ま へ が き

極めて小数個 例 へば10個 足らS"}の 観測値,實 験値を もとに しこれから適當な方法により推量

して所要の定数をestimateす ろことは,實 験科學では極めて普通に行ふ事である.工 業方面で も

材料の分析,製 品の検査に當つて,小 数個の見本についての結果から製作全般についての推断を下

す必要が起る・Samplesを 集める事が経濟や勢力上の問題であつて,こ れらを惜まず或は厭はな

ければ,如 何程でも多数のSamplesを 集め得る場合 もあらうが,然 し,氣 象 ・地震 ・天文 ・衛生

等の事象では,如 何に して も,統 計材料の個数に實際上制限がある場合がある.斯 る實際問題 とし

て必須な小数個の資料の統計學的処理法を與ふる ものの一つとして,所 謂小標本(Sma11Samples)

の理論がある.

本稿では,所 謂平均値なるものに重點 をおいてこれを小標本論の立場から考察 して見たいと思ふ.

この方面の諸研究に就いては,吾 國にては未だ充分に普及 してゐない様である.そ れで一つには

論題の きつかけを提供する意味からも,今 回はこの方面の最も基本的な結果の紹介に止める.主 な

る引用文献は次の二つである.

 C1) J. Neyman and E. S. Pearson, On the Use and Interpretation of Certain Test Crit-

   erion for Purpose of Statistical Inference , Part I, Biometrika, 20Aa928), 175-240. 
[23 W. Edwards Deming and Raymond T. Birge, On the Statistical Theory of Errors , 

   Review of Modern Physics, 6(1934\ 119-161 .

今回以下に述べる材料 もすべてこれらの論文や共他の論文に負ふ ものである.以 下に述べる理論

に關 して關聯ある材料をお もちの方は事情の許す限 り進んで本誌上に蛮表・し,同 攻の士の参考に供

されんことを望む ものである

さて次に,表 題の如き方法が問題になるのは如何なる場合であるかを例を以つて示 さう.

第一例 第26王 朝より第30王 朝迄の エジプ ト人の頭蓋骨884個 に就いて,頭 蓋指敷 ビCephalic

IndeXlを 計算 したところ,平均 値75 .06,標 準偏差2.68で あつた 今別に敏の如 き頭蓋指徴を もつ

10個の頭蓋骨を得た

然 らば ・これ らの10個 の頭蓋骨 は ト記寿モ朝 エ ジプ ト入の 頭蓋骨 と見な し得べ き尤 否か1



第二例 宝後120日 よ81140日 迄 のハツ カネ ゾミの 多数 について體 重測定の結果,平 均體 重23.823

gr..標 準 偏差3.137gr.で あ り,且 つ その分布に就いて β1=Oo86,β2=2・687で あ つた.然 らば次

の如 き膿 重を もつ夫 々6匹,5匹 の ハツカネヅ ミは各 々が上記の 集團 か らのSampleと 見 傲 し得 る

カ・否力}〔1).

第三例 或る所與の物質の{ヒ學分析法を方々の實験室に依頼 した所,或 る威分の百分牽について

次表の様な結果を得た.茲 に'は 實験室の番號,乃 は第!號 實験室に於ける實験回激,フπ,は第 ま

號實験室にて ナ～、回の實験の結果得たる平均百分率とする・次表から全實験室についての平均百分

牽8.353,標 準偏差u=O.329を 得る.次 表か ら判断 して,全 實験室を通じて分析方法 材料等が

一一一*Xであつたと云ひ得るや否や 〔1〕.

標 本論 の要 請

上述の様な タイブの問題に解答を與へ る統 計學的 方法 を求める事が當面の 目的 ではあるが ・その

た あ,蝕 で表題の如 き根本問題に 多少噸れ それか らス ター トする必要があ る様 である・

今暫 ら く観測 に例を とる.邦 回の観測結果が 得 られた とする.各 第 々回の観測 値 晦 は,観測 環

境2Ss.、 ・)もとに於いて得 られた とする.こ れ ら ㌫ は同 じ ものでは 勿論ない.同 じ環=境 とは,そ れ

を規定 すろ杢 條件 に於いて一致 する事 を意味す ろ限 り,そ れ は歴 史的な1喉一的 な もの であろか らで

ある 統計學の任務 とするところの一つ は,か ゝる報 告か ら,よ り普遍的 な智識を讃み とる ことに

あろ,も 少 し具體的 に 一一しか し尚多少漠然 と して ゐるが 一 一いへば"同様 な環 境S「 こ於いては

如何 なる結果 を得 るか"と いふ問ひに答へ なけれ ばな らない 叉上蓮のSl,32,… …,3、 は 同糠な

環 境 でなけれ ばな らない.し か しこの 表現 は適當 であ らうか.

先づ この 様な設問の前に,同様な 観 測環境 とは何か を調べなければ ならない

5とS'と は 共に,歴 史的 な唯一性 を もつ もの であ る.從 つて5と5'と が 同様 な観測環境 であ

ろ といふの ぱ.環 境を規定すろい くつかの條件に 於いて或 る程度に於いて夫 々一致 する,即 ち部分

的な條件の一致 といβ、蓉に外ならない.A!,A,A.、 の 凡べてに共通 して満 足 され る環 壌條件

∴rナ バ・或二:も.・)をcて 表け さうcな る環境條件 をみた す ものは 他にい くら もあ らう・ これ



らの全體 を ソ1ご表は す.Ψll:k,観測 環境 を規定 すろあ らゆる條件の うち い くらかの條件が指 定

され{即 ち條件(.c.1がi繭 足 され,幾 りの 條件 につい ては規定 され てゐない様な環境の 一つの 集 りに

外な らない か ら,?{な る 事情の もとで如何 なろる観測結果 を得 るか は一・義的には ・一敵には.}定 ま ら

ない.そ こで上述の設 問は,よ り精確にいへば`脳 なろ観渕 環境の 下に 於いては如 何なる観測結 果

を得 る可能性が あるか"と な すべ きであ る.

量 子統 計力學等に於いては更に立 ち入つた考察 を必要 とするであ らう.今 日は 日常的 な素 朴な範

團に於いて問 題の素描 を試 みる ことに する.

次 に比喩的 にこの事情 を設明 する(比 喩であ るか ら非本質 的な蕪 を も含んでゐ る).今 蝕に,z=

f(x,y)な る二変数 の函数zが0≦x,y≦1に 於いて定義せ られ てゐた とする.x,}・Sに 任 意に値

を指定 すれ ば2の 値はそれ に応 じて 一義的 に きまる.例 へばx・Xo,y=yoと すればea=・f(Xe,

ンo),こ れ を観測環 境の全條件 を與へる事に比喩 する とすれ ば,観 測 環境の部分的 な規完 といふのは

例へば,x=Xo,阻 し.yは 任 意,と いふ様 な場 合で あ る.こ の ときにはz=fc.ro,沖 とな り一般に

ンと共 に攣るか ら2の 値は一義的 には きま らない.叉.Xo一 ε〈x〈Xtl+ε,且 つ 釦一ε〈.y<yo+ε

といふ様な 條件 も観測環境 の部分的 な規定 になぞ らへ得 よう.

上 述の如 く表現 された 設問 も,そ の 凡てが 統計學の対象 た り得る とは限 らないの であつて,確率

論 を基礎 とする数理統計學に 限つて云 へば,そ う した 設 問に対して(原 理上)解 答の 可能性のある

のは?1が 確 率的集團 を形成 すると 見傲 し得べ き場合 である.鼓 に確率 的 集團 を説 明 し始 める とな

が く,なるか ら,そ の特別な場 合であ ろ確率変数 に限る事に する.蓋 し當面の事象の 表章が 徴量 を以

つて表現可能 である場 合には,確率 的集團 は確 率変数 と見徹 して論ぜ られ るか らである.

確 率変数(St。chasticVariable,ChanceVariable,Variablea16atQire')と い ふの は何か.先 づ

第一 に変数 であ る.即 ち(一 般に)い ろいろちがつた数値 を とる.而 して 第二に その値の と り方が

確摩 で規定 され て居 る.こ の 二つの性質 を表現 する もの と してXの 分布 函数 《 〔κ)が あ る.Fx(κ)

とは確率変数Xが 或る数値xを 超へ ない確率 一 これ をPr{X≦x}で 表 は す一 である.即 ち

Fx(x)=P飢{X≦x}.(明 らか に(i)Fx(-3・)==O;曳iDFxkX)はxの 非減 少の 函数であ る;(iiP

Fx(+o。)==1).。

響なる場合に於いて如何なる観測 随を得るかは事前的 こ一義的に指定出來ない.今 得て居る 角,

x2,… …,x,,と いふ 値 も,Utが 現 實 と してA,,A2,… …,A,,と な つて具現 した 故に,か く確定 した

値 を得た わけなのであ る.確 率論に立 脚する標本論が威立 すうた め若干の要 講が必要 とな る.そ の

うち最 も根本的な もの を列挙 すると=

〔P・1コ9`な る 事情の下に 於いて は,各 第 々回の 測値 は一義 的に定 まる もの でな く,如 何 なる

値に なるかは確率flsbll5(X,と して表現 され る.1

⊂P・IL]溝 の 分布 函数FXktlx'は 皆 一致 すろ;即 ちEv1(幻=取2α ノ=… …=Ev雇 域 一。Q

〈X<00)こ れ をF(X)と お く.

[P・ Ⅲ ・コXi,瓦,…,X,,な る 確率髪 数は相 互に燭立であ る・即 ち任意の 刀個 の値al,a2,…,a:J

に対して,X,≦ak{.k=1,2,…,lliな ろ フ1個の 事象の悉 くが 同時 に 成立つ確奪 吹 式左邊 ・は ,



各 を 一つづつが 域立'、確率 の積 次式右邊 に等 しい 即 七

〔P.III.]は 各 回の 観測結 果が 他回の 観測に影響 し合ふ事の ない 事を示 す ものであろが,同 一入が

観測を幾 回 も行ふ場合,逐 次精度 を増す様に出來る場合 もある し,前 の 方の結果 を知 る事が後 に影

響 を及ぼ す事 もあ り得 るの であ る.そ の場合に於ては,〔P.II.]も ⊂PJII.コ も修 正を要 する と想ふ.

私 は この 方向に向つて標本論の進歩の要 因の 一つがあ ると信ず る者であ り,そ のた めには,各 方面

の 人々か ら如何 なる修正 を實際必要 と して居 るかを伺ひたい と希望 してゐる.

それ は兎に角 と して,以 上の 三つを要 請するな らばx1,x2,…,x,、 な る観測結果はXl=Xl,X2・"

x2,… …,X,=・x,,と なつて,現 實にあ らはれた一め の特殊 な場合に過 ぎない.即 ち可能 なる場合の

一つの標 本であ る .

以 上7)様 に 確率愛蝕 を表面に 立てN記 述 する と,標 本論の立 場や 方法がはつ き りする と思ふ.

普 通は,母 集團(ParentPopulation/17な る ものを想 定 し,こ れは或る分布函数 施)が 附儲 し

てゐ る.Xl,x2,…,x、,な る ものは,こ の 母集團か ら相互に無關係 に且つatrandomに と り出 され

た見本(標 本)と 見徹す といふ ことを標 本論の要 請にするのであるが,そ の内容 を吟味分析 すれば

以 上の[P.L⊃,⊂P.H.],〔PJII.]な る 三つの要 講に なると思ふの であ る.母 集團の想定 と抽出 の任意

且つ独立 とは 不可分 な ものでなL(事 は,前 述の如 く[P。III.コ を修 正 して も確率論に 立脚 する標本

論の樹立が考へ得 る事に照応 すべ きことであ る.上 記 二つの 表現 方法が 同一内容 を意味 する もの で

あるか ら,吾ftは そ の時 々の便宜に從つて何れ かを用ゐる事にすれば よV・.

次 に理 論統 計學の 多 くの 根本的 問題が,以 上の要請 と如何なる關係にあるか を示 さう.

kl、 特 徴付 の問題 くProblemofSpecification,こ れ はxl,x2,…,x、 、か ら推 量 して,jKκ)の 型

を決定す る問題 であ る.例 へばF(xノ はPearsonの 何 型の分布函数 と見倣 すべ きか といふ 問題 で

ある.こ の問題に対して は 軍に上述の材料の みな らず,そ れ以外の 他か らの 智識(以 下便宜上、該

當標本以 外の ものに基 く智識 をaprioriな 智 識 と假 りにいふ)が,大 なる稜 言権 を有 する.例 へば

偶然誤差の法則 に從ふ と思惟 さるべ き ものに対して はGauss型 即 ち正規型 の分布法則

の適用 を,叉 稀事象に關 する ものな らばPoisson型 の 分布

を一懸考 慮 しなければ ならぬ.

{II',推 定 問 題(ProblemofEstimationノ 特axyi・1けの問題が 解けてF(x、 の 型が きまつた とき,

F・x,の な か1噸 る ・くラ メ ー タ ー をXl・x・ ・… ・x・・か ら推 定 す る の が こ の 問 題 で あ る ・Gauss型(2・01)

の ときな らばaと びとを共 に叉はその 一方 を,Poisson型 分 布 な らばhを 推 定する といふ 問題で

ある



〈III)分 布 問 題kProblemで)fDistribution)[P・1・ コ～[P・III.コ の 儂 定 の も と に 於 い て,濁 ,超,

… ,X.、 の 或 ろ函数 の 分 布 函数 を 求 め る と い ふ 問 題 で あ る.例 へ ば

の分布函数 を知る事が 問題 なの'Eiあ る.こ れ は(1),`.ll)の 問 題に対して 有効な解決手段 を提 供 す

る事にな る.

(IV)統 計 的假説 検定 の問題(ProblemofTestingStatisticalHypotheses)吾 々は[P.1.コ ～

⊂P・Ⅲ ・]を假 定する ものであるが,し か しF〈x)そ の ものは 未知であつて,こ れ を知 る手段 と して

は・aprioriな 智 識は別 と して,只 κ1,x2.…,x、,を 利用する よ り外 に方法 はない .今 假 りにF(x)

に あ る特定 な もの を採用 せん とす るな らば,そ の適否 は,Xl ,x2,…,x、 、なる材料 と照応 して,こ れ

に基 き判定 され ねばな らぬ・F{1・r)が あ る特定の ものなるべ しといふ假説 を統 計的假説 といふ .こ

れ をSampleXl,x:,…,x、 、に基 いて採 否 を判定 するのが この 問題である.

§3・ 假定(N)と 標 本分布{SamplingDistribution)

以下本 回は,特 徴付けの問題が何等かの根拠 か ら解決 され,次 の假定

(N)'母 集團の分布函数 寿F(x)は正規型である.

といふ事を出発點 に してよいとする・ §1で 述べた諸例 も皆大體 この條件を充すとしてよい もの と

する・之れ らの諸例で課題として提出 されて居る事を標本論の言葉で,も つと正確に表現するとど

うなるか.話 しを具體的にするため,例1を 論題にとつてみる.

假定(N)に 依つて・884個 の材料によつて推定 された平均値aの 推定値75 。06,標準偏差 σの

推定値2・68を そのま Σ採用 して,問 題の王朝期の エジプ ト人のCephalicIndexは 次の正規型分

布をもつ とする:

問題 はn個 の標本(1・01)1ま(こ の分布法則 に從ふ)こ の 母集團か らの標本 と見 な し得 るや否や と

いふ 事であ る..

鼓 では(1・01)な ろ10個 のSamp!eの 個 々を一つづつ切 り離 して 問題 に して居 るので はない
.10

個 を 一ρの組 と考へての話 である・即 ち正確には構域分 子がn個 の 一標本'(asample6f11)と い

ふ べ きであ る・組 と しての性質 を表章 する ものに は ,例 へば

標 本平均 値(SampleMeanl)

標 本標 準偏差(SampleStandardDeviati。n)

等 が うる・xが75・06・sが2・68に 近 けれ ば近い程,(1.01♪ が(3.011な る 母集團か らの標本 と見傲

して よい であら うといふ ことは常識 的に も想像 され る.こ の様な 考 へ を確率論的に 明確 にするには

§2の要請に あ らわれた ・F;,[x)はi.3・0ユ〉で與へ られ ると し,〈3.02 .)`・¥・・it.して ・2.03な ろ 確率変 数



烹5を つ くり,こ れ に劉 する 分布函数 を もとめる事か ら 出発 する よ り外 はない.他 の例 で も同様

である.

そ こで一般問題に立 ち節 り,母 集團の分布函数E:x)が(2.01)で 與へ られ る場合,X,SのSam-

PlingDistributi。nを 求 めて見 よ う・ この問題は[P.1.コ ～[P.III.]な る要請に 於てF(x)が(2.01)

で與 へ られ ろ時,確 率変数y,Sの 分 布 函数 を求 める事 と同一内容 であ る.・

π個の標本 が上述の 母集團か ら抽 き出 され る場合,第 々番 目の ものの 値は(ak,b∂ の範囲 に属 す

ろ・といふfZ個 の 事象 が悉 く減立 する確 率は,独立 事象 の法則 に よb,各 々の 事象の起 る確率 の積 で

あ る.こ れ を確 率変数 でいふ と

以下便宜上

第1圖 榛 本 空 間(n==3) と お く.X,5を 用 ゐ る と

と して表は され る..更 に,簡単 のた め

とお く.(Xl,κ2,…,x、 、)な る変数 の 組 を 次 の変換 式 に 依

つ て(u,Vl,Vz,…,Vn-1)な る変数 の 組 へ 移 す.'

すると

嘱,x1,…,κ 、、)を η 次 元 の ゆ 一 く りつ ど空間 の 座 標 に とi),こ れ をPで 表 は す ・IOの 座 標 を

(a,,7,…,a、 と す る.PMな る 線 分 はPか ら直 線.rl=x2==…=x.tへ の 垂 線 と す る ・ す る と



從つて 或る所與のu,s'を もつ様な點 ・Pの 軌跡は直線OMic直 交 する(n--1')-Jc元 の 球上 に存

在 する事になる.そ こでUe<u<絢+dz`9,thくs〈SO+dS"と な る様 なu,sの 膿 積は 歯"-2dso

dgoに 比 例 する事が わか る.そ こでu〈X一 α〈u+du,s〈5くs+dSと な る確率 は亥 式で與

へ られ る:

Ci,は 勿論次の如 くして容易に決定 され る.

か くC,,を き めて それ を(3.10)に 代 入 して結 局

(3.12)が 以 下に於いて 中心的 な役 割をなす.鼓 では(3.12)か ら簡単 に導 かれ る重要 な事柄 を二

三 列挙 してお く.

(1。).(3.12)を5に 關 して0か ら 。。まで積分 して

これ は平 均値0,標 準偏非u/3/匠 な る正規分布 であ る

{2。、.13.12をuに 關 して 一〇cか ら`ocま で積分し て



これは 正規分布 ではない.し か しnが 限 りな く大になる と標 準偏差が σ/(2n)1・7な る 正規分布 に

近づ く.

(3。)(3.12)～(3.14)に 依 つて知 られ る事 は,

で ある.こ の關係はu,u+d",s,s+dsを 任 意の四数al,a2,β1,β2(但 しal〈a2,β,<β2)で お き

かへて も域立つ.こ れ は確率変 数 菜一aとSと は独立 である といふ事に外 ならなVb.Zの 著 しV・

性質は恨定(Ⅳ)が 成立たぬ場 合即 ち母集團の分布函数Fてx)が 正 規型 でなければ一般に成立 しない

といふ事が 知 られて ゐる故,一 暦注意すべ き事である.

'(4。).Z=(X一 α)/Sな る確率変 数を導 入 すると(3.12)か ら

を得 る.そ こで

(Studentの 分 布).

e」§4.平均 値に田け.る假説 検 定法

統計的帳説の探否に依 り吾々がおかすか も知れぬ誤謬は論理上二つの種類の ものが可能である・

その一つは,該假説 が眞なるにも係らずこれ を娯な りとして棄却する誤謬であり,他 は該椴説が慣

なるに も係らずこれを眞な りとして容認する誤謬である・前者を第一種の・後者を第二種の誤謬と

いふ.

今茲 に模型的に簡単 な例を蓮べよう.第2贈 に於て ・に依つて或る假説Hoか ら起 り得るすべて



の標本を表現 し,× に依つて他の仮説 から起 り得るすべての標本 を吏はす.尚 或ろ根捺から 私,

私 以外の假説は確かに眞でないことが知 られて居ると想定すろ.

今第2圖 の如 く圓を描 き,こ の圓内に在 る様た標本 を得た場合

に は假 説 橘 は眞 な りと推 定 し,圓 外に在 ろ様な標 本 を得た場 合

に は假 説 島 は爲な りと推定 すうとする.こ れ に依 り假 説 瑞 に

対する(從 つてpte-一一のalternatiVeた る 假読H,に 封 すろ){匿 詮槍

定法 を提 出 した 事になるのであ るが,こ の場合,こ の検定 法に依

り第一種の誤謬 をお かす確率 は ユ,5,第 二 種の誤 謬を おか す確率

は2/5で あ る.蓋 し ・が5桐 の うち圓外に ・が1個 あ り,× が5

個 の うち,× が2個 圓内に存在 するか らである.上 の圖の如 き正

方形を描 き,こ の正方形内に在る標本を得る場合には假説 私 は眞な りと推定 し,正 方形外に在る

様な標本を得た場合には 私 は偽な りとする.こ れ も前 と同様に,假 説Hに対する 軋從つて上述と

同じ理由に依 り瑞 に対する)假説検定 法を提供するものであるが,第 一種,第二種の誤謬をおかす

確率は夫々1/5,3/5で ある.

これ ら圓と正方形 とは第一種誤謬をおかす確率 は相等 しく、第二種誤謬をおかす確率 は圓の寿方が

小なる故,判 定匠域 としては,他 に考慮すべ き事情がなければ,圓 の方が正方形よ りも有効と見ら

れ るわけであ る.第 一種の誤 謬をお かす確率 は理

論上 如何程で も小 さく出來 るの であるが,第 一種

の 誤謬 をおか す確率 を,あ る指定 値(例 へばO.01

或 はO.05)よ り小な ら しめる ものの うちで 更に第

二種の誤 謬 を出來 るだけ小 さくする様な匿域 を見

出す事が 望ま しいの てある.こ れ はTestingSta-

tisticalHypothesesの 中心問題 にな る.

吾 々が以下 にのべ るの は,第 一種の誤 謬をお か

す確率 を 或る指定値を 超へ ない様な 匠域 を@,S)。

平 面上 に如何に して求 め られ るか を示すのが 問題

である・上の例の圓周や正方形の周に対応 して判定区域を規定する境界曲線を衣の如 く五種類つ く

つてみう(第3圖)・(但 し δ一曲線 は描いてない.)



吾 々は以 下次の 様な確率 を を3の 標本分布の結果 を用ゐて 計算 する.

〔1〕 半 直線AAノ,BBiに 圃れ た領域の1部 に属 すろ確率

但 し γ=O.4769363,r=O.6744898a/ni.値 を計算するには,所 謂確率積分の表 を用ゐれば よろ

しい.

〔2〕 直線EE'よ り上部に囑 する確率'

君 の 値 を 上 式 か ら 求 め る に は 次 表 を 用 ゐ る.'

K.Pearson,TablesoftheIncompletel'-Function,London(1922).

然 し,プ=nsr,'♂ と す れ ばP.=P{"x2)と な る か ら 次 表 に 依 つ て も 宜 しい.

K.Pearson,TablesforStatisticiansandBi。metricians,PartI(1924),TableXII.Test

forGo。dnessofFit.ValuesofP.

〔3〕 角CODの 夕 部 に 鵯 す る 確 率(勿WhAOBよ り上 部 に て)

.こ れ は有名 なStudentの 分 布だか ら多 くの 成書 にその 表が ある.
re

(4〕 ハ 曲線の外鞠～宝λに薦 する確 率

この値を求めるには次の表に俵れば宜 しい.



 K. Pearson, Tables for Statisticians and Biometricians, Part II, London  (1931, , Tables 

XXV and XXXVI, Tables to determine the Probability that a Sample has been drawn 

from a Normal Population with a Specified Mean and Standard Deviation , 221-223.

尚その説明に於いて次の事が述べられて居る.

とお く(この5は 前述の吾々の確率憂致Sと 混同せぬことを要 する).す ると

Pλは同じ値をAに あたへる様な( .砿5)の 勧跡.即 ち み 曲線の外部についての積分である.こ
●

の曲線は

で與へ られ る・S/aを 横 軸,m/aを 縦 軸 に とつ てk=一 定の グ ラフを描v・た ものが上蓮 の表の 読

明に附加 され て居る.こ れ を利 用する と簡便である.

〔5〕 δ一曲線の 部$δ に厨 する確 率

この値 を計算 した ものは未だ見た事が ない .

次 に以上 ・計算 したP.,P,Px,A,Pδ 一 これ らをPで 代表 させ るこ と もあ る一 の 値を如何

に して仮説 検定法に 用ゐ るか を次 に示 し,樹 それ らの長短等 を論 じたい.

(1。)・Pの 使 用法は次の通 りであ る.先 づ豫 め,Sign盃cance・Levelaな る もの を定 めてお く.

通 常 αはO・Olと かO・(痔 とか にす る・ さてPを 計算 して,P≦ ・α な らば ,該検定 法に關 する限

り・該仮説 は棄却 すぺ きである と し,P>α な らば,該假説 は 該検定 法 の 判定 では葉却 すべ しと

いふ 結論 を得 られ ない とする.'

(2。)・ 上述 の使用法の根.は 次の 通 りであ る.若 し営の假説が 眞であるな らば,例 へばP。SC就

い ての べる とSamplingDistributionでlX一 αiがuよ り大に なる確率 はP
.rsの であ るか ら し

て ・Ps≦aな る理 由を以つて假説 を棄却 するならば
,吾 々がおか すか も知れ ない誤濯の うち,第

一種の 誤謬をおか す確章はaを こえない
.他 の検定 法に 於いて も同様 であつて,要 するに 第一一tw

の 誤謬 をおか す 確率 を{夫 々の立場 に於いて)α をこえ ない様 に した もの であ る .

第 二種の誤 謬に対する 關 係は 更に研 究を要す る.以 上の検定 法に就いては 「Pの 値が小 な らば大

體に 於いて安 心 して該假説 を棄 却 して 宜 しい .」Pの 値が 大 きいか らと云つて,そ れだ けで,す ぐ該

假説 を容認 するこ とはいけ ない 更に他の 方法,他 の智 識に照 し合せ て考察 することを要 する」 と



思つてゐれ ば大過はない といふ 事にな る.

!3上 述 五種類の撞定 法の特 色,得 失從つて用漆雪1に就いて述べろ.

(i)es-,s-,z一 楡 定 法の何れ も,標 本の與へる智識を各 々部分的 に しか 用ゐて居 らない.各 々は

夫 々,標 一42F均 値},標 本 標準 偏差5,こ れ らの比 氏一碗5に 關する標本の與へ る智識 しか 鴻ゐて

ゐない.襟 本:1,二u⊃,…,ズ 、,を知れば,x,sは す ぐ計算出來るの であるか ら,若 し吾 々が他に何等

の理 由がなけれ ば,標 本の與へる智識をなるべ く多 く用ゐ るべ きである.

(1・ii、δ一曲織 はtlt;,s')平 面 上 で確率密度の等 しい鐵 を結 んだ ものに外な らぬ.し か しその立場 は

飴 り論理 的 ではない.と 云 ふのは,(tt,s)一 手 面上の等確 率密度 曲線が テ ス トと して重要 な意義 あ り

とすれ ば(tg,助 手 面の,或 は 四,め 一手面の,更 に一般 に(u,ψ 〈s))平面の(q(s)は5の 増加 函数,

ge〈0)=O,¢(+c・)=+。 。)),等 確 率密度曲線 も同様,テ ス トと して重要 な役割をするこ とにな らう.
、 ,

併 し,こ の何れ を採 用するかに依 りPの 値 は異つて來 るわけであつて,何 れが 最 も適切 か と云ふ

事の判 断が必要にな る。恐 ら くそれ は何か特別 な假定,立 場 を豫想 しない限 り不可能であ ら う.

Gii)λ 一検定 法の導入 はNeyman-Pearson〔1〕 の功 績である.そ の 根擦については攻節 を参照

せ られたい.

(4。)・ 以上の 豊定 を用ゐ るに當つては,ari。riな 智 識あればそれ を参照 する事が・'・要 であ ろ」

これ に關 して は §6の 諸例に就いて参照せ られたい.`3)

§5・ 統計假説 の単純 性,複 合姓.MaximumLikelihoOd法 と λ一及 びz一 検 定法

統計的椴説の うち,そ れに依 り母集團の分布函数が 一義 的に 確定 する場合にはこれ を単純(sim-

ple)と 云 ひ,然 らざる場合 にはこれ を複合(的)(composite)と 云 ふ.例 へば平均 値a,標 準偏差a

を共に指定 したる統計的假説は,母 集團の分布 函数が正規型の場合な らば,即 ち條件(N)の 満 足 さ

れ る場合 ならばsimpleで あ る.こ れ に反 し,軍 にa又 はaの みを指定 する統計的假定 は,正 規

型分 布の場合で もcompositeで あ る.'

み 検 定法,か検 定法D意 味や,そ れ が単純 な假 説,複 合的 な仮 説の何れに關係 した もの であ るか

等をMax1mumLikelih。odの 方法か ら明かに したの はNeyman-Pearson〔1〕 の功績 である.

以 下二三の準 備を してか らこれ を述べる.

d}MaXimumLikelihood法:母 集團の確率分布法則 をF切 とする.確 率 密度fkX)が 意 味が

ある とする.即 ちFκ)が 徴分が 出來 て メx)=P(x)で あ る.こ ういふ場合Sample(Xl,Xz,…,x、i)

のLikelihoodL(≡L(Xl,.x:,…,x .、;f)と もか く)は 次式で定義 され る:

前述 に依 り



となろか ら,Lの 大 な る程,Sampleと して實現 する可能 性が大 きい と見 られ る・吾 々は,Likeli-

hoOdと 云 つ てProbabilityと は 云 はない.何 故な らば,ま れ は確率の定義 に一一yxし ないか らであ

る.併 し今 この點 に深 入 りは避け る事にする.

Lは 勿論 κ1,x2,…,x、,に 關係す るが,こ れ らを指定 すれば ノに依つてその値が憂 る。統 計的{匿

説 と して母集團の確率 密度 を,ル)に すべ きか9(x)に す べ きか と云ふ 事を,所 與の標 本.rbx:,,…,

κ、,から判定 しよ うとす る場合

を比較 しLl>Lgな らば ∫ を,41<Laな らば9を 採 用すると云ふ 方法 も可 能であ らう.q)

推 定 問題 に於 いて,所 要の パ ラメー ター を求 める方法の 一つ と して,こ のLを 利 用1.たMaxi・

mumLikelihoOd法 といふのが ある.即 ち,母 集團未知分布 函数 ノ「(x)にパ ラ メー ターtii,ti2,…,

θ'が 入つてゐる とき即 ち ノ(bU)=f〈x;θ,,ti3,…,ti,)な る場合,こ れ を標 本Xl,Xz,…,x,、 か ら推 定

6

して最 も適切 に0!,Oz,…,θ,を きめる ことが推定問題 であるが

を最大に する(01,02,…,θi)を 求 めて,そ の 最適値(委 しく云へ ば最適 な推 定値)な りとする方法

である.そ れ には ∫が θに關 して連続 微分可能 な らば(一 般に)

な る方程式 を満 足す る(θ1,θe,…,θ,)を 求 める事 に節 着 する: .

(2)條 件 くN♪と ・MaximumLikelihood法 こ 條件(N)が 満 足 され る場合,換 言 すれば ,fが(a,

σ は 未知 だが)と にか く'

な る形 で與へ られ た場合・上述のMaximumLikelihood法 で α と σ とを共に きめるには次の檬

になる.先 づ(3.04)を 参 照 する と

だか ら ∂ムノ∂a=O,∂L/∂a==Oな る聯立 方程式を立て これ を解 けば よい .す る と

といふのが最適な推定値 といふ事になる.



3・ 正規分布の母集團に対する単 純假説 とMax㎞umLikelihoOd法1正 規分布の 母集團 に射

して,そ の平均 値は指定値aノ で且つ標準偏差は指定 値a'な りとの仮説 をな すとす る.前 述の如 く

これは単純 假説 であ る.こ の假説 を満足 する 【換 言 すれば平均 値 〆,標 準 偏差 〆 な る)正 規型 母集

閣 を17'と 書 き,一 般 に正規型母集團 を π であ らわす.17ノ は π の一つの特別の場合 であ る.

標 本(.r1,.r3,…,x、 、、を與へれば,各17に対して そのLikelih。odL'll7♪ が きまる.凡 ゆる17に

つ いての ム17、 の最大値 は(5.07)に 依 り

で與へ られ る.

そ こでLike!ihoodを 利 用する方法 と して

を計算 し,こ の値が 大なれば大な る程,前 述の単純 假説が 尤ら しい とする方法が考へ られ る.明 ら

か に(5.10)な る値 は0と1と の間にあ り,こ れに対してSignificanceLevelを つ くる事 も可能で

あ る.然 るに(5.10)を 計 算 して みる と

となる.故 に前述の λ一検査 法の解釈 が與へ られた こ とになるわけであ る.

(4)z一 検 定法(Student検 定 法)とMax㎞u㎞Likelihood法:〔3〕 で述べた母集團17で,特

に αが或る指定値a「 こ等 しい もの を17*で 表 は さ う.凡 ゆる17*の う ちL(17*)の うち最大な

もの を求 めるには,α=α'で 齪に共通 して きまつて ゐる.だ か ら σをぱ次 式か らきめれば よい.

す る と,σ2=(i-a'."'+S2を 得 る.換 言 す れ ば

依つて次の様な比を以つて正規型母集團の平均値は σ'なりといふ統計的複合假説に鉗する判定

法を提供出來るであ らう.



然 る に こ の 値 は(5.13)と(5.111と に 依 り

となる。故に この検定 法 は 缶 穣 定法に外 な らない.

Studentの検定 法は 普通の解釈 では標本平均 量について1-a'な るDeviationのSignihc餓ce

を テ ス トするた め,未 知のPopulationMeanσ を5で お きか へ,(;一 α',βの 分布 を正確 に もと

めた といふ點 に 意義が 認 め られ てゐ るの である.勿 論 それ に相 違ないが,上 述 の如 きNeymann-

Pearsonの 解釈 もTestingStatisticalHypetheseの 立 場か ら云つ て極 めて重要 である.

諸 例

§1で 課題 と した 諸例に以上の寿方法 を応 用 して見 る.

第 一例2==73.47,s=5.942,n=ユ0で ある.

a=75.06,a・ ・2.68と い ふ 翠純 假説に勤 してR一 楡定法 を応用 する とA〈O.OOO1,故 に この

假説 は み検定 法では棄却 すべ しといふ 結論 を うる.

こ6場 合i-a=)=73.47-75.06の絶対 値は さほ ど大では ないがs/a=5.942!2.68が 比 較的 大で

あ る.こ の 事が 利いてAが 小 さ くなつ た と も見 られ る.そ こで次にa=75.06(oは 指 定 しない)

とい ふ複合的仮 説に対してz-検 定法 を適 用 して見る とPr"一:O-221と な り,こ の複合的帳 説はz一

検定法 では棄却 すべ しといふ結論は得 られ ない.z一検定 法 では σに閣するaprioriな 智 識 を霰定

してゐ ない が,一 般に,一 民族についてはCephalicIndexの 分 布の標準偏差 は2.5か ら4.0の 範

園の もの である,即 ち2.5≦o≦4.0で あ るべ きであ るといふ 事を吾 々が知つてゐるな らば,上 の

2-ta定 法 の 結論は 更に これ を反省 する ことが 必要 となるであ らう.今 の例ではz=O.268で あ る

が,仮 りiCσ=4と す ると,・S・=5/a=1.486と な る.§3のh-一 曲 線 を描いて見れ ば明かな如 く(S,

M)平 面 で,S=1・486な る 半直線 上の1に対して はk>0.68iで あ り,從 つてA<0 .08と な る.

こ の事か らみる と,複 合假 説a=・75.06に対して2一検定 法が 與へる有利 な詮言P.=O.221な る も

の も,上 述の2.5≦a≦4に 照 して考へ るならば 」割引 して考へねば ならぬ事に なる.

若 しもこの様なaに 關 するaprioriな 智 識が なければ,こ の 複合 假説に關 するか ぎ りz-ta定

法 の 結論に從はなければ な らない.他 の 一つの 方法 と して9=O.268な る 半直線に切 する1一 曲線

を描 いてPxを 計算 してみ る.す る とk・=O.47,從 つ てA==(}.689と な り,之 に依つて もapri。ri

な上 述の智識がない ときに はo=7506と い ふ複合假説 をすて る根拠 が見出 され ない.

從 つて ・Pλ検査では假説 は棄却 し得 ない.



假説 は棄却 すべ きであ ら うLSIgn浦cance-Levelα=0.05の と き♪.

第 三倒(m、-8.4h/}il/a(t=1,2,…,12)な る12個 の 値 を得てゐるが,鼓 に問題 にな る

の は,こ れの母 集團がa=・O,σ=1な りとの単純 假説である.こ れ に対して は λー検定 法 を施す.

M=-821,S==2.192,k=1.70,Pλ ≦0.0001.

依 つて 上記假説は これ を棄却 しなければな らぬ.即 ち上 記12個 にあ らわれ るfluctuationは こ

れ を同一母集團 く.平均 値8.4,標 準 偏差0.329)か らのSamplingDistributi。nの あ らはれ とは見難

く,技 術の優劣,材 料の 不均齊等の原 因に基 くもの と見得 るべ き可能性があ り,依 つ てそれ らにっ

いて取調べ を要 する と思はれ る.

証

(1'〉 勿論,頭 蓋指数 といふ 一計測か らの 判断 と しての 問題 であつて,實 際に於い て 「これ ら10個 の

.頭蓋 骨は上記王朝 エヂプ ト人の頭 蓋骨 と見な し得べ きか否か」 といふ問題 に対して は,各 方面か ら

の判 断を綜合 する必要があ り,頭 蓋指 数の みで判断 さるべ き もの でない事 はい ふ まで もない.同 様

な注意 は第 二例,第 三例に就いて も同様 に必要 なことはいふ まで もなか ら う.

(2)観 測 環壇 といふの は,こ ゝでは,假 りに決定論的 な立場 をとつて,そ れ を指 定 すれば観測 値が

一意的 に決定 され る様な,観 測麓 を規定す る全條件 を意味する.そ れ で,観測 者の主観的乃至心理

的factorも 勿 論観測環境 に含まれ る もの といふ廣義の意味にな る.

(3)上 述の テ ス トを實際上 用ひ るた めの数表の事は更に適當な機 會に詳述 して,実 用に供 したい と

考へてゐる.

(4)MaximumLikelihoodの 方 法については,多 くの批判が 與へ られてゐ る.こ れ は別の機 會に

譲 り,こ ゝでは一磨 この 立場 に立 脚 して論じて みた.

附 記:謬 語は すべて暫定的の ものである.


