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二 項 分 布函数,ボ ア ソ ンの 法 則 及 び ボ リアー

エ ッゲ ンベ ル ガー の 法 則 に つ い で

會 員 佐 藤 良 一 郎(東 京高師)

序 言

よ く知 られ て ゐ るや うに,0,1,2,・ ・… ・,n,… … 中の 何 れ か の 値 を取 る変数Xが あ つ て
,負 た ら

ざ る 整 数 植 ズを取 る確 率 が

但 し"は 整 数,P>0,P+q=1あ つ て,x>nに対して はP(x)=0と す ろ

で 與 へ られ る と きに は,Xの 分 布 法 則 或 は 確率 法則 は 二 項 分 布 函数 で表 され る とい ひ
,

で與 へ られ る と きに は,ボ ア ソ ン(Poisson>の 法 則 で表 され る
,

で與 へ られ る と きに は,ポ リア ーエ ッゲ ンペル が 一(Polya-Eggenberger)の 法則 で 表 され る とい ふ
.

これ 等 三 個 の 分 布 函 数 は 次 の や うに 考 へ る と,何 れ も 一つ の 分 布 函 数 の 特 別 な場 合 と見 られ る .

拡張されたボリアーエツゲンベル ガーの法則

次の式

がに 項定理に よる展鰍 一
1ξ4に 關 しての1可 能なるときは,そ の一瀬 ‡

で表 され る か ら ,h,dを 如 何 な る常 数 と しよ う と も

オ三牧 叙 す る な らば,そ の 値 は1と な ろべ き であ ろ .實 際 この と きに は,



但 し便 利 の た めに,一 音 一 π(正 整数)な る と きは,◇なる如 き整数値に対し て は φω 一

〇 で あ り,叉 φ(0)=1で あ る と す る.

そ こ で,ズ の函数

が,上 掲 の 條件 を満 足 さ して ゐ る上 にx・=O,1,2,… … に対して 決 して 負 に な らない と き に は,こ

れ を接 張 され た ボ リアーエ ・ゲ ン ベ ル ガ ーの 法 則 と假 稻 す る こ と とす る.そ して,変数Xが 負 な ら

ざ る 整 数 値xを 取 る確率 が.(8)で 與 へ られ る と き,Xの 分 布 法則 或 は 確 率 法則 は拡 張 され た ボ リ

ァーエ ッゲ ンペ ル ガーの 法 則 幡 して 接 張 され たP.E.法 則)で 表 され る とい は う.

以 上 の や うに考 へ る と,二 項 分 布 函 数 は 接張 され たP・E・ 法 則 の 特 別の 場 合 とな る.實 際 一h/d

="(正 整 敏)と す る と きは ,

P(x)は 決 して負 とな らな いの で あ るか ら,0〈-d=P〈1で あ る よ り外 な い こ とは 明 か で あ

る.從 つ て ・

即 ち 二項 分 布 函 数 で あ る.

.ボア ソンの 法 則 は,振 張 され たP.E.法 則 に 於 てd→0な ら しめた と きの 極 限 と して 得 られ る こ

とは 容 易 に知 られ る.

爾 ほ ゐ〆4=nな る と きは

"を 得 る
.こ れ は形 式 の 上 か らは パ ス カルの 法 則 に 似 て ゐ るが,パ ス カルの 法 則 に 於 て は 上 式 の πが

n-1で あ る.

3.援 張 され たP.臥 法 則 の最 初 の 二 つ の モー メン ト

撲 張 され た 」P・E.法則 の 第 一 次 ・第 二 次の モ ー メ ン トを それ ぞ れ 角,μ2と す る と,次 の や うに 計

等ひされ る.



この結果から

なることが容易にわかる.從 つて

これ は,ポ リアーエ,ゲ ンペ ル ガ ーの 法 則 の 場 合 に 於て は 傳 染 常 数(Contagion・Parame癒er)と 呼 ば

れ て ゐ る と こ ろの もの で あ る.

4.援 張された?E.法 則に対応 する鑑別規準

観察に依つて得た度数分布に,'接 張 されたP.E.法 則が 當嵌るかどうかを鑑別する規準 としては

次の等式(13)を 用ひることが出來る.,

(8)か ら

從つて

を得 るが(12)に よ り「i/(1+d)=(♂ 一ゐ)/∂3,〃(1+d)=h2/a2で あ るか ら



この鑑別規準を用ひるには次のや うにすればよい.即 ち實際観察に依つて

なる度数分布を得た とするならば,先 づ

を 求 め,x=O,1,2,… …,kに対して.

が略ぼ相等 しいかどうかを見定める.若 し相等 しと見られないときには,吾 々の度数分布には,振

張されたP.E.法 則は當嵌まらないのである.略 ぼ相等 しいと見得べき・ときには,吾 々の度数分布

には,先 づ癩 さ継PE.法 則が當嵌まるもの と見られる.そ こで 払 嬬 一、-dtSibて

を作 り,x=e,1,2,… …,kに対するF(x)の 値を算禺するならば,こ れが所謂理論的の度数或は

期待度数となる.尤 もこれが實際によく當嵌つてゐるか(確率 論的に)ど うかを桧べるには,別 に

備はるところの判定法,例 へばX2を 用ひる桧査法の如きものに依らなければならなVb.

次に實例を示 さう.・

旦 』 中學校第一學年の生徒に,簡単 な数計算の問題12個 を課 し,各 生徒につ き誤つて答へた問

題の数(誤 答数とV・はう)を 調べて次のやうな結果を得た.

これに前蓮の鑑別規準を適用してみると次のやうになる.

(、)欄の数字 と(2)欄 の 数 とを比 べ て み る と,大體 相等 い と見 られ るので.4-S-・ 一 難

を算 出 し,(15)に 於け るN,h,dに それ ぞ れ2544,2.677,0.384を 代 入 して,x=O,1,2,… …,k



1こ劇 降 す ろRx)の 値 を 算 出 して み る と,次 の や うに な る

xzを 用ひる検査法に依つて桧べてみると,上 表の欄外に記入 してゐろやうな値となるか ら,先 づ

良く當嵌つてゐると見られ る.從 つて一般に,中 學校第一學年の生徒の計算力といふ ものを誤答数

の側から観察すれば,ボ リアーエッゲンペル ガーの法則に從つて分布 する もの と推定 して もよから

う(上の例に於てはh,d共 に正である1.

注意.上 掲の度数分布には,二 項分布函教 もボアソンの法則 も共に當嵌り方が良 くないのである.

といふのは,二 項分布函教が良く當嵌まるならば

でなければならない し,ボ アソンの法則が當嵌るならば,

で な け れ ば な ら ない が,上 掲の 度 致 分 布 に 於 て はd・=O.384で あ つ て,負 で な く 又零 に も遠VOか

ら で あ る.

例2・骰子12個 を412回 投 げ て 毎 回 六 ノ目 を 出 した骰 子の 数 ∫ を観 察 して,… 次の 度 数分 布 表 を

得 た.

この度数分布に対して は,問 題にいふ事象の性質上,二 項分布を當嵌めるのが自然 であるが,毎

回12個の骰 子を投げた といふ事實には拘泥せず,唯 與へられた一つの度教分布であるとして,上 述

の籏張 されたP・E・法則を當嶽めるつ もりで進行すると,次 のや うな結果を得る.

馬♂ をそれぞれ ゐ,♂に等 しいと置くと

と な る 、

そ こ で,f(x+・)d+∬ 伽 及び ・1一 皇_逗:のx-O,1,2,一_1、対する 徹 鞘 し砒

較 して み る と,次 の や うに なつ で.主 要 部 分 に 於て 雨 費は 略 ぼ相 等 しい と見 られ る



そ れ でN一412,乃=2。Ol5,d==-0.123と 置 い て,x=0,1,2,… … に対応 す る

の値を算出 して,観 察の結果と対照すると次表の通りである.

Z2検 査 法 に よつ て 當 嵌ま りの 良 さ を桧 べ て み る と,上 表禰 外 に 記 入 したや うに,xz..1.012で

これ に対するPの 値 即 ちX起 が1.012を 超 え る確 率 は0.95よ1,大 きL・.故 に 良 く當 嵌 つ て ゐ る と

い ふ べ き で あ る.

因 に,二 項 分 布函数 を 用 ひ,xtc!gす る 度 数Ft(x)を

で 表 は し,こ れ に 於て もN=412,n=12,h=2.15と 置 い て,x=0,1,2,・ … ・「τ樹 慮 す る 値 を

算 出 して 上 の 結 果 と対照 す る と次の や うに な る.∫(め は 實 際 観 察 に よ る もの,」 畷∫)は 振 張 され た

P.E.法 則,Fz{[x)は 二項 分布 函 蝕 に よる もの で あ る.

上の表を見てもわかるや うに,瓦 ω の系列と 瓦(め の系列との間には,原 系列に対する 當嵌り

の良さには甲乙がない.


