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LorenzCurveに つ い て

會 員 米 澤 治 文(東 北帝大法文學部)

(昭 和 十六年四 月側 日受理)

去 ろ四月末,仙 塞 の統 研會 員の セ ミナー一.,ltl:於て報 告を行 つ才こと;う に基いて本橋々草 す る.Lorenz

curveに つい では経濟統 計方面以外 ではあ まり知 られ てゐない棲 なので,そ の紹介 の意味 で書 いた もの

であ る・饗 つで叙 迷は序鈴 舶な部分に限 られ∫国 じ主 題についで の鼓 理的な展 開は別 の掬貫者 に よつで

な され る筈 であ ろ.

始めにLorenzcurveに ついてKurtzandEdgertonのStatisticaldictionaryの 與へてゐる

説明を参照すれば,そ れは次の如 くである.`

「財産所得賃銀等の如き愛量度敷の分布を圖示する一方法.そ れは本質に於て百分比であ らはさ

れた二つの累加的(two"morethan"cumulative)度 敷分布である.・それで ディタは圃表上から

次の如 く讃みとられる・『國全農の財産の60percentが 全人口の15percentの 最 も富める者の

手中にある』といふ様に・Lorenzcurveは 平等分布からの可能なる最 も極端な乖雌の例を自働的

に具現せ しめるものである.」

今例へば所得の分配に就て槻察 して,所 得の少額なる者から順次多額の者べ向つて数へて,総 人

員中の一定割合の者が受ける所得の和が,紬 人員の受ける総所得の幾何割合であるが 知られたと

する・此の時直角座標の縦軸にその様な 人員割合を,横 軸に同じく所得額割合をとつて,そ の二者

の關係を曲線にあらはすならぼ,こ れ即ち所謂Lorenzcurveで あつて,之 によつて所得の各人員

間への分布の性向が制定 されることとなる.今 所得総額の10%は 人員総敷の10%が 之を受ける

といふ様に,所 碍人員双方の割合が常に完全に一致するとすれば,上 記の様に してそれ を圏示する ・

時に両軸と恰度45度 の角をなす直線が描かれる筈であ り,か ゝる場合は所得分布が正に全 く雫等

な繹である.然 るに實際には此の様な完全平等分布は恐 ら

く存在せず,從 つて,上 記の如 くに して描かれた線はか ゝ

ろ45度の直線と離れた乏ころを通過する.そ こでその乖離

の程度の如何によつて所與の所得分布の不三F等の大小 を判

定 しようとするのである(A圖 参照).

か くの如き所得或ひは財産の各人員間への分布の態様 如

何は一般に統計値の分布の平等不平等 を論ずる最 も普通の

場合である・そ してこの様な場合は一定人員への分布量の

集中が問題となろのであるから,こ れを人的集中現象と呼

ぶ!'此の様な現象に対して 工ore卯curveが その適用を見

ることは上の剛示によつて も明かであるが ,抑 も統計纏の分布の不平等 乃至集中の如何が論ぜらる

べきは必ず しもか るゝ入的集中現象には限らない.其 他に地理的集中現象の如きもの もあ り.事 物

的集中或ひは時間的集中を示す事例 も考へられる.け れども從來の例から見るとLorenzcurveの



實際の適用は殆んど尺て人的集中現象に限つて居つて,他 種の諸現象にぱ除 り及んで居ない それ

は 人的集中現象が社會的に最 も重要 な且つ注目を惹き易い問題であつた といふことが火きな原因に

相違ないが,そ の他に も別の理由が存すると考へられろ.そ れは寧ろ形式的なものであるが,統 計

材料の取扱ひが簡単 であるといふ點 である.即 ち人的集中現象にあつては統計単位 が個人といふ一

つ一つ敏へ得べき而.もその 重要性が どれ をとつて も齊一な個體 であるがためである.然 ろに他の場

合 には此の黙が必ず しも左様ではないので,そ れがそれ等の現象 とLorenzcurveの 悶柄を疎遠な

らしめる契機となつてゐることを認めざるを得ない.け れ どもそれが同曲線の適 用不可能を意味す

るか否かは尚検討を要すべきであ り,後 にそれは行はれるであらう.併 し兎も角も人的集中現象が

Lorenzcurveの 適用される最 も原則的な場合であることは實際上否まれぬ ところであ り,我 々が

此処で該曲線の本質を少 しく究明 しようとするに當つて も,先 づそれは人的集中現象に対して 適用

され うものとして,矢 張 り其の様な設例に基いて進んで行 くこととする.

冒頭に引用 した文句に もある通 り,Lorenzcurve

は度数分布の一種の累加形態であるといふ ことは屡:

々明言されてゐる・然 るに一歩進んでそれは如何な

る累加形態であるか といふ職になると,必 ず しも閑

明されては居 らない,惟 ふにそれは次の如 くに解せ

らるべ きであらう.

今此処 にXな る所得を有する人員数yを 示 した度

数分布が與へられた とする 旧 圖参照).之 は もとより饗量 砒 虞では所得)を 一定勲の階級に分つ

て・それに対応 する度数 ・此処では人敏}を 圓示 したので,本 來度数polygonを 以て表はされるの

であるが・充實 した統計資料が得られ・階級匿分の幅牟充分小さくとj)得る際には近似的に平滑な

曲線を以て表示 し得るのである.尚 所得の概念上 κは常に正であるとする.

共虞で今か ゝる度数 分布の原形に勤 して種々なる累加形態を構想 して見るに,其 の最 も普通の も

のは所謂累積度蝕分布である・之はB圖 に於てxな る所得を有する人敏yを 採る代 りに,xに 封

慮するyの 累加値即 ちx以 下の所得を有する人員の 合計鍛を探るこ とにようて生ずる.xに 銅磨

すろyの 累加値1ま ∫ン4一 表はされる ・度数Polygonの 場 合に1獅 形に繍 であるけれ

ども・積分の場合と殆んど同様に見徹 され得うから,以 下斯様な 場合凡て積分の形で取扱ふことと

す る.

今 凡 ゆ ろ 所 得 を 有 する 紬 人 職 ・以 下 隷 人厳 とい へ ば この 意

味 で 用ふ ろ こ と とす るtをNと すれ ば,

此の総人数を以てll蜘 を除 した ものをyに て表はせば



ん1し て}「 ま.v以 下の 所 得 を 有 す ろ 人員 の 総 人 凱 こ到 す ろ 比 のf直 とな ろ.yと κ との 關 係 はx,

yの 關 係 がB圖 で 與 へ られ ろ 場 合 に はC園 の如.くに な る こ とは 容 易に 知 られ る.

次 に は 之 と異 つ た 累加 形 態 を考 へ て,.Tに 劉 慮 す る 麦vの 累加 値,即 ち κ以 下の 所 得 を 有 す る 人

員の所得を合計 し鞭 とる・之崩 むの場合と同様1・して κ 鋤 にて表は される・

今ゝ 繍悪戸斥牡}をSと す 才し`まト

であ り・之を以て 艶 碗 除 した るものをZに て表

はせば

でZはx以 下の所得を有する人員の 所得合計額の穂所

得額に対する 比の値であ り,x,Zの 關係はD圖 の如 くに

4L、 サ'
ム く)。 島

さて此処 で次に別にYとZと をとり出 してその封麿關

係を親察する.實 際それを圖示 して 見ればE圖 の如 き曲

線形を生ずるであらう.此 の曲線が實際此の圖の如 き形歌

を呈 し,共 の全長を通 じて上方に凸なることは次の如くに

して言登明される..

な る を以 て,

か くして此のE圖 によつて,例 へば所得の少い方か ら敷へて総人員中の1∞ ×γ%の 者に厨す

る所得の和が総所得額の100×Z%で あるといふ關係,或 は恰度その逆の対応 關係が直ちに知られ

るのである.而 して此の曲線 こそ實にLorenzcurveそ の ものに外ならない.此 の曲線はYとZ

の対応関係をも示すものであ るか ら・ 從 つ てL・renzcurveは ∫;
,Ydxと ∫玄麟 或 は 同 じこ と

だが,Σyと Σ拶 との比傘的な開係をあらはす ものに他ならない.こ の両変 量が累加形態であ

ろことの外に㌻それが単純 な累加形態でな くして一方が乗積 η の累加を含む點が特に注意に債す

べきことである.此 の事實がLorenzcurveを して単なる 撒布度でな く,分 布の不平等 といふ特携

なろ概念 と闘聯すうものた らしめてゐると解 し得 られる,



にLorenzcurveに よつて 不平等度は 如何に して測定せられうか といふに.前 蓮せる如く,そ

れは該 曲線がそれに正射 する対角線か ら乖離する程度によつてである・若 しも分布が完全平等であ

るならば,10%の 人員が10％ の所得額 を享有 し,20%の 人員が20%の 所得額を受取 り,以 下同

様であるから,curveは 共の対角線と全然一致する・之に反 し例へば90%の 人員が線所得額の僅

か10%を 占めてゐるといふ様な 場合にはkY,Z.}の 位置は常に此の対角 線上に來らず,む しろ それ

か ら著 しく離れたところに在るが故に,共 の曲線の対角 線か らの乖離が不平等 の指標た り得ること

は明らかである.そ して曲線の対角 線からの乖離をばその全長に亘つて示すものはE圏 に於ける

orQOな る弓形状 の圖形の面積に他ならない.即 ち該圓形の面積をAと すれば,ス の大小によつ

て原統計値の分布の平等不平等が算定せられる.而 して λが大なるときは不平等度力吠,ス が小

なるときは不平等度が 小なることはいふ までもない.λ の値は最大なるとき 券,最 小の時0で あ

るが,若 し不平等 度係敏として憂域が0か ら1な るものが所望せ られ るとすれば,2λ を以てそれ

に充てれば よいのである.

さてAは 如何に して計算され るかといふに,そ れはE圖 よりして 次の關係が知 られるからそれ
e

に基いて算定 され得る.

實際上は圖を正確に書けば,ブ ラニメターを用ひて λの値を容易に計測 し得るであらう.

此処に一言注意を加ふべきは2・の数値が五に相等 しくあつて も異つたLorenzcurveが 存在 し

得ると》・ふ こと,即 ち異つた形歌のLorenzcurveか らして相等 いハAの 値が得られるといふこ

とである・此のことは實際問題 と關聯 して相當考慮を要 する場合がある.即 ち λは分布の不平等

の程度を一騨 一の雛 に約元して 示すけれ ども・互い内容の異る不平 等性を胴 一劃 齪 以て示

す場合があ り得るが故に,只 λの数値のみに擦つて不平等 性を論ずるのでは不充分 を冤れず,曲 線

の形歌を相互に比較 して研究せねばならぬ場合がある。それであるから本來の圖示的な方法が實際

問題にとつては相當の意義を有 してゐる謬であつて,此 の瓢ほ具膣的な場合に対する 適用例から省

察 さるべきである∴

樹此の λにっいては著 しく興味ある性質が獲見されて居 り,又 スの値の大 きさと原度蝕分布の

形飲叉は 或る度数常数の 値との間に一定の條件の下に於ては一定の闘係が存することが推定 され

るが,そ れ等は本稿の範囲 を超えるから,此処 には述べない こととする.

此処に於て次に上に取扱はれた様な財産所得等の各個人への分配現象 と異る場合,即 ち人的集中.

現象以外の ものについてのLorenzcurveの 適用の如何を論ぜんとするが,そ の際この人的集中以

外の場合の中の代表的な ものである地理的集中現象をとつて,そ れについて考察する.其 他の集中

現象はその性質が若干不明瞭であ り,叉 著 しく他と異る 様に も見られ るが,方 法的にはむ しろ此の

地理的集中現象の場合の適用 の仕方の擬張が可能 と考へられる.尤 もこの點 は尚保留 しておきたV・.

さて地理的集中現象 であるが,そ れは例へば人口が國土の全範圃に分布するに,そ の全範團に牛

等に分布せず,一 部の範囲 には多い量が,他 の部分には少い量が配分 されてゐるといふ様な場合で

ある それで此の様な場合の 分布.・il三1}日済～不平等の程度を如何に しご分祈するかといぶのである.



か ゝる場合 に若 し其の上に 人口の分布が 観察されろところの 國土なうものが全然 不可分の もの

で,一 切の分割観察が拒否され るならば,凡 そその分布の性状 を量的に表現することは不可能であ

る.か るゝ量的表現が 可能なるためには 國土の全地域が 幾つかの域る可 く多敷の部分に分割 され,

その個々の謡分が別々に観察 され得なければならない.然 る後にこの各個の部分の観察の結果が綜

合 されて此処 に國土全體 としての分布の欺態が云爲されるのである.そ れ 故に此虜で必然的に要求

される手練は,全 領域をば幾つかの部分に割つて槻察すること,即 ち各部分地域の夫々が保有する

人口量を調べることである.そ してかやうに部分に分割 して観察する=場合には,其 産にどう して も

地理的単位 なるものが必要 とされ,そ の各地理的単位 が夫々保有 してゐる人口量が明かに されねば

ならない.そ の結果に基いて始めて分布の平等不平等が取扱はれ得るのである.

惟ふに此の際若 しも此の地理的単位 なる ものが,國 土面積を若干個に全 く等牙する様な互に斉一

なものであるならば,か るゝ地理的単位 をば前記人的集中現象に於ける人員と全 く同じに取扱つて

其の個数 を人口量なる変量に対応 する度数の如く考へれば,そ れによつてLorenzcurveの 適用の

問題 も全 く何の困難 もなく解決することが出來るであらう.と ころが少 くとも社會統計に關する限

り,多 くの場合 といふよりも殆んど凡ての場合に地理的単位 としては左様な各個声一なものが現實

に得られず,そ れは例へば國家の行政区劃 といつた様な もので,一 つ一つがその大きさを異に した

ものである.そ れであるから,そ れに対して は上記の如き取扱ひはな し得ない謬であつて,若 し敢

てそれを各個の単位 が齊一なものの如く取扱つたならば,そ れはむ しろ非常に誤つた結果を もた ら

すことになる.

其庭で斯様な場合は吾人にとつて如何なることを意味するかを再楡討 して見るに,各 地理的単位

が夫 々固有の人口数を保有するが,そ の個々の人口数は夫々異つた面積内に保有せ られてゐるので

あ り,從 つて夫々異つた基礎に立つ ものであるから,此 等の人 口数その ものは互に比較 されて も意

味がない謬である.そ れでは此の場合互に比較性を有する量は何であるかといへば,そ れは各地理

的単位 の保有する人口の絶対数 でな くして,そ れを夫々の地理的単位 の面積にて除 したる もの即ち

各地理的単位 の人口密度である.而 して此の人口密度の数値は各地理的単位 に固有の ものであるか

ら,其処 にその各人口密度の差異,從 つて密度の分布 を考へ得る.そ の際異る密度は夫々の地理的

単位の大きさの範囲 内に於てのみ安當するのである.此の様な 關係は一鐙 】i)renzcurveに より如

何に表示 されるであらうか.

設例としては引続 き人口の地理的分布をとつて考察する.人.口 数を ズ,地 理的面積をツにてあ ら

は し,更 に地理的単位 を例へば府縣としよう.然 らば全國各府縣についてその人口 と面積を調査す

'ることによつて相対応 する κ.アの値の組が多数(此処 では府縣の総数だけ)得 られる課である・け

れども此の場合に直接 多とyと の間に度数分布の如 き關係を表示することは一般に不可能である・

何 となれば人口が ∫と κ+毒 との間にある様 な土地面積 といふ ものは此の場合には碑 も意味をな

さないからである.然 し今地理的単位 の,即 ち此処 では各府縣の,人口 密度を ゐにてあらはすこ

ととすれば んと ツとの問には度数分布の如き閣係が存在すること疑ない.ゐ に或る範囲の値を輿

へた場合に,カ,ゝ る人口密度を有する土地面積が幾何な りやは所與のディタより當然導 き得 られ る・



それ であ るか ら此処 で次くにhと.yと か らL。renzcurveのi基 本 を な す 如 き累加 形 董=を櫓 減・せ ん と

し次 の 如 き大 き さを導 く..

此処 に1Vは 國土総面積,Yは 人口密度がh以 下の部分の面積の和の國土総面積に対する 比の値で

あることが知られ る.

又定義 により)h-fな るを以て之を上のS及Xの 式に代入すれば・

とな り,5は 総人口 を,Xは 人口密度がh以 下の部分の人口 の和の維人口 に劃する比の値なるこ

とが判明する.

從つて此の場合にはyとxと の關係,從 つて Σン と Σhyと の比寧的対応 關係を示すところ
Ith1・o尭o

のLorenzcurveは 結 局 に 於 て 軍 に Σyと Σxと の 比$的対応 關 係 を示 す もの に 飼 着 す る こ と

が 窺 ひ知 られ る・ 而 してLorenzcurveに よる 不 雫 等 度 の 測 度 た る前 記Aは 此 の 場 合 に は 次 式 を

以 て 與 へ られ る.

而 して此の場合にも0≦2λ ≦1で ある.

要 するに此の様な 場合には一般に ∫と ツ との直接の対応 關係は示され得ないけれども,そ の軍

純な累加形態 Σxと ΣPtと の關係はLorenzcurveの 形態に於て却つて直接示され得る といふ

興味ある事實が見出 される.か るゝ地理的集中現象への同曲線適用の仕方は他の類似の場合に も及

ぼすことが可能であらう.叉 地理的集中現象にあつても,必 ず しも地理的面積が基準 とされずとも

よく,例 へば一定現象の人口に対する 地理的分布といふ

様なものを観察する際には,地 理的人口が面積に代つて

基準 とされ,同様 に取扱はれ得るであら5.s(F園 は昭

和十二年末本邦の工場数の分布を示す曲線で,1曲 線は

府縣面積基準,Ⅱ 曲線は府縣人口基準である.)

最後に吾人はLorenzcurveの応用 例を今 一つ追加 し

よう・それは一般に愛化率を示す種々なる数値の分布に

対し,之 を適用 して解析 し得る點を指摘することである.

今t。 時Mに 於てAな る大 きさを有する集團がtt時

點に於てBな る大きさになつた とする.而 してB-A

F日

==cで ある・購 該鯛 は 紡 らtl迄 の間にcだ 囎 大 し洪 の増繍 まヨ である.と ころ

で之は其の集團全盤について該當することであるけれども.若 し此の集團をぱ幾つかの部分集團に

分つ襯 察するならば洪 の舗 の部膜 團に凱 ては恐らく決して一事蒙に 飽 鋤 ロ率力欄



される もので は な く,各 部 分集 團 毎 に 様 々の 異 ろ 増 加率 〔或 ひは 減 少率峯 ・を有 して ゐ ろ で あ ら う.

今此の各部分集団の増加率（ 或 ひ は減少率） を ÷ に て あ らは す即ち各 部 分集団 の時點におけ

る大き さを ・ と し・ 塒時點に 於 け る 大 き さ をbと し・b-…cと す る ・ さ う して 音 一vと すれ

ば,"の 種 々な る 値 に射 懸 す る σが 素 材 か ら 獲 られ る理 であ る.ガ に 或 ろ範囲 の 値 を 段 階的 に 與

ふ る な らば,"に対する σ の 度 数 分 布が 描 かれ る.

雌 ・於て前の場合と同様にしてk-∫;
,ad・ と ∫1・画 ∫1舳 との対応を示すところの

Lorenzcurveが 生 ず る 筈 で あ る.然 る にv・=-fLな る を 以 て

從つてそれは Σα と Σcと の対応 を示すものである,此 の場合cに 負の ものが存在すれば,今 迄

め場合 と異つて曲線は第二象限の寿方へはみ出る様な形 となる.然 しこの場合も λは前と同様に して

算出 し得る.

とおけば

但 しこの場合2λ の値は1を 超えることがある.尤 もそれは不平等 が非常に著 しい場合のみである

がその勤から云ふも,此 の場合は曲線はむ しろ圖示的な ものとしての役割が 大であるといへよう.

鼓に本邦の人口増加率の府縣別差異を此の方法で描いた

試みを掲げる・之は犬正9年 ～14年 の5ケ 年闇の饗化

と昭和1σ{1三～15年の5ケ 年間の憂化 とを対照 して示 した

ものであろが,此処 に描かれた曲線によつて,此 の二つ

の時期の人 口増加率の内容の著 しい相違が明瞭に魏取さ

れる・大正年代の入口増加率Z)府 縣別差異は夫れ程著 し

くないが,昭 和年代のそれは非常に著 しくなつて 謂は

ば甚だ しく不健康な檬相を呈 し來つたことは,全 く不用

意に看過 し難い重rk問題といはねばならぬ.

之 を 要 す る にLorenzcurveは,先 に 明 らか に した 如

き度 数 分布 の 累加 形 態 に基 く もの で あ る が,そ の 適 用 は

富や所得の分布に關する人的集中の問題のみに局限されることな く,共 の他に も廣汎な雄用領域が

見出され,而 も相當興味ある結果が獲られることは注目に債することといへ よう.
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