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統 計 的 複 合 假 説検定 の 理 論

會 員 佐 藤 良 一 郎(東 京高師)

概 観

の値(親 察によつて定まる)の 組によつて正確に記述 され,且n次 元室聞Wに 於ける黙

によつて代表せ しめられるものとし,又 一つの領域wが 可測であつて空間Wに 麗するとき,黙

Eがw内 に落ちる確率 をP{Eξw}で 表すこととする.そ してNeyman-Pearsonに 從ひ,空間

躍 を見本空間(SampleSpace)と 呼び,NEを 見本墨(SamplePoint)と 呼ぶことにする〔1〕〔2〕.

確率P{E(w}の 從ふ法則の 性質に 關 して吾kが 設定する假説 は何れ もこれを統計的仮説 とい

ひ,見 本空間 π 内に於ける何れの可測領域wに 謝 して も唯一通 りにP{E(w}が 定められるや

うな統計的仮説 を単一一候説,然 らざる帳説をすべて複合恨設とV・ふ.例 へば

なるとき,a及 び4に 格段なる値を與へるや うな假説 を設ければ,そ の假説 に対して,貼(Xl.Xz,

・・扁 ,ろ)が 領域 Σ(κ`一αア〈 〆 内に落ちる確率は唯一通 りに確定することは明白である.故 に若

しこの場合a==ao,a=Oo(但 し αo,σeは或る格段なる値である)と 恨定 して,P{E∈tV}を 算畠

した とするならば,吾 々の計算が基いた統計的媛謝 ま単純假説である.こ れに対して 軍にa・=ao

収 は'd=do)と 假定 し,σ 収 は の には何等の値をも恨定 しいなでP{EEW}を 計算するならば,

その値は確定 しな、・.こ の場合に 於ては吾々の假説は複合假説 である.記 述を簡単 にするために

P{EEwlH}を 以て假説Hが 眞なるときに見本點Eが 領域w内 に落ちる確率 を表す事にする.

一盗或 る統計的慨詮Hを検定 するとはどういふことを意味するか .人 或は統計的假説Hの 眞否

を確めることであるといふか も知れない.若 しこのや うな期待を統計法に対して 懐 くならば,人 は

恐らく永遠に失望するであらう.統 計法には さういふ能 力はないからである。統計法が統計的假説

Hの検定 に於て用ひてゐるところの方法なる ものは,何 れ もHの 眞否を確かめることにはなくて,

或る一つの領域2σ を見本空間W内 に選揮すろことと,観 察に依つて得 られた変数(1)の 値の組で

定まるところの見本鐵Eが,検定 しようとする假説Hの 下に於て領域w内 に落ちるときにはい

っでもHを 棄てるといふ規則 とから成つてゐる.そ れ故,必 然的に二つの過誤を犯す.即 ち

第一種の過誤 桧査 しようとする假説 珊 が眞なるときにこれ を棄てる過誤

第二種の過誤検定 しようとすろ儂説 瑞 が眞でな くて他の假説 丑が眞なるときに 届 を採揮す

ろ過誤



である.こ の二のつ過誤のあ るこ とに注意 すろことは,統計 的假説検定の問題 を考へ る上に極 めて

大切 なこ とであ るのみな らず,統 計的推 論の 性質 を考へ る上に 於て も非常 に重要 なこ とであ る.

上 蓮のや うな風に 吊ひられ る領域 ω を危険 域 ㊤riticalregion、 とや ひ,そ の 補領域W-wを 採.

揮 域 〔RegionofAcceptance)と いふ ・そ して検定 せん とする假説 」眺 と矛盾す る俵設は すべてHo

と離接的 である といひ,私 で記す.

aを 以て1よ り小 さい與へ られた正数 とするとき,方 程式

を満足 させ るや うに危険 域"を 選んだ ときには,危険 域 ω の大 さは αである といふ.

leを危険 域 とすれば確率P{EEwlHi}は,検定 せ んとする假説 召bが ・その議接的偉設 私 が

眞なる ときに棄 て られ る確率 である.こ の確率の こ とをNeyman-PearsonはHltc闘 す る領域w

の検定 力(Power)と 呼 び,β(∬mw)で 表 して ゐる.即 ち

であ る〔1■2ユ β(Hlw)は 假 説Hの 函数 と考へ られ る.こ のや うに考 べた ときには,こ れ を検定

力函数(Powerfmction)と い ふ。

領域 勘 が 方程 式

を満 足 させ,旦 つH=eeに対して β(Hlw)を 最 小な ら しめる ときに は,こ れ を不偏危険 域(Un-

biassedcriticalregion)とbひ,他 の領域 を偏頗危険 域(Biassedcriticalregion)といふ.そ し

て若 し大 さ αな るすべての不偏危険 域の 中で,泓 と離接的な假説 私 の何れに対して も,叉 大 さ

αなる不偏危険 域w1の 何れ に対して も

な る如 き領域woを仮 説Heの検定 に対する 最良不偏危険 域(thebestcrit三calregion>と 呼 ぶ.

今 個 々の格段な場合 に於て,吾kの 探揮 し得ぺ き単一假説の組 ・S?が定 義出來,且 つ.2に 屍 する

何れの単一 椴説 も,変数Xl,x2,… …,x,,の 確率 法則 ・P{EξtV}を,幾 箇かの 未知の常数 ∂,,Oz,
'

…… ,θ,を 含 み解析的に同一な形式 を有 する函数 と して定める ことが出來 る もの とする.從 つて危

陰域tVoの検定 力は,θ1,θ2,… …,θ,の 函数 と考へ ることが 出來る とする.さ うする と,統 計的假

説検定 に關 する問題 は次のや うな問題 となるであ らう.即 ち

[i]θ 塾=醒,dz=="2,… …,θ ♂詔 θ1な るときに方程 式

を 満 足 させ 且 β(θ,,θ2,… …,ti,lw)を 最 小 な ら し め る や う な 領 域wの 中 で,領 域Weを{θ,==

増,03・=02… …,θ,={y9,}な ら ざ る と き

な る や う に 選 ぶ こ と.仰 し ∂ti,θ1,・… ・・,t)Plは そ れ ぞ れ 假 説 に 於 て 吾 々 が θ1,θ2,… …,θ,に 附 與



すろ格段な値を表す.

⊂iiコei=θei,θ2=Ptz,… …,θ.・=09,(c<1)な う と き,e,・.1,… …,Oiの 値 の 如 何 に か か は ら ず 常 に

方 程 式.

を 湖 足 させ,且 β(θ1,θ2,… …,θ,lW)を 最 小 な ら しめ る や う な 領 域Wの 中 で,領 域Weを,{Oi

="θt1
,θ2・・θt2,… …,θ.=θ.で あ つ てee.1,… …,θ,に は 別 に 値 を 指 定 しな い}な る 假 説 と 離 接 的

な 霰 説 に対し

で あるや うに選 ぶこと.但 し 碑 の意味 は[i]の 場 合 と同 じであ る.

い ふ まで もな く[i]は 統 計的単純 假説楡 定の問題であ り,[ii]は 複 合假説検定 の問題 であ る.

[iコの 問題は,Neyman-Pearsonに 依 つて可な り徹底的 に解決 され てゐ る(StatisticalResearch

MemoirsVoLI及 びVol.IIに 現 れて ゐ る両 氏の論文 は殆 ん ど皆 これ に關係 してゐ る).Eii]の

問題 は,そ の 一部が梢解決 を 見て ゐ るだけであ つて 大部分が 取残 されて ゐる といつて よい 〔3ユ 以

下 述べ よ うとする ところは,〔ii]の 問 題に 關係するのであるが,上 とは少 しく條 件を異 にする次¢}

問題 の解決 についてである.

い ふ まで もな く,[iiコ の 問題の最 も簡単 なのは,1=2の 場 合であ るが,こ の場 合の 部分的な解

決 方法 はJ.Neymanに 依 つて 與へ られた 〔3〕.そ の 外の 場 合について はまだ 十分 なる 解決がつ い

て ゐない.唯 だ1が 任意の正整数 でc=1な る場合 については,問 題 を次 に述べ るや うな形 に して

筆者が その 解 き方 を得た〔4〕.今 述べ ようとするO'は その解 き方ゐ 大要 である.

複合假説検定のために用ひられるB型 の不偏危険域の一種

問 題:β(θ1,ti:',… …,0'1ze,)`ま,Oiに 關 して 二 回 微 分 可 能 で あ る と假 定 す る と き,02,θ3,… …,Oi

の 値 の 如 何 に か か は ら ず'

を満足 させ,且C12),(13、 を満足 させ ろ如何なる領域Wlに対して も

な ら しめろや うな領域 輪 を求め よ.

このや うな 飾 が求 め られた とすると,こ れ は少 くと 畜善通 に よ く出て來 ろ確率 法則に対して は

θloを 含む θ1の 或 る匿聞に 於けう すべ ての 値に 開 しての 私 の 最 良 不偏危険 域 である といへ る し.

叉 璃 と甥接的 な假説 私 の すべ てに關 して ∬,の 最 良 刊扁危険 域が ー'確すろ とナろな ド,ば,ヒ 蓮 の



1柴件 が 満 足 させ られ てゐなけれ ばな らない といへる.上 のや うに 定義 した危険 域の 事をNeyman

に 従つてB型 の 不偏危険 域 と呼ば う 〔3〕.

さて上の 問題 は,こ の ままでは まだ一般的過 ぎるの で,確率 法則1){E{wlH}に 少 しく條件 を

加へ る こ記述 を簡単 にするた めに1==3と す る.こ のや うに して も1に 闘する限 りに於て は一般性

を失はない といふ こ とが確 められて ゐるか らであるコ.

1コ 見本空間W内 の任意の領域wに対し,叉 採揮 し得べ き假 説Hに対する θi,θ2,θ3の 値の

任意の組に対して

但 しP(.rl,κ2,・ ・1'…,x、、・θi,θ2,03)は 或 る 定 つ た 非 負 可 積 分函数 で あ る.

函数P(Xl,x2,… …,x,,1θ1,θ2.θ3).を変数Xl,x2,… …,x,、 の 同 時 的 元 確 率 法 則(SimUltaneousele

mentarypr。babilitylaw、 と い ふ こ と と し,簡単 の た め にP(Elθ,,θ2,θ3、 と書 く こ と と す る.

IIコwがrv内 の 領 域 で あ る 限 り

と書 くこ とが 出來 る.但 し β は β(01,θ2,θ31切 の 略記號であ る.以 下同様.,

この 條件 をP(」 酬 θ1,θ2,θき、の 正則性 と呼ば う.實 際問題 を解 くに際 しては 営面 の格段 な函数が

この條件 を満 足 させて ゐるか どうか を槍べ なければな らないのであるが,こ の 目的のた めに利 用出

來る定理 は完全 な もの ではない が 既に得 られてあ るC1〕,〔2〕,〔3〕,〔4〕.

Ⅲ]IuがW内 の領域である限 り

が破立つ.



と定義 するとき,こ れ等の間に

が 成立つ.但 しA,Bは 何 れ もx1,κ2,… …,儀 、には 無關 係であるが,θ1,ti2,θ3を 含むか も知れ

な》・.

VコA,9Pz,vaは 代 数的に独立 であ る.即 ち測 度零なる點 集合 を除外 すれ ば,W内 に於て ヤ コ

の ビの 行列式

な ら しめるや うな三つの変 数 晦,κ,,鮨.が 存在す る.

VI]函 数91,q2,¢3は 何れ もこれ を一つの変 敏 と考へ,新 な る変数 の 組

を導入するならぼ,前 述の條件V]tcよ リヤコービの行列式

が零 とな らず,且 つ 符號 を饗 じないや うに, .yな る墾 数を選ぶ ことが 出來 る筈 であるか ら,検定 せ

ん とするm読Heが,眞 なると きに於け る91,92,93の 同 時的元確率 法則P(ψ1,伊2,伊3;Hg),即 ち

.P(qi,q2,伊3圏,θ2,03)及 び92,q3の 同 時的元確率 法則P(ep2,q31Ho、 即 ちP(v2,¢31θ!,dz,03)は

それ ぞれ 次のや うに求 められ る.即 ち

但 しP(E'IHo)はP(E口Hlo)に 於 てXl,x2,… …,x,;の 代 りにql,93,q3,y、,・ ・… ・,V,、を 代 入 し

た もの を 表 す.

そ こ で

であ るとする.

VⅡ コP(q2,931Hg)の 乗 積 モー メン ト

が存在す る.

VⅢ コ ρ(ψb吻,ψ ヨIHo)の 乗 積 モ ー メン ト



が存在する.

以上10個 め條件の 下に於て問題の領域Woを 求 めて みる と,以 下蓮べ るや うな ことtcixる.

先 づ,吾 々の求 めよ うとす る領域Woは,條 件 Ⅱ],Ⅲ],IV]に よ り,

02,θ,の 値の如何にかかは らず

を満足 させ,且(31>,(32)を満足 させ る如何なる領域Wlに対して も

を満足 させるやうな領域である

といふ ことになるのであるが,さ てこれを解 くと,領 域Woは 次の不等式に依つそ髭義 され るとこ

ろの領域であるといふことがわかる.即 ち

但 しki(g・2,ca3)〈k,(Y'2,if,.)で あ つ て,こ れ 等 は

を満足させねばならない.

方程式(35),移6)は



な るこ とに注意 し,又

は,¢2,9・3が 與 へ られ て ゐ る と き の91の 元確率 法 則 を 表 す か ら,こ れ をP〈ifi¢2,93;Ho.)と 記 す

こ と ゝす れ ば,そ れ ぞ れ

とするこ とが出來る.

3.二 つの見本平均 の差の著 しさを検定ナるためのB型危険 域

以上の所論を説明するために,一 つの具體 的な例をとる.今

は,そ れ ぞれ分布が正常なる母集團(Normalpopulation)か ら手當 り次第に取つた二組の見本で

あつて,こ の二つの母集團に於ける標準偏差は相等 しいといふことが知られてゐるとき,雨 母集團

に於ける平均が相等 しいかどうかを楡定するといふ問題は,統 計的複假説 検定の問題の一っであろ

が,こ れを前に述べた形式に表 してみると次のや うになる.

見本(41=lti.42)の 取 られた母集團をそれぞれ

と し,又 既にdt・=σ2な る■とは知 られてゐ るの であるか ら,こ の共通の値 を σk未 知 ではある)と

する と,

とする こ とが 出來 るが,吾 々の検定 すぺ き椴 設は 「ti2,ti3の 値 は問はない.θiが,0で あ るかど う

か」 といふにあ る.

この假 説を検定 するには,從 來"StudentTest"な る ものが用 ひ、られ てゐる."StudentTest"

とは



とする とき

に依つ て定義 され る どころの もの であつて,P{tl≧141}=αkaは0と1と の間 にある豫 め定 め

られた常敷で,實 際家はrzの 値 と して0.01叉 は0.05を 採 用 してゐる)な る如 き ら に比 べて當面

の格段 な る見本に対する'の 絶封 値が大なる ときは,假 読を棄 て,然 らざるときは これ を採 用 し或

は棄 てずに置 くといふや うに して用ひ られ る.

"StudentTest"に対して 定 め られた危険 域が如何 なる性質の もの であるか は
,以 前 には明に な

つてゐ なかつたの であ るが,次 に 述べ るや うにB型 の 不偏危険 域 である といふ こ とが,筆 者に依

つてii登明 されたの である.即 ち

について,§2に 於ける條件が満足 させられてゐるかどうかを桧ぺてみると,悉 く満足 させ られて

ゐることが確められるので,前 條の方法に從ひWoを 求めてみると,Weは 次の 不等式に依つて定

義 されるといふことがわかる〔4〕.即ち

であつ て,々 は

を満足 させ るや うに選 んだ常敵 であ る.

不等式 、48}の 左 邊 は,(46}に 於 ける"Student"のtに1/n+m-2を 乗 じた もの になつてゐ

る.即 ち

:"あろ.故 に"StudentTest"を 用 ひるときの危険 域は 不偏危険 域 であつて,§2で 定 めたweの

性質 を持つてゐる といふ こ とが 出來る.

4.二 つの見本撰準偏差の差の著 しさを検定ナるためのB型 不偏危険域(本 節の所論は昭和十六

年四 月四 日廣島文理科大學に於ける日本数學物理學會年會に於て報告 したものである)

.寿つ の 見 本1 .Xt,κ一X.,)及 び1ン1,y.Ym)が あ つ て そ れ ぞ れ 正 常 母 集 團
》



か ら手當1)次 第に取つた 見本であ ると き,こ の 二組の 見本,こ於け る標準偏夢の 熱)著 しさを検定 す

ろこ とは・ こ僻 の 見本 樋 して・ 「a・b・・iの 値は問 はな・・ 距1に 等 し・・か ど5・"・一 と・・ふ

こ とを擬 することである と・・一 る・前 に述べ た一般的の 隔 に魏 させ るた めに・ 宏 ・嫉 ・

をそれぞれ θ,,θ2,03,θ,で 表 すな らば,統 計的複合假説

を検定 するこ とである.

そ こでこの假説Hoに対するB型 不偏危険 域ze'oを 求 める ことが 出來れば,Hoが 眞 なる ときに

見本黙E(Xl,Xz,… …,x,,,Yl,ン2,… …,.Ym)が 輪 に落 ちる確 率は αで,而 か もHo以 外 の 假説H

が 眞 なる ときにEがWo内 に 落 ちる確率 βはaよ りも大 きいのみな らず,こ れ と同様 な性質 を持

つ 他の領域 妨 に対する よ りも βの値が大 きい.こ れ を説明圖的に示せば,次 のや うな性質 を持つ

領域 である.

β(HWol》 がti1に 闘 して徴分可能であるとき,B型 の不偏領域Woが 求まつた とすれば,w。 は

恨設 瑞 のその離接的假説 璃 に關する最良不偏危険域であるといへる.

さて吾々の只今當面する問題に劉するP・EIH,は 吹のや うに書ける.

こ こに

である.故 に ψが可測領域であるならば

と書 くこ とが 出來 るといふ こ と;亡明であ乙.即 ナ,ミ2に 於け ろ條件 ザ が満た されて ゐる .



又 ・ρ1.五'HをP.と 略 言己'す`れ ば

であつて,d蒔 の間には,§2に 於ける條件IIIコ が 戯 つてゐることは簡軌 代数計算で繍

出來る.

§2に 於ける條件IIコ が満足させられ るためには

なること及び

なることを示5ね ば な らないが,こ れ には ・1--do<θ!〈1+do(但 し0<∠o)寿 なる如 き01に対し

て常に.



が 存在 して且 見本空間Pl・ 「内の任意の領 域に 於て積分 可能 であ:こ と.,鱒 Σxk一 Σ.y1

≧6な る 如 き 領 域 げ1に 於 て 積 分 可 能 な るkl,…,x,,,.Yl.…,Smの 負 た ら ざ ろ 函 厳 プXt,…,x,

Y1,…,Ym.)(但 しtiiに は 無 闘 係 が 存 在 し,叉 Σ(Xi-k')2+Σty「 ハ2〈7Zな る 如 き領 域 に 於 け る
telt-・1

任意の點Eに 於て

なる如 き一藪M>0が 求 め られ 目.(幻 に於ては1-doくOi〈1+doな る如何 なる θ,に劉 して も

なるこ とを示せ ば よい といふ こ とが 謎明 され てあるの で 〔4〕,こ の條件が 満 足 させ られて ゐるか ど

うか を桧べてみ ると確 に満 足 させ られてゐる ことが 知 られ る(誼 明は略す る).故 に §2條 件IIコ

が 満 足 させ られて ゐる.

ρ帖,v・:・,転,¢41∬}を 得 るには,{.52)か らi,ラ,εli,slの 同 時的元確率 法則 ρほ,ラ,母,凶H)が 得

られ て

く但 しCは 常数であつてN=m+π)

なる こと及び;54)に 於け る最初の 四方程式に対する ヤ コー ビの 行列式 は

である といふ ことに注意 すれば よい.即 ち

(但 しCは 一つの常数)

である..
2,

それか騒 は常`…'一 箒 峰 ㎝ と 犀 一π+陥 一舞 との間にあることは容易に翻

出來るから

但 しCは 一つ の常数 ・

で あ ろ.



便 宜 上Y、 の 代 りに φ蚤=A「+σ 邸壱 を 取 リ,従 つ て かQ,鶴,φs∬ を か點 与㍉ 伯Hlの 代 り

に 考 へ る と,

但 しCi,C2,C3は 常数 で,(Dl)及 び(1)t,}は そ れ ぞ れ ¢2,¢3,φiの 全 饗 域 及

び91,Q,¢3,φ 、の 全変 域 を 示 す.そ してk,1,lnは 負 な ら ざ る 正 教 で あ る

なることが容 易に証明 出来 る.故 に §2僧 ヨ牛V],VIコ,VIIコ がi満 足せ られてゐる.

更 に又

、 一

但 し ・D日 ま9・1,砲,¢3,φ1の 全 愛 域 を 表 す

なろこ と及び



なろ こと も誰 明出來 るか ら,§2條 件VIIIコ 及 びIXコ が 満 足せ られ てゐ る・

そ こでk1,k2を

を満足させるや うに定めれば,求 めるB型 不偏危険域は

で與へ らるべ きである.

と ころ で

であ るか ら,kl,k,は

及 び'

を満足させなければなら旗 敏 λ・〉肱 ることは賊 一㌍ 奏 舟 鴛 諺 なることから知

られ る.

さて



と置けぼ,(70)カ 》ら

を得.(71)ヵ}ら

が得 られ,こ れ は(74)に よ り

と な る.

そ こ で(74),(75)か らk1',kz'を 定 め る と,(73)に 依 り.

・'(54)に よ り θ1=1な る と きは
,ql==一 ㎝+㎝ 縄+G-bア}/0{で あ るか ら,求 める不偏危険 域

は,次 の二つの不等式 で定 義 され る.



これ を 、11・s"二せ ば

となる.即 ち二つの正常母集團に 於けろ標準偏差の相等 しきや否やを検定 するためのB型 不偏危
■

瞼域tVoは

を満足 させる 扉,々〆を以て定められる次の領域である.

二つの 見本標準偏差の差の著 しさを検定 す る方法 を示 してゐ るが 〔5〕,こ れ はP{z≧?tt}=aな

る如 きZoに 比 べて,見 本か ら得たzの 値が大 なるときに は假 論を棄 て然 らざる ときに これ を採 用

するの である.
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