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綜 説

量 子 統 計 力 學 の 基 礎

會 員 伏 見 康 治(大 阪帝大珪學部)

(昭和十六年四月五日総曾講演)

[序］ 統計的確率論的方法を物理學上の色々な問題に適用すろ例は数が多い,種 類 も雑多である.

例へば ブラウニ運動,放 射性物質の崩壌現象,種 々の遙らぎの問題,氣體運動 論,等 々.併 しこ ゝ

で蓮べる狭義の統計力學の射象となるのは物質の熟平 衡状態 に於ける性質 ,即 ち熱力學的諸性質の

秀子論的解釈 と云ふ限られた ものである.か るゝ意味の統計力學は前世紀の マックスウェル・ボル

ツマン時代の氣體運動 論から褒 して,今 世紀になつて非常な套達,曄 用の臓大を受けたのであるが

その問題の型から言へば氣體運動論より遙かに狭い.即 ちこ でゝは物質の非手衛状態 に就いては何

も論じないのである.

物質が分子のや うた極微粒子の 非常に多 くの集りであるとして.そ の物質の諸性質を分子常数

侵 の質量,大 きさ,相 五闇の力 から導びかうとすれば,問 題の複雑さのたあに天膿力學に於ける

やうな正攻法を使ふわけにはいかない.初 期の氣體運動論で確率 論を援用 した らよからうと言ふ案

は,非 常に複雑な ものはその複雑の故に統計的に見て却つて簡単 になるであらうと云ふ素朴な考へ

から出たのである.統 計力學の対象 である物質がどれ程多くの分子の集 りであるかを示すにはアヴ

ォガ ドロの数

を學げれば充分である.之 れは氣體1モルs常 温常墜で22.4立 の體 積を占めろ)の 中に含まれ る

分子の数である.之 れは統計確率の他のどんな応用 例に も現れない巨大な数であろ.大 数の法則で

漠然 と推測すれば,此 のやうな大集團では殆んどいつ,も平均だけの考察で充分であると云ふ想像が

つ く・平均の周りの遙らぎの問題は二次的な ものとなつて しまふ.之 が統計力學が實は甚だ統計的

でない理 由である.

〔古典統計力學.ア プリオリ確率]分 子の大集團か ら放る力學系に劃 して確率論を適用するとし

て,先 づ第一に問題になろのはアプリオ確率の決定である.之 れは確率論のあらゆる応用に先立つ

先決問題である。併 し我々の問題では,骸 子の六つの面の確率 を論ずる場合 と多少事情が異つてゐ

る.骸 予が物理的に対称 的に出来てゐるかどうか と云ふや うなことは,分 子に対して は疑問の絵地

はない 分子が互ひに相同であると云ふことも原理上完全 であると言ひ切つて良いのである.

今 日誌容 されてゐるアプリオ リ確率は相空間 に於ける雫等な 砒 較、確率である.相空間 と言ふ

のは,力 學系の欺態(=相 、を表はす補助空間 で,一 般座標とそれに共箆な運動量座標を直交座標

とする多次 元室闇である.分 子が質鐵 と考へ られる場合には相空間 の座標 としては,普 通の位置 デ

カル ト座標 とそ、り各方向への運動量域分 とを取つて差支へない.分 子が有限の大きさの剛匿ならば



之れに廼轄角と角運動量をつけ加へなければならない 荷分子が憂形する ものであれぽ,憂 形の度

を表はす座標とそれに共魎な墾撒が必要となる.物 質の一定量の相空間 は個湊の分子の相空間 の直

積空間 で,そ れは非常に多くの次元数の ものである.個 々分子の相空間 を分子相空間,物 質全髄の

相室闇を氣髄相空間 と呼ぶ1μ一室闇とr--eR{j').平 等アプリオリ確率を我 々が要求するのは一一me

にはr一空間 に樹 してのみである.併 し,理 想氣體の場合のや うに分子相互間の作朋が小 さい(分

子はその生涯の大部分を自由質激として直進 し,他 の分予と相互作用の下にあろ一 一衝突 してゐる

時間は極めて小さい)と 考へられる場合には,我 々は確率 論で言ふ独立 事象の場合にあるのであつ

て,そ の時には個々の μ一空間で平等 アプリオ リ確率を要求することができる.そ うすればr一 室

間に於けるアプリオリ確率は独立 事象の確率の積で當然雫等となる.

歴史的に親てこのや うなアプリオ リ確率を採用することの當否は,唯 それから出る結論が継験事

實に合ふか否かで定められたのであると言つて良い.そ うすれば もはや アプ リオ リ確率その ものの

根拠を問ふ必要 はない.け れども理論上から言へば,こ の立場は支持 し難い.分 子説の立場から言

へば,分 子の性質 を力學的に特徴付けた以上は総ての物質の性質は力學の方程式のみから出てこな

ければならないか らである.相空間 内平等 アプリオリ確率を基礎付ける擦 り所の一つは リウヴィル

の定理である.此 の定理は,相空間 内の或る體積は,そ れが 力學方程式で相室聞内に惹起 された流

れに乗つて動いて もその體積が饗はらないと言ふことを言ふ.此 の定理のお蔭で相空間 内の一様な

確率は時間 と共に憂らず,い つまで維つても亭等である.か や うな不饗體積の存在を使つて平等 ア

プ リオ リ確率の假定を基礎付けるのは,所 謂 エルゴードの問題である.力 學の問題には統計的なも

のは始めないのであるが,力 學系の或性質の長期平均値を求めると言ふ問題は樹て うる.エ ルゴー

ド定理は此の長期平均 が雫等 アプリオ リ確率 を使つた平均値と等 しいことを主張する・ボル ツマン

以來物理學者が豫期 してゐた此の定理は1930年 前後 パーコフ・ノイマンらの漸 く証明したところで

ある.併 しこ ゝでは一切此の問題には立ち入らないこととする.唯 ミ,力學系が 牲 質の素直な)積

分を有つ時には,そ の積分を使つて力學簡題を還元 して置 く必要があること丈を注意 して置かう.

[極限定理］ 採用することに した平等 アプリオリ確率の上に立つて,色 々の力學系の状態の確率

を計算することができる.併 し統計力學の主要問題は物質の熱性質を出 すことにあるから,い つ も

問題となるのはエネルギーのみである.〔 第一の問題〕 一分子の或るエネルギーの値の確率 を求め

ること.古 典論ではエネルギーは連続 髪量であるから,エ ネルギーがEどE÷dEと の間にある

確率を求めると言ふべきであらう.併 しもつと便利には エネルギーがEよ り小 さい値をとる確率

(分布函数 と呼ぱう)を 問ふた方が よい.こ れは量子論で エネルギーの固有値が不連続 になる場合

をも包含するので都合が よい.此 の鱒 は假定により,相 室聞に於けるE一 面（エネルギ 一・=Eで

定まる面で,素 直な性質をもつた有限の大きさの閉曲面である)の 包む相體 積 玖珂 である(又 はそ

れに比例する、.分 子が質1で その並進運動 丈が考へられる時は,相體 積 冒(普 通の體積')×G軍動

量空間 に於けるE-一面の體積)で,こ の後の ものは三次元空間 の球面内の體積であるか らすぐ求め

られる.運動 量の平方の和が エネルギーに比例するから,こ れは 亙蜜に比例する.で 此の場合には

v(E)。c普 通の體積、xが



エ ネルギーがcE,E+dElに あ ろ確i率,即 ち確率 密度はE髪1五`に比 例 すろ.そ れ 故 エネルギー

に就いては確率 は平等 ではない(.

〔第二の問題 〕 その相 互作用が甚 だ小 さい.併 し相互作用が とにか く存在 して エ ネル ギーの授受

のあ る様な二つの分 子か ら成 ろ系に於て,全 エ ネルギ ーの分布 函数を求めるこ と.耕 互 作用が 省略

で きる程小 さい ことは全 エ ネルギーが 各分 子の エ ネルギ ーの和 である

と肯ふことである.相 互作用が小 さいことの もう一つの結論は,分 子が五 ひに統計的に独立 に行動

ナると言ふことである.此 の場合には普通の確率 論の場合と違つて統計的独立 性が實際に働 く力の

機講の性質から判断されるのであつて・現象論的に確率の方から定義するρではないことに注意 し

なければならない.獺 立性を許せば此の問題の答へは

で與へ られ る.(Dの 場 合 に就V・て 計算 すれ ば 琢E)は が に比例 するこ とを知 る.一 一般 に πケ

の分子があれば

である.

C第三の問題〕 相互作用の小 さい三つの分子の系で,全 エネルギーが與へ られた値Eを とる時,

一つの分子の エネルギー分布を知ること.連続 量の範囲 で此の問題を意味あらしめるために,輿 へ

られた全 エネルギーに籐裕を與へてEとE+dEと の聞と しなければならない.す ると問題の答

へは

を,(E!,El÷dE,〉,(E,E+4E)(但 しE=El+Ez+β3)の 範 團で 積分 して得 られ るわけ である.答:

一 般に 銘ケの分 子の 系で全エ ネルギーが與へ られた時 ,一 ケの分 子の エ ネルギー分布は

となる.之 れは比較確率 であるが,Eiの 愛域が制限(〈E)さ れたために規格化すろことができる.

此の規格因1数は

である.

以上のや うな諸問題を分子の数が甚だ大 きい時に解くことが統計 力學の主要問題となる・(11)の

假定が威立つや うな場合には,こ の極限移行は全く初等的な計算で途行することができろ.併 し一

毅的なことを云ふためには有 力な数學的方法を援用 しなければならない.



、ダー ウヰン・フ ・ウラーの方法.2の や うな畳 み込みρ 積分滅算ぱ 教學1ヤが特性 函厳 とか
,又

は 母函数 とか名付け ろ函;敗に移 ・て考へる と見 易 くな る.一 つの 分布函数 随Eが あ ろ と,エ ネル

ギ ーの 統計的性質は全 部判るわけ であ るが,そ の代 りに,任 意の パ ラメ タ α を合む指 鐵函螢 ε一曜

の 平均値

を知つて ゐて も良いわけ である.例 へばEの平均 値 とか,E2の 平 均値 とかがaの 色々の幅 を考

へれば得 られ る・實際fc .rz.)を知 れば 玖E)が 求 められ ることは メル リン・バーキ,しの逆変換

から判る・普通の確率論では ラブラスの変換(5)の 代 りに フー リエの変換 を使ふ○であるが,そ れ

が今の場合使へないのは,V(E",は 一般にEの 高い幅で塘大するからである.物 理學者は致學的

補助手段として函数 弄α、に物理的意義を見出すのであつて,ギ ブスは之れを相績分 と唱へ,ブ ラ

ンクは歌熊和・ファウラーは雌 と名付けた・

相積分を使ふ便利は,合 成の法則(2}が簡単 な積

の形に蘇繹 されるか らである.π ケの分子を合成 した時には之れから直ちに

が得られる.之 れ を メルリンの公式 ⑥ で引繰 り反すと

となる・ そこで π→ 。。の極限移 行への道が 拓かれた ことに なる.

物 理的 に意味のあ る極限移行はk8、 の 式で軍にn→ ㏄ とする ことではない.引 数Eは 全 エ ネ

ルギ ーであるか ら之れ も分子の轍 と共 に壇大する と しなければ な らない .そ こで一分 子當 りの エ ネ

ル ギ ーを 万 と し,之 れ を固定 して

と置 く.こ うして(8） の漸近評頂を行ふ.之 れは所謂鞍部1の 方法で途行される.⑧ 式の被 預分

函敦は

のn乗 である・此の函教が實軸の上で徴係数が零 となるところに積分路を置 く:

と・虚軸に平行な積分路の上で被積分函数は實軸の上で最大の絶封値をもち,π 乗 されると此の部

分からの寄與のみが積分の大部分を占めて しまふ.そ こで第一近似として



を得る.此の 式 は爾邊の封数 を とつた とき,夫 々の 主要 項が一致 する と言ふ意味 であつて 右邊 には

まだnに 聞係する因数があ ろか も寿知れ ない.併 し我 寿に とつ て 必要 なのは 紅4つを(4")で 割つた

もの であ ろか ら,此 の因厳 を知る必要は ない.c、11)を 使つて實 際G')を(,4",で 割 う と

をちる.之 れが求 める 「非常に 多く・の敷11の 分 子の 系で全 エ ネル ギ ーE=nE'を 與 へた とき,一

ケの分子の エ ネル ギーの規格 化され た確率」 であ る.こ ゝに パ ラメタ βは{1101)を 解 いて得 らるべ

き もの であ ろ.此 の 式で重要 なのは ρ'渇 と言ふ 指 激函数であ る.ノ(β ・は軍に規格 化因教の 役 目

をす る.扱 て我 々の出蛮貼 では 一 ケ分子の エ ネル ギ ー分布 は(12)の 第 二の 因数丈 であつ た ・此の

分 子を多 くの分 子の 系に 組 入れ て 全 系の エ ネル ギー を指 定する と,此 の比較確率 はe"・'Elな る 因

勲 で乗ぜ られ る.之 れ によつて高 い エ ネル ギーの値 は著 しく確か ら しさが減 る(元 來全 エ ネルギー一一

を超え るや うなElの 値は許 され ないのであ るが,我 々の 近似度ではE,の 饗域 は無 限であ ると し

て差 支へない.EiがEに 近づ く即 ち一分 子が全 エネル ギーを引受けて しまふや うな確率 は甚だ小

さくなるの で問題に ならない.此 の 因勲を ボル ツマ ンの重 みと唱へ る・

〔温度,熱 力學的諸函薮⊃ 上の議論 では βは漸近値 を求 める際に導入 した数學的 パ ラメタに過 ぎ

ない.併 し物理 學者は之に一定の物理的意義 を認 めるの であつて,そ れは廣義の逞塵 である・實際

それ は所 謂絶封温 度Tと

なる關係にある.こ ゝに 々はボルツマンの常数と唱へられるもので,之 れは物理學者が温度の尺度

を勝手に定めて しまつたために挿入する必要が生 じた ものであろ・温度をエネルギーと同じ単位 で

測ればkは1と 置いて差支へない。

先づ βが廣義の温度と解鐸 されろ理由を述べよう.熱 力學で`ま溜度は 二つの物質系のi熱雫衡の

條件を表はすパラメタである.統 計力學では熱平衛を次のや うに解澤する・二つの物質系は各系の

エネルギーに比 して甚だ小さいが,兎 に角有限の相互作用を持つてエネルギーの交換を行ふ もの と

する 一… 所謂熱接艦.雨 系の エネルギーの配分が基本假定の アプリオ リ確率で行はれると考へ られ

る時が雨系の熱平衡の状態 である.そ こで二つの物質系と して上に考へて來たヤ うな分子の集 りを

考へる.第 一の系の分子の相積分 をf,第 二のを9と して,夫 々の分子の敷を",1π とする・すると

全系の エネルギーを輿へた時の各分子の エネルギー分布を調べると云ふ問題で,⑧ 式の中で,プ1

が プ'9罰で置換へられる丈である.そ の漸近評償を行ふ時に現れる稼部#の 位置 βは雨 系に樋

である.そ れは

で定まる.此 の βが全系の エネルギーで定まろと云ふこと以外には,個 々の系の分布函蝕に憂化



はない.各 系が絹立に仔在 した時の函勲で唯 βを共通の値にとれば良い.そ れ故 βを温度 と考へ

ることができる.

βを絶封温度Tと 關係付ける式(.13)を 導 くには熱力學の梢立入つた知誰が要求され,叉統計 力

學の中で仕事の意味を解釈 しなければならない.今 はそれを省く.唯 ミこれ らの考察から物質の歌

態方程式(例 へば氣盤の場合の ボイル・ゲイリュサックの法則PV-`一.RTI)を 導 くことが出來,X相 封

積 玩、とエントロピーとの關係がつ くことを指摘 するに止めよう.

鞍部滋を定める式(10)は 逆に温度の函数として エネルギーを與へるものであると解釈すること

ができる.温 度の上昇に必要なエネルギーの割合即ち

は熱容量 と呼ばれる（群 しく言へば定容熱容量).之 れは(10） 式によれば

こ ゝでは此の熱容量が分 子 エ ネルギ ーの遙 らぎに 關 係にあるこ とを示 さう.分 布法則t .12♪に よ

れば,一 分 子の エ ネル ギーの単なる平 均は

で,前 のEと 當然一・一一致す る.一分 子 エネルギ ーの 遙 らぎは定義に よ り平均 値か らの 偏差の 手方の

平均で

となる.そ れ 故,(14） と 比較 して

一般に熱容量の大 きくなるのは
,一 分子のエネルギーの遙らぎの大 きくなる時であると解群する

ことができる.

我々は寒一分子の エネルギーの遙らぎ許 りでなく,そ のや うな分子の集 りである物質の全 エネル

ギーの遙 らぎを問題とすることがで きる.我 々の初めの論法では全 エネルギーの遙らぎは當然零で

あつた,全 エネルギーを輿へた時の一分子の エネルギーを論 じたのであろから.併 し βが置度と

云ふ解釈 を受けろ場合のや うに,他 の物質 との エネルギー交換を考へてゐる時には當然一つの物質

系のエネルギーも遙らぐ筈であろ.そ れ故(10)式 即ち

の式などは,も 早やEを 豫め與へて置いて或る激學的 パラメタβを計算する式ではな くて ,温 度

βを與へたとき物質系の平均エ ネルギーを勘定すろ式であろ.そ れは一分子の平均エネルギーを

與へる式と全 く同等の解釈 を受けろ.或 は全物質系を改めて一つの巨大な分子と考へて も良い.で



物質て・池系⊃,矢張り巨大な 物質系 とエ ネル ギーを交換 して熱平 衡にあ ろ場合.物 質 系が一つの熱槽

に漬つ てゐう と云ふ,そ の エ ネルギーの遙 らぎは（15)と 同 じ く

で與へられる.こ でゝ注目すべ きことは此の遙 らぎが"に単 に比例すると云ふ ことである.此 のこ

とはnが 非常に大きい場合にはエネルギ 一自身の値に較べてその遙らぎは問題にならない程小さい

ことで,從 つて物質系のエネルギーは定つた値をとつてゐると看倣 して差支へない(チ ェビチェフの

定理）.物 理學的には物質系を全く孤立 してゐる即ち エネルギーが一定値をとるとして も,一 つの

熱槽につけたとしても大 した違ひがない.勿 論此の二つの状態で甚だ違つた様子を示す量 もあるで

あらうが,エ ネルギーとかその他の熱力學的の量は上の意味で盤 量(ジ ーンス)で ある・

最後に一つの注意を、述べねばならない.今 まで仮定 したやうには分子の間の相互作用が絵 り小 さ

くない場合はどう虚理するかと言ふ問題である.そ の場合には統計的独立性が使へないので,今 ま

での論をそのま 使ゝふわけにはいかたい.併 し此の場合にも温度の概念を持ちこむ ことは原理上で

きる.即 ち分子の集 り全盟を一つの亘大な分子とみな して,此 の亘大分子を例へば今まで考へてき

たや うな理想氣農と熱接縄させる.す ると物質の個々の分 子には相積分 を考へるわけにはいかない

が物質全農の相積分 と言ふ ものは考へ られる.で 原理上はそう云ふ ものを考へさへすれば,物 質の

熱的性質は蓋 くそれから導 き得 られる筈の ものであるが,實 際問題 としては一般にこの積分は甚だ

複雑な ものであつて,手 のつけや うのないのが普通である.

即ち相互作用の小さい場合には

で,物 質全農の相積分が 一分子の相積分の"乗 と云ふ簡単 なことになるのに,一 般にはそうでな

く,我 々は 点 β、を如何に勘定すべきかを知らない.然 るに物理的事實と して我々はエネルギーの

やうな熱力學的諸量が物質の量に,即 ち分子の数に比例することを知つてゐる.之 れは ∫、(β)が"

の大きな値に対して は漸近的に何か他の函数 激β♪の"乗 となること:

セ示 してゐる.若 しそうであれば今までの一般論が適 用でき,特 にエネルギーの遙らぎが小 さいこ

とが保設されるわけである.

(17)に 於ける函数h(β)に は場合によつて物理的意義を見付けることができる。例へば分子間の

相互作用が甚だ大 きくて分子が結晶格子の上に配列 してゐるや うな場合には,個 々の分子を運動の

輩泣と見ずに,結 晶格子の弾性振動をその標準型振動に分けて之れを単位 と見ることによつて(17)

なる表現に到達できる.

〔エネルギー等分の法則］ 始めの,相 互作用の小さい分子の集 りに脇つて,分 子として内部構造

のない質熱を想像すると(1)が 成立ち,從 つて相積分は
'



この結果で注 目すべきことは,平 均の エネルギーに何等の物質常敷が(例 へば質黙の質量が㍉現

れてゐないことであろ.そ れで分子の蝕さへ等 しければ,分 子の質量によらず エネルギーは温度の

みで定まつて しまふ.同 温度では重い分子は遅 く,輕 い分子は速 く動いてゐると言はれる.之 れは

古典統計力學の最 も特徴的な結論で,エ ネルギーの等分法則 と呼ばれてゐろ.・今一つの特徴は熱容

量が温度にも依らない常数となつてゐることであろ.

(18)式 に於ける因数3は 分子の自由度が3で あることに起因する.も つと詳 しく云へばエネルギ

ーが運動量の三つの成分の平 方の和になつてゐるために出て くる.若 し一般にエネルギーがrケ の

平方の和 収 はそれに鯖着され るや うな二次形式)の 形に書ける場合ならば,相 容積はE'・12に 比

例 し,相 積分は β'・i2に比例 し,從 つて(18)の 代 りに

を得る・實際分子が廻轄の自由度1.1叉 は2)を 備へてゐる場合には氣饅の比熱がそれ を有たない

場合(軍 原子分子)に 比較 して 催 叉は1)×nk丈 大きいことは良く知 られた事實である.

rを 分子の自由度と言ふのは正確ではたい.分 子が運動エ ネルギーの外にボテンチアルエ ネルギ

ーを持つ場合には一自由度に就いてエネルギーに二つの平方項が加はろことがある.例 へば アイン

シュタインに從つて固體の模型 として,各 分子が弾性的にその手衛點に結び付けられてゐる場合に

は♪各分子の自由度は3で あるのに,エ ネルギーは6ケ の手方の和 とな り,比 熱は氣饅のそれに較

べて2倍 となる.之 れは個体 に關するヂュロン・ブチの法則 を表は してゐる.

[量子効果コ ヂュロン・ブチの法則は梢 ζ高い温度では事實を表は してゐるが,低 温に行くとす

べての固膿の比熱が遅かれ速かれ零に近づ く.之 れは古典的考へを何とか改良 しなければならない

ことを暗示する.此 の困難が最 も著 しく現れるのは統計 的方法 を熱輻射に謄用 した場合である.一

つの容器内の電磁状態 を考へるのに,そ れを様々な固有振動に分解 して見ることができる.此 の一

つ一つの固有振動は力學的には夫々或る週期の調和振予と等贋である.ふ や うな電磁場の熱手衡の

状態を考へ若 し古典論が適用できるもの とすると,一 つ一つの振子はエネルギー等分法則によつて

τ々大の平均 エネルギーをもつ.と ころで明かに電磁波の圃有振動の敏は無限であるか ら,熱 輻射

は無限大の平均 エネルギーを包藏 しなければならないこととなる.低 い振動蝕の固有振動丈を考へ

に入れると實験と合ふ熱輻射の スベクトル 分解が得 られるので,人 々は高い振動激のところで何か

困難が起ろのであると考へて,此 の エネルギーの童散を紫外破局と唱へた.此 の紫外破局を救つた

のが有名なブランクの量子論である.量 子論は統計力學の内部で誕生 し,そ の中で育まれたのであ

つた.

ブランクの量子論は或る意味で高い振動籔の固有振動が 自由に働 くことを禁 止すろ ものであろ

と言へる・ところが此の稀の禁 止は古典的統計力學が最 も域功 した と思はれる氣盤分子の場合でも



に暗黙 裡に偶定されてゐたのである.例 へば我々は上に軍原子分子は廻轄の 自由を持たない とし

た.之 れは實際原子が質點 であれば許 される候定であらうが事實に於いて原予は有限の半程をもつ

てゐるdO-Scmの 程度、.た とへ原子が球状であつても原子が夫自身の周りに廻韓すると云ふ こと

は考へ られろことであつて,ど うして之れが捨てることができたのであらうか・こゝに確かに量子

論的禁止が行はれてゐろのであろ.

量子論の齎 した憂改の直観的内容は不確定性原理で設明できる.此 の原理は良く知られてゐるや

うに,粒 子波動の二元性のために粒予像の色々な概念に対する 制限を言ひ表はす ものである・之れ

によれば,例 へば分子の位置と運動量とを同時的に確定することは原理上不可能であつて,位 置座 ・

標xと その方向の運動量威分Pと は(夫 々軍掲には確定櫨を賦與すろことができるのに係はらず),

それ を同時的に使ふためにはそれぞれ公差dx,dPを 與へて置かなければならない 此の二つの公

差の間には

なる關 係が あろ こ ゝにhは プラン クの作 用量子 で6.6×10-27ergβec.の 値 を もつ ・勿論粗親的 に

はこの制 限は省略で きるが,分 子原子級の粒子の運動に対して は此の制 限が物 を云ひだ す・

不確 定性 原理の結果 と して 第一に或種の量の不連続 性が現れて くる・その 例 と して調和振子の エ

ネル ギ ー・一一を とら う.一 つの分子が或 ろ平衡鐵x=Oに 弾 性 的に引 きつけ られ てゐて,從 つてxなる

位置ではxに 比例す る位置 エネル ギー を持つてゐ ると する運動 エ ネル ギー と併せて分子の全 エ ネ

ルギ ーを

とする、111:質 量,y:振 子の振動1.今 特に振子の最低の エ ネルギ ーを求め よう・古典 論に よれ

ば 勿論之れ はP=O,x=O.即 ち 分子が原鍋に静 止 してゐる時に實現 され,そ の時E=Oで あ る・け

れ ど も量子論では不確定性のた めに分子を原職に静 止 させろ ことが で きないか ら,最 低の エ ネルギ

ーも必 然零であろ ことがで きない.最 低のエ ネル ギー を求 めるた め{多 少説捧 では あるが） 次のや

うな計算 を して見 よ う.Pもxも 平 均値が零 であるこ とを豫 想 して,k20)の 中へPにdP・xに

Jxを 代 入する.す る と問題 は 制限t19、 の 下 に(20)を 最 小 にする こととな るが,之 れ は最大 最小

問題の最 も簡単 な例題 で,Eの 二つ の項の値が 等 しくなる ときに實現 され る 殖i積 を與へて矩形の
●

周邊を最小とする問題}.そ れで直ちに

なる最小値をうる.之 は振子の零 エネルギーと呼ばれるものである(勿 論此の種の議論では物の

大 きさの程度丈が問題となるので(21） 式で正 しい と云ふ因数が得 られたのは箏ろ偶然である、・

_般 に粒子僚を使ふ限りは或る エネルギーの値にはその雨側に(21） で與へられる不確定が残さ

れてゐるとしなければならない.然 るに量子論では或る唯一つの量のみを考察する時にはその量が

い く樋 も正確に定まり得るもの とするから・例 へば座標の正確度を 犠牲にすれ運 動量はいくら



で も正確に定められる),エ ネルギーの或る値(固 有値 と云はれる）は正確に與へ うろ筈てあろ・今

上に云つたことと此の ことを爾立 させるためには エネルギーの固有値は の程度丈離ればなれに

なつてゐるとしなければならない.若 しそうでなければ上に述べた不確定性を超えて二つのエネル

ギーの値が制然区別 しうることとなるからであろ.以 上は物の程度丈を輿へる論であろが,正 確な

理論(量 子力學)に よれば實際 エネルギーの固有値は丁度 加 丈の聞隔で不連続的な ものであるこ

とが知 られる.調 和振子のエネルギーの固有値は

で あ る.

'統 計力學にとつて大切な第二の量子効果は分子の灘 である
,二 つの同じ種類の分子はどんな

物理的手段によつて も区別できないとするのが原子論の立場である.二 人の人間が似てゐると云ふ

程度の相似ではなくて,全 く区別のできない相等性である.併 し此の事情は古典的で もあつたこと

であつて,量 子論に固有なことではない.此 の相等性にも係はらず古典論で分子の個性を認めたの

は何故であるかと云へば,そ れは我 々が分子の運動 を時室的に追跡することができたからである.

右側の孔と左側の孔とから出て きた二つの同種の分子が複雑な運動を行つた後で,そ の最後の分子

の配置を見せられた丈では,我 々は何れの分子が右側から出て きた ものであるかを判定することが

できない.け れ ども我 々は分子の全運動を追跡することによつて最後の配置に於ける分子の個性を

その歴史を湖つて判定することができる.

ところが宛か も此の點が量子論では不可能となる.不 確定性原理によつて我々の時室描窮は制限

を受ける.我 々は分子の軌道を精 々或る有限の権の管として表象する外はない.す ると二つの分子

が充分接近 して後離れた場合には,そ の管の交 りの點 で二つの分子が入れ換つたかどうかを原理的

に判定することができない.量 子論では分子の個性を認めることが全然できな くなるのである.

分子の個性の喪失は統計にとつて重大な意味をもつ.今 二つの箱(状 態を意味する)に 二つの同

種分子 を配置するのに古典論では

なる四種類の仕方があ ゆ,之 れ らは統計重みを夫 々等 しくとつたのである.け れども分子の個性が

なくなると(白 黒の区 別がな くなると)中 の二つは区 別ができないから,我 々には三つの配置 しか

'ないこととなる
:'

そ してこの三つの状態が等 しい重みで数へ られ ることとなる.か ゝる種類の銃計法を ボーズ・アィ

ンシュタインの統計法と呼ぶ.

けれ ども電子とか陽子に対して はか るゝ統計法 も許 されないのであつて,此 の種の粒子に対して

は 「同一の斌態には二 ケ以上の粒子が入れない」 と云ふパウリの禁制が成立つ.そ こで,我 々には



なろ唯一つの可能性のみが痩されろ.之 れをフェル ミ・ギラックの統計法 と云ふ.

ボーズに して もフエル ミに しても量子的統計法は古典的統計に比 して配置の可能性を著 しく減ず

るものであろことを注意する.そ れから叉,ボ ーズ統計では同一状態 に二分子がある確率 が古典統

計に較べて重くみてあるから,結 果から見て宛か も二分子の間に引力が働いてゐるかのやうに見え

ろ.之 れに反 して フェル ミ統計では二分子は同一欺態に入れないのであるから,強 い斥力が働いて

ゐるのであると考へて見ることもできよう.何 れに して も量子統計では古典統計に於ける独立 の假

定が破れる,實 際力學的な力は働いてゐないのにも係はらず,外 見上の力が存在 して前に述べたや

うな合放の方法 ② が使へな くなる。けれども普通の氣農の場合のや うなものでは量子統計による

改墾は鹸 り重要な意味をもたない.そ れは,状 態の蝕に較べて粒子の数が甚 しく小 さければ,同 一

状態に粒子が這入つてくる場合 と云ふ ものは小 さな確率 しか持たないからである・量子統計が實際

問題に数き出すのは粒子の密度 帽空間 での)が 甚 しく大きくなつて 同一状態 に粒子が多 く這入つ

てくる確率の増 したときである.

〔エネルギー固有値の不連続性の結果]エ ネルギー固有値が不連続 なために起る量子効果 も,高

い温度では余り問題にならない 高い温度では分子の もつ平 均エネルギーが大 きく・分子によつて

占められてゐるエネルギー準位の数は大きくなつてゐる.す ると物理的に見て,エ ネルギーが不連

績であることが殆んど隠 されて しまふからである.併 し低い温度になるとすべての分子は低い エネ

ルギー固有値の状 態にのみ集つてくる.そ こではエネルギーの不連続 性が物を言ひだすことが豫想

される.撮 て我々は前に比熱は一分子の エネルギーの遙らぎに比例することを知つた(此 の式を出

すのには別にエ ネルギーの連続 性を假定 してゐない.そ のために スチエルチエスの積分を使つて雨

方の場合を包容できるや うに したのである.併 し統計法は占典的である.エ ネルギーは一致 してゐ

て も他の性質で異つてゐる状態が多い場合には之れが許 される).低温 度で殆ど分子が最低 エネル

ギーの欺態にある時には分子のエネルギーの遙らぎは當然甚だ小さい.一 つ上の エネルギー準位に

飛上る確率は甚だ小 さい(ボ ルツマンの因子 を想起 されよ.低 温度T～0と は β～。。を意味

する〕か らであろ.そ こで我々は 低温慶では一般に比熱が減少する ものであることを豫想できる.

ところが之れは丁度固體の比熱に關する實験事實である.

此のことを式の上で確 めるために,調 和振子の例を採らう.量 子論でその エネルギーが不連続 に

なることを見て きた{式(22そ こで積分は之れ らの不連続 なエネルギー値に樹するボルツマン因

子 和の形になる(こ ゝでは ブランクの状 態和と云ふ名前が適當になる)・併 し此の因数にか

るゝべ き係数,エ ネルギー 瓦 の欺態の重みについてはまだ我々は何 も知らない 之れを定めるた

'めに次のや うな封塵原理的考察を行つてみよう
.

古典力學での相空間(今 の場合自由度は一つで,飾 座標 と,ρ一運動量との定 める雫面である)の

中に,エ ネルギー=、臥 なる曲線群を描いてみる.之 れは砦相似な擶圓である.二 つの鮪圓に挾ま

れた環歌部分屯面積を計算すると・



であ る.こ れ を例へば内 側ハ橘圓を 表は す エネル ギー固 有値の領分 であ る とする・すろ とすべてう

エネル ギー固 有値 の 領分は全部hに 等 しい と云ふ こ とになる.と ころで古典論 では相室 聞の 等 しい

鐙積 、今の場合 面 績 ∫は等 しい アプ リオ リ確率 を もつ と した.此 の 事情は振 子」洛 ∴ ネ':≒£-i現有

値 の相封的 アプ リオ リ確率 を全部等 しい と置 くべ きことを示唆 する 一 一此の結 果は もつ と一般に も

威立つ こ とで,我 々は 「単純 な量子状態 は一般 にすべて等 しい アプ リオ リ確率 を もつ」 と要 請す る

ことが で きる.

撮 て上の 事を承認すれば,量 子論 での振 子の相 積分は

となる。 ブ ラン クの常数 が充分小 さい と考 へ られ る場合(即 ちh《1/レ β=々77レ),換 言 すれば高温

度の場合 には,1:.Pl>。。11β となつて古典論 と一致 する.(23)か ら エ ネルギ ーと熱 容量 を求 める と

比熱を表はす函蝕はTの 函数として,T～0で は極めて小 さく,Tと ともに急激に上昇 して,

hv～kTの 邊から,古 典的の値kに 飽和する.之 れで我々は比熟が高温 では古典的な常数値をと

り,低 温で零 となることを示 し得たわけである.

高温低温 は勿論比較上の言葉である.今 の場合では温度の高低は 加 偽 を基準として云ふ.そ れ

で充分振動数の高い 覗 く結合 された)振 子では,我 々が 常温 と稔するもので も低温であるし,振

動数の低い ものでは逆の事情となる.此 の事情が熱輻射の紫外破局を救ふ ものである.普 通可観光

線の振動勤 こ対しては一萬度が温度の高低の基準になる.常 温では可親光線以上の振動轍の電磁波

は著 しや量子効果を受けて殆んど働起 されてゐない 前の言葉で云へば殆 んど禁止されせゐろので

ある.實 際此の紫外破局を救つた ブランクの輻射公式は,丸24)に 軍に ～レ,レ+dpl}の 聞にあろ固有

振動の数8πv2dVi'`「'を掛け さへすれば得られるのであるk尤 も零點 エネ2Lギ ー 加2は 除いて置か

ねばならない.エ ネルギーはもともと附加常数まで しか定つてゐないか ら之れ を除 くことは理論上

の訣陥ではない).'

同様に我々は何故軍原子分子の廻縛を考へろ必要がないかに答へることができる.一 般に或る分

子の慣性能率 を1と すると,廻 轄運動に対する 量子効果の有無は

なる温度の基準で定まる.宛 か も輕い極徴粒子に劉 してのみ量子力學が働 きだすと同様 に,慣 性能

率の小 さい,廻 り易い もの程量子効果が強 く,蓮 説的ではあるが,廻 つてゐないことが確かとなる

二原子分子で も輕い原子か らできてゐる ものでは。例へば水素分子H2で は比較的高い濫度(80度

慰 士、,で量子効果が表はれ始める.併 しその他の 二原子秀子でぱ大體 古典的に取扱つて差支へな



い.之 れに反 して多原了・分子の振動は大抵量子的に禁止 されてゐうもの ξある.

[量子統計法の結果]普 通の氣饅では分子の密度が小さいので,量 子統計法の働きは見られな

い.然 るに金屡内に介在すろと見られろ電子氣膣に対して は強い量子効果が期待されろ.ヅ ルーデ・

ロレンツの古典的電子論は金属の諾性質,就 中電氣傳導度 と熱電導度 とを設明 し得たが ,一 つの重

大な矛盾につ き當つた・それは電丁氣膣の辻熱である.電 子氣盤を古典的に取扱ふ限り電子氣艘の

比熟は普通の氣農 ど髪 りなく312・nkで なければならない.と ころが金薦は他の固謹と同じや う

にヂュロン・ブチの法則に大體當てはま り之れは金属原子の振動丈で説明 される.そ れ故,電 子氣盟

は何らかの意味で量子的に禁止された運動を示すものでなければならない.併 し之れは運動 エネル

ギーの不連続 性では設明できたい.何 となれば,氣體 粒子の並進運動を考へるときのエネルギーは

運動のエネルギーのみで,從 つて運動量丈の函数である・それ故それは運動量と共に連続 的な値を

とり得るからである.

それで我々は電子のフエルミ統計法がどう現れるかを調べなければならない.今 電子が普通の室

間"蓋 積 〃内に密度"で 存在するもの とすれば,電 子の糖数 規・であろ.そ こで{侵に古典統計法が

域立つ ものとして・之れ丈の電子が相空間 のどれ丈の匿積に分布すろかを調べる.温 度Tの 時,此

の有効饅積はボルツマン因子を考へて

である・此の體 積の内部にある量子状態の数はh3で 割つて求められる(調 和振子の場合に一つの

量子状態 に面積が対応 したのは自由度の敷が一つであつたか らである).爾 電子はスビン自由度を

持つてゐるから,す べての欺態を二重に数へなければならない.夫 故に,若 し

であれば,即 ち電子の総数 はその占める相容積内の量子状態の敵 より甚だ小さくな り,相 室欄内の

電子の密度は小 さく量子効果を省略 してよいこととなる.と ころが金属内電子に対して 適當 と思は

れ ろ激値を入れると,常 温では寧ろ左邊の方が右邊の轍千倍となろ.我 々は電予氣膣に封 じて強度

の量子効果を豫期 しなければならない.常 温は蜘 こ電子氣體に対して は低温にすぎるのであつて ,

電子氣藍は殆 ど最低の エネルギー状態に落ちこんでゐる（之れに反 して個々の電子は甑に満員とな.

つた低い エネルギー状態 に這入ろことができない ものがあつて かな り高い エネルギー状態迄分布

してゐる、.そのや うな事情の下では電子氣體の比熱は極めて小さく,金 蜀の電子論の困難がこうし

'て 除かれるであらうとの想像がつ く.

フユルミ統計法を實際どう途行するか を簡単に示さう.こ でゝは古典的合域法は役立たないので

あるから,一 ケ電子の相積分を作つて もπケの電子の系の相積分を勘定するのには不用である.そ

れで始めから 解ケの電子を相手とする.一 ケ電子のとり得るエネルギー固有値をE,.(k=1,2,…)
'

とする・今nケ の電子 を之 らの状 態へ 配布する一つの 仕方を,0又 は1な る値 をとろ補助の 数nx.

硫=1,2,… …ノを導 入 して



に依つて表現する.我 々は電子の個性を認めないか ら,何 れの状 態へ何れの電子が と云ふことは

問題にならず,唯 ζ何れの状態 が一つの電子で占められてゐろかを示す丈で全電子系の蝦態が定 ま

る・それで一組の{nk・}に は全系の一つの単純 な状態 が対応 すろ.そ れで,全 電 了系の組積分は

であ る・ こ ゝにnkは(28)を 満 すずべての{ns}に 就 いて とるべ き もの であ ろ.此 の 和 を総和 す

るた めに,我 々は再 び母函 .数の 方法 を採 用 して,

κ

なろ 「大 きい相積分」を導入する.此 の和では 撫 は掲立であるか ら,容 易に繕和されて

となる・元來我 々の 望んだ π ケの電 子の柏 横分は この函 蚤の λ`の 係蝕 と して選 び出 され る:
、

ボー ズの統計法 で も殆 ど同 じことが 言へろ・上 の論 で唯e各 のtlkが0 ,1,2,… … の 無限 ケの 値

を と り得る もの とすれば 良い.す ろ と 「大 きい相 積分」 は

となる.

粒 子の線 数が甚だ大 きい場 合 には,こ うして導 入 した補助函数 と補助 墜敏は凋立 した 物理 的意義 ,

を 獲得 する・丁度與へ られた エ ネル ギ ーとパ ラメ タ β とが くIO)な る關 係にあるや うに,與 へ られ

た粒 子数 とパ ラ メタλとの間には

なる關係がつけられ る・此の關係で計算 した λの値を代 入すれば,・大きい相積分 君β,ゐは全 く普

通の相 積,S-A('β)の 代 用 となる.'

(30r')の 封 数 をと り,粒 子の勲 〃 と平 均 エ ネル ギ ーを書 き下 して しまふ と

之れ から・ パ ラメタ スが 小 さい 時,如 何に フェル ミ統 計が古典 統言十に近づ くか ,叉 古 典就計の ボ

ル ツマ ン因子が 何で置換へ られ るかが判 ろ・ λは古 典読 引・との差違 を表現 する もの と して ,轡 退 パ

ラ メタと唱へ られ る.も つ と良い 名は化 學ポテンシアル であ る .

改 められ た ボルツマ ン因子 は λが11妄だ 大 きければ 低 い エ ネル ギー岡有 値Eゐ に封Lて 殆 ど常数1



'f"'ゐ7rogλ を超える エネルギー固有値に劉 しては念激に減少する.之 れは電子が低いエネ,しギ

ー欺態へ順々に 註め込まれてゐることを表は してゐろ.'.33,式 を氣彊に対して 雁用すれば金属内

電 〕珠縫 の比熱の問題は完全に解かれろのであるが,式 が複雑 となろか ら省略する.

[言 ひ残 したこと]本 稿は統計力學の廣汎な応用 を述べるのが目的でない.併 し表題の基礎 と云

ふ交字で示される事柄で賜れ得なかつたことが澤山ある.そ の第一は量子力學その ものに於ける統

計的要素のことである.統 計的変換 論とか,遷 移確立 とか,波 動函数 とか,統 計的演算子どか,す

べて最 も基礎的な問題である.併 し之れは所謂統計 とは直接翻係がない.・普通の統計と量子力學内

の読計とを融合するのには ノイマンの混合猷態の理論,密 度行列の椴念などが必要 となる.今 まで

述べて きたのぱすべてエネルギーに關する統計であつたが,他 の物理量にも眼を付けて統計をとる

には,密 度行列の方法を採用 しなければならない.最 後の節で蓮べて不定粒子数の方法は場の量子

力學に於ける再度量子化の方法と密接な關係がある.そ れから,量 子力學に於けるエルゴード問題

断熱定理等にも瞳れ得なかつた.

[將來の問題:す べて之らの原理上の問題は大體片がついてゐる.す くなくも既に物理學者の關 ・

心を離れて しまつた・ところが實際問題では無数の問題が残 されてゐろ.勿 論之れには掲 り統計力

學の問題ではな くて,物 理學ああらゆる部門が参加 しなければならない ものがあるが,今 まで成功

した統計力學の応用 例は殆ど全部が,相 互作用の小さい力學の単位に物質が別けられる場合のみで

あつた.此 の単位 は氣體の場合は分子であ り,固 膣の場合には振動の基準型である.そ う云ふ理想

化の旨くいかない液體の理論は從つて頗る不完全であつて,液體D構 造に就いて モデルを使つて二

三の現象の相關關係を樹てるのが止ま りである.一 般に相互作用の強い力學単位の集 りでは,特 異

な協同現象が起る可能性がある.固體 か ら液膣への遷移即ち融解の現象がその代表的な ものである.

之れに対する 非當に良い理論と云ふ ものはない.協 同現象の一つであろ合金の秩序無秩序の問題は

流 行問題であるが,現 在までの虞理法は,定 性的なもので定量的な ものになつてゐない憾みがある.

併 しカ. ろゝ協同現象のや うなもの,又 他の多くの現象で實験家の眺めてゐるものは必ずしも理論

家の最大前提,即 ち雫衛の條件を満 してゐないやうである.統 計力學 もそろそろ平衡論を脱 して楡

途現象などと言はれる領域へ踏みこまないと,平 衡状態の理論その ものが完成 しないのではないか

と云ふ感がある.


