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綜 合 報 告

Truncated標 本 及 びCensored標 本

に よ る母 数 推 定

村 上 正 康（ 千葉大 ・文理)

§1序 論

鵡 年頃 か ら,そ の表 題 の中 に'、tγUlt(ated"又 は'爾ce醗oγed野 苓 る又 字 の入

つフこ論 文が 、主 要な 統 計 の雑 誌 に数 多 く発 表され て菩 アこ・ これ らの 論 文 は,い ず

れ も,あ る分 布 が らのtγUncaセed標 本 ヌ はcensoγed漂 奉 に もと つ く鶴数 の推 定 を

取扱 つフこもので あ る.

い ま,あ る母集 囲が.与え られ るとき,あ る理 由か ら、 この 母集 困 全 体か ら標 本

抽 出 を行 うこ とが で ・きず,標 本 ば、偲 集 囲の 一 部 分か らの み とられ(い ・る と しよ

5。 これiよ、母 集 囲の 要 素が あ る基準 に よ っ て分 類 され て,標 本 ば,合 類 が行 わ

れ アこあ と で抽 出 され る とき に起 る。例 尾 ば,あ る柱 質 り(につい て 一定 の分 布 をす

る よう7よ,あ る種 の製 品 を要 素 とする 母集 団を考 元 る。製 品ぽ 売 られ る前 に 検 査

を うけ 、XくXeな る製 昂 はす べ て 母集 囲 か ら除 か れ る.演 費 看 が,そ の製 品 の任

意標 本 復 とる とき,彼 は りc≧りC。な る凡 て の製 品か ら769る 不 完 全 偲集 困 が ら標 本 を

とつ(い る ことに な る.一 般 に 、 元 の母 集困 か ら,そ の ながの あ る一 部分 が 除 か

れ てい'ると き、 そ のよ う葱 不完 全 冊集 囲 は 七γuncated母 纂 囲(trun〔ated分 布)と

呼 は'れ,そ れ か らの任 意標 本 をtγunca七ed標 本 とい う群2)

次 に,標 本 は完 全 母集 囲か ら抽 出 され る が,9)そ の う需何個 が の観 測 題 は,

一 定値x
。よ9小}い(又 は 大 きい)こ とだ けわ が って い るが,個 々の観 測 樋 ば 知

(註 日"t、 γuncated"と"CC"fisoγed』`に つ い て は 適 切 な邦 訳 が 冤出 せ な か つ アこの こ,本 文 ごぱy原

語 の ま ま 用 い た.

(註2)x〈x。(又 は ■ 〉為)な る 菱 秦 が 除 か 九 アこ不 完 全 母 集 困 ぱ左 働(又 は 石 側)tru臼cated母 纂 囲

とい い,そ れ か ら の 任 意 榛 本 を 左 側k又 は二右 側)tγuncated標 本 と い'う.1〔 。 は 切 断 点(PQIn七Qf

tγuncatlon)と 呼 ば れ る。 両 側tγuηcated標 本 への 拡 張 は 今 や 朗 らか で あ ろ うe



ら九 て い なL'場 合 や,(日)h個 の 標 本 の う ぢ 、(ηn-a)個 の 爪 さ い 方(又 は 大 き い

方)の 観 測 順 の み 知 られ て い・て,残 りのa個 の 観 測 値 は,こ れ ら よ9夫 き い・(又

は 小 さ い)こ と だけ し か わ か っ て い 薙 い と い う 場 合 が起 る.9)及 び(ーi)で 与 え

ら れ る不 完 全 標 本 は,そ れ ぞ れ,TypeI及 びTypeⅡ のCensored標 本 と 呼 ば

れ る脚=の よ うな タ イフ0の標 本IGk,各 働 分野 に お け る,x命 瀬 や,反 醐

同 の研 究 に お い て,し ば しば あ らカ れ る.例 元 ば、 工 場 で生 産 され た電 環 の 平均

壽命 を推 定 した い と する 。 若 干個 の 電瑞 を 元 らび、 それ らを とも す 喫験 を は じめ

る。 全部 の 電 珠 が切 瀧(し ま うま で待 てず に 一定 時 圃経 過 した ら巽験 を中 止 す る.

この とき得 られ た デ 鱒 タは,Type工 のCensoγed標 本 と な る・も し.実 撃時 同

を 指 定 し慧 いで,一 定個数 の電 珠 が切九 た と ころ で,実 験 を や める こと にすれ はこ

この とき のデ ー タ はType五 のCensoγed標 本 とな る・

tγuncated標 本 又 はceasoγed標 本 によ る ア元 の{ヨ茱 囲 の母数 の推 兄 に お い て,基

本 的 な推 定 法 は 勿論,最 尤法 ぐ あ る.覧 しか しな が ら,一 般 に,導 か れ た最尤 推 定

量14e×p日c比 な 形 ぐ は与 え られ な い・。 従 って」うえ られ た 標 本 か ら最 尤推 定 量を 計

導 す る こ とは,適 当 な表 が利 用 され な い 限 り,か な り面倒 に な る.又 小 標本 の場

合 に は、 最尤 推 定量 の 分散 をホ め るこ と は 一般 に困 難 であ る.こ の よ5な 事構 か

ら,あ る母 集囲 分 布 の 場合 には,積 率 法 によ る推 定 量 が考 元 られ る 。 この推 定量

の効 率 がか な り高 い と き に は.最 尤鮮 に 代 っ て そ九 が 用 い られ る、

以 下 にお い て、 元 の 母集 困 に お け る分 布 を 正規 分 布(§2),ボ ア ソ ン分布(§

3),そ の 他 の 分 布(§4)を 仮 定 し7と きの 、七γun⊂ated標 本 又はcenso'red標 本

に よる丹 数 推 定 が述 べ られ る.

§2.正 現 分 布 に対 す る母 数 推 定

[1]truncated標 本 によ る 推 定

基 礎 変 量 エ がN(μ,di)に 従 って分 布 する とき,左 側tγuncatedな 正規 分布 ぱ次 の

如 くか け る

(註3)G)で は 、 りc。よ り小 さ い(又 は 大 さ い)観 測 値 が 知 られ て い る と き を 、石 側(又 ぱ 左 側)

TγpeIcensoγed標 本 と い・ゝ、Gi)で は,小 き い 方Oζ は 大 き い 方)の 観 測値 が 知 ら 九 で い る と

き、 石 側(又 は左 側)Type∬consoγed標 本 とい5.x。 は,こ の場 含 に も ノ切 断 点 と 呼 ば れ

る.



(i)か ら の,大 き さ γしの £runcated標 本 に 対 す る 尤 農 は

母 数 μ 及 び σの最 尤 推定 量 を局 元 る推 定 方程 式 は,筒 単 な計算 か ら,次 の知 くな

る ことが 容 易に 示 され る:

(2)よ りσを清 去 すれ ば

(3)の 左 辺 は標 本 の みの 薗数 であ り、右 辺 は ξのみ の 函数 で あ るか ら,標 本 が萄

元 らM一プことき,(3)よ つ ξの最尤 獲定 量 ξが得 ら九 る.

従 って,〔2)と く1)か ら;ヌ とcs.の 最尤 推 定 量

が'求 め ら れ る 。

次 に,ρ,δ の 漸 遙 的 な 分 散 行 列 は,

で萄 オら九 る ことが 証明 され る、

tγuncaモedな 正 規 分 布 に お{ブ る μ とσ の 推 定 の 回 題 は 、Peaγs。n&しee[ろ4]
,Fi・

sheγ[19],Cohen[3],[4],Hald[2Sj等 に よ つ(考 察 さiれ た.恥a・son受 しee



は,積 率 法 に よ って,本 質 的 に ば、(3)及 び 〔4)と 同等 な推 定 方 程 式 を 局元,ξ

及 びCrの 積 率 推 定量 の計 算 を容 易 に する 兀め,{Ψ1(ξ)ニ1+≠ ξ(渉 ξ一ξ)とW2(ξ)

一 歳 撮 を
,ξ につ い・て 。「 鯛 隔 てち 元た 。Fi・h・ γ は 積 痙法 と 最 尤 法 と が

同一 の推 定 量 をξ1尾る 二 とを証 明 し1こ.彼 は」特 殊 な 函数

を使 っ て 、(3)と(4)を 天 々

で 与 元,PeaγSonkしeeの 場 合 と 同 じ く,亀 に つ い て0.1の 周 隔 で,Ie,1,及 び

1。12/ゴ の 表 を 作 っ7こ .こ 九 ら の 表 は 、 ξ に つ い ての 圃 隔 が 広 い アこめ に,充 分 な 精

度 の 推 定 値 を 求 の る こ と1ま ぐ き な い 。Cohen[3]{よ 、(3)あ ＼ら,逐 次 近 似 法 ぐ ξ

を 求 め る 方 法 を 示 し、te-一 近 似 値 を 得 る フこめ に 心 要 な Ψ1(ξ)の ゲ ラ フ を 有 え7こ 。

Cohen[4]は,6)と(6)で 爪 しIJ#と σ の 漸 近 分 散 行 列 の 代 り に,(ア と ξの 漸 近

的 な 分 散 及 び そ れ ら の 相 図 係 数 を次 の 如 く る 元 ノこ:

C・h・・&W・ ・dw・γd[12]iま(3)の 右 泌 ξ の 醐 と して1鵠 臓 机,ξ 一一α4・

(O.1)-2.5(GODO.5(O.1)5.0に 認 す るm・(ξ)A～m、(ξ)と%一 ξの値 を 小 数8桁 ま ご局 え

る表 を作 域 した 。 彼 等 は 又,ξ=-3.0(Q.1)2.0に 対 す るW(ξ)、W,(ξ)及0ぐ ～)の褒 も

ち え フこ・Hald[25]は(3),(4),〔5)及 び(6)を 導 き 、(3)(Z)左 辺 をyぐ 表 わ し,り か

ら 直 接 ξ の 求 .ま る 便 利 な 表 を 一5zre。 彼 の 表 に お け るyの 範 囲 はy=◎55。 ⑩・。D

O.9iOで,ξ は 一31.i45kξ ≦L994と な つ て い る タ 又 ξ=一一3.o(o.1)20に 対 す る分・散

行 列{z)e」 素.,・・ij(})と 六 のxもszて い・る.,ft及 酵 艘 際 の 計eSLは,H・ld

の 表 の 方 がCQhen£Woodwaγdの 表 よ りもJ使 い 易 い よ ろ に 思 わ れ る.以 上 は 切

断 点 が 左 側 に あ る場 合 ぐ あ る が,右 側tγuncatedの 場 合 は,(3)か 一ら(6)ま ぐ の

式 に 含 ま れ る ξ を 一ξ と お い・て 得 ら れ る 。

'[lr】
censored標 本 に よ る 推 定

☆ こ れ ら の 表1ま .す べ てHaid{26〕

に お さ め ら れ て い る.



N〔i・(・O'2)から の 大 き さ 汽の 標 本 に お い て,切 断 点 り〔。 よ り大 差 な 値 を(エ 12-・、

aCn.a)と し,残 り の α個 は フX。 よ り 小 さ い こ と の み 知ち れ て い る が,そ れ らの 観

測 値1よ 得 られ て い な い・とす る.即 ち 左 側L切 断 点 を も5typ・1・ ・,s。γeCl標 本 を考

元 る.こ の と き,最 尤 推 定 量 ρ及 び δ を 求 め る 推 定 方 程 式 は,次 の よ う に 示 さ れ

る1・

(8)か ら σ を消 去す れ ば

⑧ は 田 の(3)に 相 等 する式 て',こ 勧 ・ら ξが 求 め られ る .従 つ て(8)よ り

タ,δ の 潮近 的 分散 行 列は,[■ の 場 合 と同旅 な計算 か ら

Typ・1のcefts・ γ・d標 本 か ら ・A,aの 最 尤 齪 量 棘 め る 聴 はS七evens[44]
,

C・hen[4],H・ld[25],H・lp・ γm⊂27]に よ っ て 取 扱 繍 た ,C・healま ⑨ を 満 足 す 乙

ξ の 才 一 近 似 を彼 の5え7こ グ ラ フ か らボ め て逐 次 精 度 を 菖 め る 方 法 を 示 したこ
。

Haldは(9)の 左 辺 を りで 表 わ し,9=O .5(Q.0◎5)i.50,A=O .05(oD5)O.50か ら ミ を

爪 め る 表 と]ξ=-3・o(o・i)2ーoか ら ≠ ξとqDの μlj〔ξ)を1ボ め る 表 を 作 域 し アこ
.

こ れ ら の 表 も 又 」 彼 の 公 式 集[26]に お さ め ら れ て い る .Halpe'rinは ξ を 得 る アこ

め の方程 式(9)を 次 の形 に喪 え る:



彼は==。.1(・.1)1,・ と4≦ マ辞7磁 る翻 のP,略 力・ら9を 見 出e姻 表 砧 瀧.

礪383で あ る か ら,Haidの 表 で 用 い た9の 範 囲 をV鼻 で 示 す と 、 ヰ皇▽タ金12と

な る.こ の 二 と か らHalpeγinの 図 表 は.、 相 当 に広 い り の 範 囲 ま で使 元 る 、

以 上 は 、 左 側 に 切 断 点 を も つtypelcenSQγed標 本 か ら の#,(rの 最 尤 推 定 で あ る

が,切 断 点 が 右 側 に あ る 場 合 の μ 、σ の最 尤 捲 定 式 は ⑨ とqo)に 含 まれ る ξを 一ξ

で お き が 危 る こ と よ り、 次 の 如 く な る 二

Typd融 ⊃,J,redの 場 合 に は 、 標 本 抽 出 の 前 に 切 断 点 が 固 定 さ れ て い7こ び,丁ype

ilce,,。 γ,dのt船 ご は,ce,s。 γ,dデ ー タ%{磁 が 定 め られ る 、Typ。llに ぢ い・て

は ノcens()'r'edデ ー タ の な が の 最 小(又 は 最 夫)観 測 値 が,切 断 点 と な り,そ れ ば

標 本 抽 出 の た び に 喪 る 変 量 で あ る.

さ て 、 〔Xbx2、 ・・]XK)をN(μ,σ も が らの,γ し個 の 標 本 に お け る,夫 き さKめ

TypellcenSOγedデ ー タ と し、NKを こ の デ ー一夕 の な か の 最 大 値 と しよ1ろ.銭 り の

(n-K)個 の 標 本 は りCKよ り 犬 きい こ と の み が 知 ら 九 て い る が,観 測 値 は得 られ て

い な い と す る.こ の よ う な、TypellcenSOγedデ ー一夕 か ら の,最 尤 推 定 量Pt,一 ■ に

耐 す る 推 定 式 は 、Gupta[24〕 に よ つ(次 の 如 く ξ}元 ら れ フこ二



但 し,

(16)の 左 辺 「ギは標 本 の み の 函 数 で,02「 中 ≦1,そ し て 石 辺 は,ξ1え られ フニPに 対

して は,η の 胴 函 数 で あ る か ら,vとPDNら ⑨ を 瀞 鯵 ボ め らntる.ecっ

て(17)か ら μ と(ア が 得・ら れ る.GuptaはP=o.1(O.t)1.OとW;o、05(QO5)o.95に 対 す

る 世 の 値 を 小 数4桁 まぐ'ボ め た 、

戸 と δbの 漸 近 分 散 行 列 は

P=0.05Co.05)O.95(OOI)oggに 対 す るorijの 表 も,ま た彼 によ って与 え られ る.

TypelとTypeⅡ での 最 尤推 定 量 をξ1える(15)とq7)ぱ 、 坊断 点 が天 々 ㌔ とXK

ごあ る こ とを除 けば,全 く同 じぐ あ る ことZX'証 明 され る.故 にHaidの 蓑 も,6up-

taの 表 も、 両方 の タ イプ のCensered標 本 に便 う:と が でさ る.い ま,最 尤推 定量

の効 率 を、 党全標 本 か らの 最 尤推 定量 の分 散 の 比 と して定 蓑 す る とき、Typel[で

の最 尤 推 定量 の効 率 はpに 依存 す る が 、τypelで の 最 尤推定 量 の それ は切 断点 に

依唇 す る.従 っ て,丁 ソpelで は,A.σ に関 する 先験的 な構 報 が ない'限 り,実 験 を

は じめ る前 に,推 定値 の効 率 を あ る一 定値 以 上 にす るたこめ に 応要 な切断 点 を指 定

する こ とが 困難 で ある.し が し萩が ら、Type丑 で は この よ うな困 難が 生 じな い.

6uptaは,Pの 函 数 と して最 尤推 定 量の 効 率 を示 す グ ラ フを 与 え てい る.こ の グ

ラ フか ら,磨 要 な精 度 を得 る には,何 時、 喫 験 を止 めれ ばよ いか 前 以 て決定 す る

こ とが可 能 とな る,

Halpeγ 〔n[28〕は 一般 に 紐 集団分 布が ナ(りC,e,で,こ二れ か らのTypellcensoγed標 本

に よる 母 数9 .の推 定に お い・て 、最 尤 推 鬼 量が 一致 性 と有効 性 菱 も つ とい ろ意味 で

最 良推 定量 であ る こ と を示 したこ.し か しなが ら、 正 規 分 布に 竃 い て さ元 、標 本 の

(註4)本 文 で はcensoγed標 本 とcen～oγedデ'一 夕 を 異 茸 る 愈 味 で 用 い'た。censOγed標 基 に お い'

て 、 観 測 傑 の 碍 られ た個 体 の 集t)をcensOγedデ ー タ と い う.1



数 一aが 小 さ い と不 偏 牲 は 保 フこれ な い し,又 分 散 行 列 の 漸 近 公 式 は,厳 密 に は 使 元

な い 。=の 場 合 に,6uptaは,順 序 統 計 量 に も と つ く次 の よ う な 最 良 線 型 不 偏 推

定 量 を導 出 した.標 本 の夫 き さ をnと し,⊃G,3C2ド ー,XKを 夫 き さKの ⊂ensoγedデ

ー タ と す る eK個 の観 測 値 を 穴 き'さ の 順 序 に な ら べ て

こ ゝで 同題 は,こ の セ個 の順 序 統 計 量を 便6て 元 の 正規 母 集 困 の 平均 と標 準偏 差

を推定 す る こ と て'ある、

μ,をN(0」)が らの 夫 きさ γしの標 本 の し當 目の順 序 統計 量 の期 待 値 とす る と き,

N(μーげ)か らの任 意標 本 の し雷 目の 順膨 統 計 量 り〔llnの期 待 値 は

そ こで ノ{と(ア に 対 す る線型 推 定 量 を

で 表 わ し,こ れ ら が 不 偏 ぐ あ る と い う條 イ牛の 下 で 、 最 小 の 分 散 を も つ よ う に,最

小 二 乗 法 に よ つ て 係 数 馬ry,を 定 め九 ば 、 最 戻練 型 不 偏 推 定 量 が 得 られ る ・Gup,一

七aは,60dwin[22}が5元1N(Q日 力＼ら の 順 序 統 計 量 の 期 待 値,標 準 偏 差 及 バ 共 分

散 に 酋 す る 数 値 表 を 便 っ て,以 上 の 意 味 で 最 適 な 係 数 βp酋 の 値 憂n=2,3.T,10、

K=2,3、 ・・,η一はに 対 し て 計 算 し たこ.Sahaγan&GyeenbeγgC42]ぱ 片1則censoγedと 両 側l

cenSOT'edの そ れ ぞ'れ に 対 す るn=IO迄 の βこ,。γしの 値 を 求 め(い る.

6・・ptaぱ,更 ら)・LD・'IOよ り 大 き い が,最 尤 推 定 量 は 禾 だ 使 え な い1立 のm=対

し て,次 の よ うな 線 型 不 偏 推 定 量 二を 巧 元フニ:

くみ わ け の 影響:正 現 母集 囲か らの 完全標 本 よ りμ,(γ を 推 定 す る場 合,も



しデ ー タ が く み わ け さ れ て い、る と き に は,通 常 よ く知 ら れ た"Sheppardの 禰 正``

が 便 わ れ る.し か し,完 全 標 本 で'な く,<み カ け さ オしアこtγuncated標 本 又 はcen。

soγed標 本 の 場 合 に は,こ の 禰 正 は 明 か に 適 切 ぐ な いvGrundy[23]ぱtγuneated又

はcensoγedデ ー タ か く み わ け さ れ(い る 場 合 に ノ"Sheppaγdの 補 正``に 相 当 す る

近 似 的 な補 正 公 式 を 導 き 」 μ,JD一 の 最 尤 推 定 量 姦 得 る に は
、 単 に,〔3)、 ⑨ 又 は

(ー6)[註5⊃に お け る 吐 ら の代 り に、 そ れE・Mの 禰 正 牌 ノ と 君 鶴 き か え れ ば

よ い こ と を証 明 しブこ・ 彼 は 又、 〈み オ)け が 最 尤 推 定 量 の 漸 近 分 敢 行 列 に 及 ぼ す 影

'響 に つ い て 述 べ

,七 γUficatedの 場 合 とcenSGredの 場 合 に 対 す る,補 正 漸 近 分 散 行 列

の公 式 を 与 元 フこ。

i番 目 の くみ を(x、 一日 りCi)と し、 そ こ に 入 る デ ー タ の 個数 を ナ、
、 くみ の 個 数 を

S、 名、 ㌃ エ・一ー魂 一畢 とす る とき,一 次 と二次 の補 正纏 ゾ 躍 は
,彼

に よ って次 の 如 く_6え られ7こ:

但 し記 号 に コは,度 数ftを 重 み と する 平均 を 表 わ す。 例 元 ば

くみの 巾」 姦 が等 しいと き にば 〔22)は、がなつ 尚 単 に な る、(22)に は,母 数.μ及 び

σが 入 って
.いるが ・舗 ・確 鰍 を1吏って そnsの 近 似的 雛 定厩 勅,そ の

値 を代 入 して便 わMrる 、

篁 埋遜;tγpeEcenSQγed標 本 に よ って あ る製 品 の管理 薗 を作 りたい

とい う場 合19,実 際 にaSVて カ＼な り起 る と翫 られ る .Typelt,ens。 。ed標 本 によ

る管 理 図法 は・ 田 ロ〔45〕,戸 田[47]に よつ て考 え ら液 た .田 口 は,平 均 値 と標 準

偏差 の近 似的 な管 理 限 界 の定 め方 を 述べ る .戸 田は諌 適 理 図(註%管 理限 界 イ系

数d渉,DJ及 この 註,G・dwi・ の表 を恥 て計 算 し7: .但 し,[47]1=1Ctn-i。 の

場 合 の み が_Bえ ら れ てeる 。

§ろ.ボ アソ ン 分布 に対 す る母 数 推定

[謎 〕(陶 の鯛 は沙+誓 とかける.

[註6]R=x・i・-x,ln



[1〕tγunca七edデ ー タ に よ る 推 定

ボ ア ソ ン分 布 をi.

と す る と き、L>γ な る しがtγuncaセeし7E側tγuncatedボ ア ソ ン分 布 は

登ξ え られ る.

(24)か らの 大 き さnの 標 本 に お い て,Lな る値 を と る度 数 をntと す れ ば,標 本

の 尤度 は

但 し 、 Σ γヒ=γ し,

(25)の 対 数 を λぐ微 分 して零 とか く=と によ って 、 λの最 尤 推定 量を 」与尾る 次O

方程 式 が得 られ る1

(26)を 満 す λは,ボ ア ソ ン分布 の 累積和 をξ え た数 値 を便 っ て,逐 次 近似 法 で求

め る こと が で さ る,

犬 の新 近 分散 は

と1diる こ と が 証 明 さ 爪 る 。V(λ)の 推 定 値 は(27)のPi'の 代 り に 一寄 を代 入 し て 武 め

られ る 、

ヒγuncatedポ'ア ソ ン分 布 で 最 も興 味 あ るの は,し=Qに お いてtγuncateし1場 合 で

あ る.こ れは,例 え ば,あ る地域 で ある 種 の伝 染病 にか か つに 世帯 の人 数 の分 布

や、 工 場 に ～ぼけ る労伽 看 の事 故 の 回数 の分 布 にお い て 見 られ る,何 故 な らば,あ

る期 圃 中 、 蒙族 に一 人 も病 人 を 出 さなか っ た世 帯 や,一 回 も 畢 故 を起 さな か つた

労{力者 の数 は,地 域の 世帯 数 や 工場 内 の労 伽 看 数 の変動 の た めに.一 般 に,わ か

らない か らで あ る。

0点 でtγuncateし たボ アソ ン分 布 の 碍数 λの推 定の 両題 は 、David&Johnson[14]、



Placke七[35〕,Rideγ[38]に よ っ て 販 扱 わ れ た 、DavidkJohnsonは λ の 最 尤 鮮 λ を

ξ え る 方 程 式 と し て,(26)に 対 応 す る 次 の 式 を 導 い た1

(28)の 左 辺 を 交 と お き,父=1「(QD3、5か ら λ を得 る 表 が ξヲ元 ら れ た。

犬 の 漸 近 分 散 は

彼 等 は,ま た λ の積 率推 定 量 充 を菊 え,そ の 漸近 分散 を爪 め1こ.Placketは 極 め て

効 率 の 嵩 い(少 くと も95%以 上)不 偏推 定 量 λ*xと 、 その漸 近 分 散 を与 え,更 に

λ*xを 導 い7Cの と同 じ方法 ぐ漸近 分 散 の 不偏 抵定 丈 を 与 元n。Atと λ整 及(N'そ れ

らの漸 近 分散 は次 の 如 く示 され る1

'Pl
acke七 が5え フこ 〉(犬つ の 不 偏 推 気…は

Rideγ[38]ぱt=Oヵ ＼らt・fe-1ま ぐtruncateし た 左 側tγuncaセedボ ア ソ ン分 布 に つ

い て,母 数 λ の 最 尤 推 定 量 と積 率 推 定 量 を ξ1え る.二 の 場 合 の 最 尤 鮮 を ξ1え る 方

程 式 は,(26)の 総 和 記 号 の 添 字Lの 範 囲 を 適 当 に 変 え るだ け で 厨 峯 に 得 ら れ る .

彼 が与 元 アこ積 率 推 定 量 λ は

Cohenf8]は プ ー 般 的 な 両 側tγuncatedの 場 合 の最 尤 推 定 凌 論 じ1.村 上,浅 井
,川

村[33〕 は 右 側tγuncateの 最 尤 推 定 式(26)で 、r=1(1)15、QぐK〈loに 対 す る え の ダ ラ

フ を 萄 えアこ。



[■1Censoγedデ ー タ に よ る 推 定

ボ ア ソ ン 分 布(23)か ら の 大 き さ γしの標 本 に お い て,そ の うぢ の α個 は 観 測 値 が

得 られ て な い が,あ る 一 定 値'lt'よ り も 大1き い こ とだ け が 知 ら れ で い る と しよ ろ ・

こ の よ う な,右 側cea50γed標 本 よ り,母 数 λ の 最 尤 鮮 を得 る た め の 方 程 式 ば,双

の よ う に な る こ と が 示 さ れ る 。

与 え られ フこrと,デ ー タか ら計 算 され フこ(しとか ら、(36)を 満 す 犬 はボ ア ソ ン分 布

の数 値 表 を用 い て逐 双 近 似 法 で 爪め る こ と がで き る しか しその計 算 は相 当 に 面

倒 で あ る 。従 って 、 こ こで も 又,効 率 は 多少 お ち るが、 筒 単に 計 算 ぐ きる 他の推

1定量 が要 六 さ れる 。

犬 の漸=近分 散 ば

1ごξヲ元 ら 才しる.

censoγedデ ー タ に よ る λ の 最 尤 推 定 は 、TipPet[5ー],Bliss〔2⊃ ノCohen[8]、 及

び著 ◆者 達[33]に よ っ て 論 じ ら れ フニ。Tippe七 は(56)の(も と γ か ら λを 見 出 す こ と の

て・き る ノ モ ゲ ラ フ を 均 元 た 。Bllssは λ を ホ め る の に 磨 要 な 二 ⊃ の表 を 作 成 したこ。

し か し、 こ れ ら の グ ラ フ と 表 は,い ず れ も γ=0.ー.2.3の 場 合 の み ξ}え ら れ て い る

に す ぎ な い 。 著 着 達 は(36)に も と つ い て,r=Kl)IO、0〈 鬼くIOに 対 して 適 用 で き

る 犬 の ノ モ グ ラ フ を 一5え た 。 以 上 は,い ず 九 も右 側censoγeqLつ い て 述 べ てVる

が,C。henぱ 一一rc的 な 両 側censoγedの 場 合 の 最 尤 推 定 法 を ξ え(い る 、

Moore[3i]は λ に く ら べ て 計 算 が極 度 に 筒 単 な 推 定 量 と し て

を ξ 元る.こ の推 定 式は桓 等 式



か ら日音示 さ オしる.

りCの 漸 近 分 散 は

で・・与 え、ら れ る 。

そ の後 、Mooγe[52]は ノ 左 側 及 び 両 側censoγedの 場 合 に 対 し て も 、 こ の 推 定 量

と類 似 の推 定 量 を 一5Zア こ。 しか しMOOγeの ξ 元 π 推 定 量 は,γ が 小 さ い か 又 は λ

が 大 き い 場 合 に は,効 率 が か な り悪 く な る 。

§3.そ の他 の分 布 に対 する母 数 推 定

ピア ソ ンのⅢ 型 分布

こ の 分 勅 ・ら のt・ ・ncated標 本 又tlX.c・・s・γ・d標4K`Xt7'ti,Xる 騰 推 定 はC。hen[5j,

Des.Raj[36],Den.Bγoedeγ[は5]に よ っ(論 ぜ.ら れ だ。Cohenは ピ ア ソ ン 皿 型 分

布 を,平 均 値 ノμ、 標 準 偏 差a及 び … 次 の 標 準 積 率Cl,を 含 む 一 般 形 で 一5え 、ol3が

既 知 の 場 合 と 未 知 の場 合 に つ い て,左 側 七runcated標 本 に よ る μ と σ の 積 率 推 定 法

を 述 べ た ・ 推 定 値 の 計 算 を 容 易 に す る スこめ の グ ラ フ も 与 元 ら 九 アこ。Des ,Rajは 、

極 め て 一 殻 的 な 結 果 を 与 元 に ・ 即 ち彼 はd3が 既知 の と き、 片 側 及 び 両 側tγunca-

ted標 本 の 場 合 と,片 側 及 び 両 側 しensoアed標 本 の 場 合 に お い て 、yL(・と6の 最 尤 推

定 と 積 率 推 定 し=よ る 推 定 式 を 与 元 だ ・(総 が 未 知 の 場 合 に は,片 側 の 場 合 に つ い

て、 圃 旅 な 推 定 式 を ・与え た 。Den.Bγoedeγ は 、 ガ ン マ 型 分 布'

に つ い て,Pが 齪 知 で あ る こ と を仮 定 して
、 石 側tγuncated/6側cpnsoγed,左 側

tγuncated,左 側cenSQγedの を れ そ れ の 場 合 に お』け るoく の 最 尤 推 定 法 を 与 え7 。

指数分布

指数 分布

か らの右 側tγunca七ed標 本 と右 側censoγed標 本 に よ る母 数Cの 最 尤 推定 量 を それ ぞ

れe及 び さとす る と き,そ れ らが 次の 如 く蕉 る こと ぱ容 易 に証明 で き る1

[註7ユ 本 節 で用 い られ るcensQγed標 本 は、すべ てTypelcensored採 」本 で あ る.



こ こ に ノ エ◎ は 切 断 点,γ しば 標 本 の 夫 き さ,(γ トα)はcenSOγedデ ー タ の 大 ささ

で あ る.

e鐙 の ぞne・nの 新 近 分散 は

.で 巧 元 ら れ る 。

(42)一(45)はDeemeγ 及 〉otaw[50]に よ つ て 導 が れ プこ。 彼 等 は(42)か ら δ を 爪 め

る 表 を 与 え た.

指 数 分 布 は ガ ン マ分 布 の特 別 蕉 場 合(p=1)ぐ あ る か ら 、 〔42)一(45)1まDenBγoedeγ

・が ξ5え た
,右 側tγuncate及 びcensoγedの 場 合 の 最 尤 推 定 式 で,P=iと お い て も ボ

め ら れ る.ガ ン マ 分 葡 や 指 数 分 布 か ら のcensoγed標 本 よ9,母 数 を 推 定 す る 向 題

は,寿 命 試 験 や 刺 敦1=対 す る 反 応 時 同 の 研 究 等 に お い・て し ば し ば 起 るCあ ろ う.

幽

eohen[9]は,標 的 分 祈 へ の 応 用 に 図 連 し て興 味 あ る1司 題 を論 じた.

勾q=肥 ・p)をN(σ ♂)に 従 う独 立 な変 量 と す る と き,ρ 次 元 半 径 誤 差

γ=ノ 岬+エ 、・+・・十工～ の 分 布 は

で 与 え ら れ る.

γ=2の 場 含 に は

(47)は 平 面 標 的 に お い て 、 目標 点 と 着 弾 点の 距 禺 を γ と し たこと き の,γ の 分 布 で

あ る.

Cohenは カ イ 分 布(46)か ら のtruncated標 本 とcensoγed標 本 に よ る 冊 数 σ の 最 尤

推 定 を 述 べ る.P=2ぐ'のcens。 γedの 場 合 に は,最 尤 駐 がeエPーicitな 形 で 一5元 られ



る 、 更 に 彼 はP=2とP=3で のtγunca£edの 場 合 に 、 最 尤 縦 の計 鼻 を 容 易 に す る た

め、 表 と グ ヲ フ を 一5Zノ こ。 そ して 、 最 兀 鮮 の 漸 近 分 散 が 示 さ れ た.

二変数 正規分布

一 つ の 変 数 りCに つ い て の 検 奎 の結 果
、 その 値 が 前 以 て 定 め ら れ アこ一 定 値 為 よつ

大 さ な 個 体 は 除 去 し,x・ よ σ小 さ な 個 体 は,も う 一 つ の変 数9に つ い て 観 測 す る.

い ま、 っcとyの 分 布 が 二 次 元 正 規 分 布 を す る と き こ の よ う に し て得 ら れ た 標 本 デ

ー タは
,二 次 元 正 規 分 布 か ら の 左 側tγuncated又 はcefiSQred標 本 と呼 ば れ る 。tγu-

ncated又 はcensoγed標 本 か＼ら7元 の 二次 元 正 規 分 有 の 母 数 を 推 定 す る 回 題 は,例

元 ば,入 学 試 験 の 点 数 が 入 学 後 の 学 期 試 験 の 点 数 に 留 係 す る 相 爵 の 研 究 や
,受 λ

検 登 資 料 の 分 析 等 に お い て 泌 要 と な る.こ の 場 合 の 田 数 の 推 定 は、,Des .Raj[37]

とCohen[iO]に よ っ て 与 元 ら れ た.Des.Rajは 、片側 と 両 側 のtγunca{ed標 本 とcen-

SOγed標 本 に よ る,二 次 元 正 規 分 布 の 母 数 の 、 最 尤 推 定 と積 率 推 定 を 論 じ た.一

次 元 正 規 分 布 の 場 合 と 同 じ樵 に,最 尤 法 と 積 率 法 が 同 一 の 推 定 量 を_5え る こ と が1

証 明 さ れ た ・tγunca七edとcensoγedの そ れ ぞ れ の 場 合 に 対 して,最 尤 鮮 を ボ め る 推

定 方 程 式 と、 最 尤 鮮 の 漸 近 分 散 行 列 が 与 え ら れ る.Cohenは 左 側tγuncated及 び'

censovedの 場 合 の 最 尤 推 鬼 を大 変 う ま い 方 法 で ξ5え に 。 元 の 二 次 元 正 規 分 布 の{§

数 を,Mx,My,σ ㍉ 内,pで 表 わ す と き,そ れ ら の 最 尤 推 定 量 は 次 の よ う に 示 さ れ

アこ:

報 と δ・ は 一 次 元 正 規 分 布 に お け るt・・n・at・d又 は ・e・・。γed錫 合 の 練 式(3),

④ 又は(9,・"o)(或 は(t6)・(17、)に よ っ て 耐 ら れ る ・ こ れ を(48)に 代 λ し て 、 馬
、

oy・Pが 爪 ま る ・(49)に お け るRはtruncatedの 場 合 に は 全標 本 数 を
,censoγedの,

場 合 に は ⊂enSOVedデ ー タ の 個 数 を 表 オ)す も の と す る 。 更 に 最 尤 推 定 量 の 漸 近 分 散

行 列 も 一 次 元 正 規 分 布 の 場 合 の 、 分 散 行 列 の級 分 要 素 に よ っ て
,比 較 的 筒 単 な 形

で 与 元 ら 九 る 。



二項分布

x=0か らec=校 一1ま で'の 襲 個 の ク ラ ス が完γunca七eし たtruncated二 項 分 布 は

この分布 か らの夫 き さnの 七γuncated標 本 によ るノ 母数pの 最 尤 鮮 をポ め る方程 式

は

で 」ラ尤 ら れ る 、

£γunca£ed二 項 分 布 の 母 数 推 定1ま ノFisheγ[20],Finney[17〕 、Rideγ[39],Hama-

da[29],Mooγe[32]に よ っ(販 扱 々 れ た 。Flsheγ は 最 尤 鮮 を 与 え7」 ・Fimeyは(5ー)

か ら β を 逐 次 的 に ボ め る 方 法 を 示 し、 そ れ に 魅 要 な 表 を ち え る.Rideγ とMQGγeは

tγuncatedボ ア ソ ン の 場 合 に用 い1こ 推 定 量 と 同椋 な 考 元 で,そ れ ぞ れ 積 率 推 定 量 を

与 元 る 。Hamadaは 一 般 的 な タ イ フ。のtγuncated標 本 とcenSQγed標 本 に よ る,P

の 最 尤 推 定 を 巧 元 る 。

O点 の み が 観 測 さ 九 て な い,い ・わ ゆ る0点tγuncated二 項 分 布 は,遺 伝 学 的 研 究

で 生 ず る 。 例 元 ば,親 が あ る 遺 伝 原 質 を も っ て い・る と き,あ る 異常 牲 を 受 け っ ぐ

子 供 の 比 率 を 推 定 しアこい と す る 。 と こ ろ て㍉ 家 族 の 子 供 の う ち 少 く と も 一 人 が,

同 題 の 性 格 を も っ と き に だ け、 そ の 遺 伝 原 質 の 存 在 が カ が る.故 に 親 が 凍 質 を も

ち、 子 侠 がN人 い る 家 族 で,同 題 の 粧 格 を も つ 子 供 は 一 人 毛 い な い と い う 家 族 の

数 は わ か ら な い.従 つ(、 こ の 場 合 に は 、0点{ruacated二 項 分 布 拭 適 切 な モ デ ル

と し て 用 い ら れ る.

Rideγ とMooγeが 与 元 る推 定 量 は、 計 算 が 至 つ で 筒 単 で 、 最 尤 鮮 の よ う に 峙 別 な

表 を 必 要 と し な い.し か し 分 散 は 示 さ れ て い・な い 。 そ れ らの 推 定 量 を そ れ ぞ 九

A.'D及 び λ厩 と す れ ば



負の二項分 布

0点 がfγunca七eし た 貧 の 二 項 分 布 の 冊 数 推 定tま 、DavidkJohnson[141,Sampfoγd

[40],Rideγ[ろ9]に よ つ て 販 扱 わ れ アこ.David&JohnsorLl;k、 最 尤 推 定 量 と積 率 推 定

量 を 与 元 た.彼 の 積 率 推 定 量 に は3双 の 標 本 積 率 が 含 ま れ る の で,最 尤 解 に 対 す

る 相 対 効 率 は 、 非 常 に 悪 い・、 彼 は こ の 場 合 最 尤 鮮 で推 定 す べ き で あ る=と を 述 べノ

飯 尤 鮮 の 計 算 を 容 易 に す る7こ め の 表 を 筍 え た.Sampfoγdも 最 尤 解 と 積 率 推 定tt-5

元 た二。 彼 の 積 率 推 定 量 は,一 双 と 二 次 の標 本 積 率 の み を 含 む か ら、Da>id&John-

so∩ の そ れ 程 に は 効 率 は 悪 く な い'が 、 推 定 値 の 計 算 は 逐 次 近 似 か 又 ぱ試 行 錯 誤 か

の い ず れ が で 、 行 わ れ る の で,筒 単 で あ る と は い 元 な い 。Rideγ ぽ,七rueca£edff

ア ソ ン 及 びtγuncated二 項 発 布 の 母 数 推 定 で 用 い'た 方 法 を,こ の 場 合 に も 適 用 して,

一 つ の 推 定 量 を 与 え る
。 しか し,こ の 場 合 に も、 推 定 量 の 禰 震 に 開 して,理 論 的

な 考 察 を 行 っ ぐ い・な い 、

§5.結 言

tγunca七ed標 本 とcensOγed標 本 に岡す る理 論 は 実際 の 具体 的 伺題 を背 景 に し℃

ここ5,6年 の周 に急 速 に 発展 してきた新 しい 統計 的 手法 で あ る.発 表 さ れ た論

文の多 くは、 これ まで 述 べ た よ5に 基 本 的 な発 布 に 対す る 母数 の 最 尤推 定 法 又 ぱ

積 率推 定法 に 関す る も の であ っ7二.し か し、 §5で も指摘 し7こよ うに、 爪標 本 の

場 合 に は♪ 最 尤推定 量 は偏 りがあう しノ そ の漸 近分 散 も使 元な い 。小 標 本 の場 合

にお け る推 定 の 両題 は,§3で 述 べ によ うにGuptaに よ っ て「まじめ て論 ぜ られ たこ

が,そ の後 殆 ん ど取 上 げら れ てい ない.cenSQγed標 本 は本 質臼9には 順 序 統 計量 で

あ るか ら,例 元ば 正規 勇 石 の場 合、 順 序統 計 量に 開 す る理 論 が 更 に 有効 に利 用 で

'き る の で は ない・だ ろ5か?6
uptaの 最 艮線 型 不偏 推 定 量 の理論 も こ の一 つ の あ

らわ れ と 見徹 せる で あ ろう 。11L標 本 の 立場 にた っ と き,重 要 だが禾 鮮 沢 め回題 と

して,次 の 向題 が 考 え られ る.そ れ は 、 土γuncatedlS正 規 分布 か ら の標 本 平均 ぱ,

どれ位 の標 本 数 に 対 して'実用 上正規 分 布 を す る と見倣 し得 るか とい う同題 であ る。

勿 論 その個数 は,標,Etp断 点 ξに 醐係 する で あろ う.こ の 同 題 の,cenSOVed標 本

の場合1或 は分石 が 二項 分布,ボ ア ソン分 布 の 場合 へ の拡 張 も当然iB要 とな るで

あろ う。 これが 鮮 決 され れ ば 、推 定だ け でな く検定 に も 利 用で ぎ る こ とに な る 。
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誌 上 問 答

〔1.21」=つ の 茱 品 を 併 用 し た 場 合 に,相 加

作 用,相 乗 作 用,楕 抗 作 用 な ど と いい ま す が,こ

の 定 菱 も 色々 と あ る 稼 で す し,そ の 憲 味 も は っ さ

9し ま せ ん が.(福 岡 ダM生)

〔回 答]葵 吊 の 殺 菌 或 は 殺 虫 剤 の 効 力 な ど は

PγobitanalySisと い う 方 法 で 統 計 鮮 析 が 可 能 じ'、

こ の 方 面 の 本 と し(ぱ

D,JFiafiey:Probi七Analysis.1952(eAMBRIDGE).

が あ り ま す.二 つ の 蕉 畠 の 併 用 の 同 題 は,=の 本

で は 非 常 に 尚 単 な 記 述 が あ る だ け'ぐ,1948年 及 檜

50年 に 出rcit文(P.S.Hewtett&R⊥ .Plackett)が 短 く

引 用 し て あ り ま すePγobitAnalysisで'は 鼓 る 茱 畠

を λ だ け 笥 え た こ と に よ る 効 果 即 ぢ死 亡 率 をP(λ)

と す る と,しogNormaiの 法 則 が 飯 立 す る

(DIP・ ・穿 濃 σ訪 α.襯)2dk

(但 し,凱 及びσは母桀団及 び茱品の種類によD

窪 まる常数)と なるというのが基本的仮定で,苅

述の論文はこれの直撞的隊二次元正規分帝への拡

張がモデルになつているようです。

御資同の相加,禰 乗,拮 抗菱天々二次元に拡張

したモデルその独立性、正槍図、 負相貿と伺 じで

あるとすれば,前 述の論文の方法を使 うことも出

褒るわけです.噌 山冗生の拮抗作用と相乗作用の

剣0方(品 質筍理,Vol.6 .ND.4)に 出 て、いる方法が

使 元 るわ け で す.

今 二 っ の 茱 畠 を 天 々 入 μ だ け の 量 を,別 々 及 び

併 用 し(与 え7こ時 の 死 亡 率 を 、 夫 々

P(λ,。)・IP(。 ・IL{)・P`λ,v)

と す る と,独 立 の 時 に ぱ

〔2)P(λ ・F)=IP(λ,0)州 一P(ん0))P(0,μ)

即 ち

(3日 一P(λ,μ)=(1-P(λ,o))臼 一P(o,μ))

と な 、 正椙 留、 負 相 蘭 の 時 に は 天 々 石 辺 及 左 辺 の

方 が 夫 さ く な り ます.

噌 山 先 生 の 論 文 に ぱP(λ,9)が 二 次 元 の し。9noγ 一

malで は う ま くあ て は ま ら な か っ1blが'述 べ られ て

お.りま すの でd関 係 を 直 接 検 定 す る こ と が 出 束 る

こ と が 望 ま しい の(Lす が 、 そ の 万 法 は 現 圧 の 所 な い

稼 で す.然 し 色 々 な λ及Ptの 値 の 組 合ttで デー タ ー

を 販 っ で し らべ で 見 る と 、 す べ(の 場 合 に石 辺 が 夫

さ く出 て 正 の 相 関 性 び は つ き り あ ら わ れ る こ と も あ

りま す。 次 に,相 加 性 を 独 立 性 と 同 叡 に 解 す る こ と

は 何 と い つ で も 理 鮮 し溶 い こ と で,今 、 α(λ)及わ(μ)

菱 λ,及 μ の 函 数 で

P(λ、o)3P(。,α(λ)),P(o、 μ)=P(b(μ ♪,o♪

を以 て1定 裏.され て い る と す る と き

P(λ 、μ,=P(λ+b(」LC),o)

坂 はP(λ,lt)=P(。,μ+α(λ))

を 以 て相 加 牲 の 定 蓑 と ず る こ と も 考 え ら れ ま す.こ

の1司題 は 今 後 考 究 さ れ 恋 け れ ば な らめ 向 題 であります.


