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(tO)

あ る確 率 過程 につ いて の

推 測 と予報

小 河 原 正 巳(気 象研 ・東京女子大)

1.緒 言

X〈t)は(広 義)定 常な 実確 率 過程 でEJt・(t)=0、VX(t)=ユ と す る.わ 九わ れ

が これ か ら販 扱 うの ぱこれ が次 の牲 債 を も つ場合 であ る;

ユ)スベクトル 函数 ぱ絶 対 連続 で

と 表 わ せ る ・ 二 ゝ にaノ(ノ 累0、 ち ・一、夷)1ま 実 常 数 で

と す る.も ぢ ろ ん,全 部 下 半 平 面iに あ る と し て も よ い、の(あ る が,こ ゝ で1ま 一

応 上 の よ う に 仮 定 す る.

2)自 己 相 関 函 数 は

と 表わ さ れ,従 って=れ は τキOで は何 田]でも可 微 分 で あ るが,T=Oで は

な お(i.5)で も 実 常 数 αパ ∫=0、1、 …,丑)は 条 件(L2)を 満 す も の と し て い る の 蒼

●

あ る.

以 上2つ の性質(日)と(1.3)は 同 等 で あ っ て 一一fiか ら 他 が 導 か れ る ご と は い

う ま で も な いEi]

M.  Ogawa  r  a  , Statistical Inference and .Prediciion of a ,Sviochas-tic Process.



(日)

二 ゝで は,こ のよ うな確 率 過程 の,有 限 な時 圃 にお い て勾 え られ1,1っ の

標 本 函数 に基 い て母 数a。,a,、 …、aAあ るい 拡 自已相 岡函 数f(T)を 椎 測 す る こ

と と,・∬(+)を 予 報 する=と を問 題 にす る ・ そ のため に結 局 わ れわ,れは以 下 にお

い て,.上 記 の性 質 に加 え て,必(台 の確率 法則 の 正規 性 を仮 定 す る.

なお,本 稿 の 一部 分に 関 連 した事柄 を,筆 者 は 既 に発表 し1こ とが ある が12〕そ

れ に は 不適 当 な点 が あ っブこの ぐ,こ の際 訂 正 してお きκ い と思5。

2.確 率 過程 の方 向

正規確率過程の確率法則 は2次 までのモメ,ント函数 で定 まるか ら1ア煎節⑦性質

を も っ 定 常 正 規 実 過 程 ぱ ユ っ 唯1つ 存 在 す る.し か し そ の 過 程 を 直 接 解 析 的 に 詑

述 す る 方 法 は2つ あ る.物 理 的 に 言 元 ば,そ の1つ ば 将 来 に 向 つ(の 過 程 で,他

の ユ つ は 過 去 へ 向 っ て の 過 程 と 畜 う こ と が で き よ う.

クtt)を(-c、o、oo)で のBrown運 勤 と し

E(2(t2)-Z(乙))=07E〈12(オz)-Z(t,)i2)=2fi(ち 一ti),(ti<ち)と し て,こ の2(亡)

のFOUrier変 換 を 多(亡)と す れ ば,こ れ もBrownPt動 で,周 知 の よ う に

ぱ前 節 の牲 質 をも ぢ,確 率 工で次 の 方程 式 を満 足

この 方程 式1ま任 意の ある 有限 開区 両 で連続 で,か つ連続 な導 函数 を もち ,そ の 区

回 の 外 ぐ0で ある よ うな任意 の函数f*(t)に 対 しぞ成 立 つ もの であ る。 ま た この

方程 式(2.2)は 尚 単のた め形 式的 に これ を

と か く こ と が あ る.

は 実軸 お よ び下 半 乎面 上 で正 則 で零 点 を ま1な い か ら「4」'c5コ



で あ つ て 、

は ス ペ ク ト ラ ムq.1),自 己 相 関q.3)を も つ.す な わ ち,こ の.r(t>は 方 程 式

(2、2)の ユ つ の 解 で あ る.そ し て こ の 払 くt)は 初 期 条 件

の 下で の,微 分 方程 式

の 群 に な って い る.

そ こで こ ん どは

を考 える と,こ れ もわ れわ れ の指 定 した スペ ク トラム と 自 己相 岡を も つも の で,
■

微 分万程式

を 満 足 し、Z(亡)の 過 去 の増 分 は 将 来 のX(亡)と は独 五 で あ る:

何 ん と な れ ば,(2.to)を(2.2)の よ う に 書 きfsc〈t)=1(ti〈tく ち)、n。(tSti又 はt2$t)

キ 丁 力ltr'

こxで 被積 分函 数 は 上半 平 面 で正 則 で あ るか ら2tf<t<ち を4に 対 して は,留 数



計 募に よDこ の積 分がQと な る ことが わ かる.な お上 の9"鼻 でE{X"j'(bar(A)}

=(-pjア ω(m-t)な る公 式 を使 つて い る(こ の式 の証 明 は 次 即で 述 べる) 。 次に

(2.5)に 論 して、 こん どぱ 蜘)司 伽 担 λ)」は¥tsesよ ぴ上 半 平 面 上鉦 則

で專 点 をもアこない か ら

従 つて

が 性 質(1.1),(1.3)を も つ も の と な る.明 か に

で ある.

な お,こ れ は当 然の こと で ぱあ る が,ゐ(亡)… ≡κ(。の な る過程 を作 っだ の で は,

伺 じも の を時回 座標 の向 き を笈 え(表 現 しだ だ け で,本 債 的 に逆 向 きの過 程 に は

な$な い。

3.條 件付独且

初期條件

の下 で の方程 式(2.2)の 鮮 は オ〉ごtに対 し

rr-sasnる1"こ ・に4轟 毒謁 ㍑ノ蓄・ の根 で,q.2)に よ りその 難 部分

は 負 て あ る.砺 が 沈 重 根 の と き(扱 は 乏 の 勿 一1次 の 多 項 式 で,そ の 係 数 は

る と μA(冷 一4、2、)の 函 数 で あ る.

●(2
・ろ)に よ り,こ のJC(t)(t>ち)1よ ぼ(6)(冠 くt1)と は 独 立 で あ る 。

全 く 同 旅 に し て.初 期 條 件

の 下 ぐ の,逆 向 き 方 程 式(2.IO)の 鮮 は,t〈tユ に 対 し

こ ゝ に6紮 はCfhぜUkの 代 ク に ごμ 笈 を あ'き か え た も の で あ る .ま た(2,14)に



に よ りYi(t-T)は ψ(T-t)で お き か 元 て も よ い.こ の(3.4)と(2.11)と か ら 、

(3.3⊃ の 條 件 の 下 で は,x(t)廷 くち)はJiC④(A>t2)と 独 云 で あ る.

こ れ を 要 す る に,

を 与 え れ ば.・・cJ<t。〈tに 対 しX(4)とX(t)は 独 立 に な る の で あ る が,(5,5)の

ヱ(t)に対する 影 響 は(2.2')の 鮮(3.2)(t,=ち と お く)で 示 さ れ,(3.5)のX(A)

に 対 す る 影 響 は(2AO)の 鮮(3.4)(ち=ち と お く)で 占 元 ら れ る こ と に な る の で あ

る.

更 に 次 の 定 理 が 成 丘 つ.

定 理1.ft常 正 規 実 過 程x(t)の ス ペ ク ト ラ ム が(1.1)で ー与 え ら れ1こ と す る.

姦 くt2に ラ寸 し

を ち え7:と き,G)X(t)(6,くt〈t2)は 正規 分布 に 従 い その條件 付期 待 値 は

條件付分散 は



(ii)こ の 條 件 付 確 率 変 数.Jl'(t)は て伺)(幻 く島)と もX(d)(d>t2)と も 独 立 で あ る.

xct),x'Ct,),ヱ'(ω 、…,ノ んて?1)、x(t、〉,x・(t2)、… 、x(h-,)(t。)

が2h+1次 元 正 規 分 布 に 従 う こ と は 明 か で あ る か ら,こ の 定 理 の 前 半 の 証 明 に は、

次 の 補 題 を 証 明 す れ ば 十 分 で あ る.

補 題.定 常 過 程 ズ ㈲(一 ω 〈tぐo。)が 何 回 か 自 乗 平 均 可 微 分 な ら ば,Er(t)=o,

VX(t)=1と す る と き,

証 明.

両辺 を て』で72回 微 分 する と,左 辺 ぐ はε と微分 とは 交換 でき るか ら

で あ る か ら,P(n■nt)(T)のT=0に お け る 連 繍 生 を 便 え ば(3.t2)を 得 る.(3 .9)

で(〒D7採o)ダ ←i)「「.P'"(o)など は 箋、は す べ』てoで あ る.t

定 理 の 後 半 の 証 明 は 次 の よ ろ な 方 針 で な さ れ る.x(t)、x(ti>,x'(ム)ヂ.,歴 ゐ.1も)、

x(A)な る2述+2変 数 の 分 散 行 列 式 は(3.9)に 於 て 第2充+2行 と 第2{+2列 に

P(n-t),P(d-t,),-J・ 〈A-t,)ゲ ・・、←1チ'曝声'1か ど,)、P(4一ち)プ ・・、(-1タア 認.ど。)、1

を 追 加 し た も の に 比 例 す る 、 そ の 行 列 式 を 再 び ∠1と す る と き,そ の(a,2A+2)元

の 余 因 子A・,・A・・t・s。 とな る こ とを示 せ1ごよ い・ 方程 略 禦 ・二。のRqhが す

べ'ての 単根 の場 合 には

によ つ て,d,,2A+2の 元 を すべ'て指 数 函数 の1次 結 合 でお さ か え,そ の行 列 式 を

そ の ユ次 式 の 各項 を元 とす る行列 式 の和 に書 くと き,そ の 各 々 の行 列 式で ,

・6>ち な ら第 逐+1行 か32£ 行 ま での 中 に 第2k+2行 と比例 するtの があ り,

4〈 右 な ら第1行 か ら第 縄行 までの 中 に,こ れ に 比例 する もの が あ るか らA, 、2{+2



U6)

=Oと な る。Ukの 中 に重 根 が あ る ときも,行 列式 を若 干変形 す る こ とによ っで,

伺 採 に 証 明 され る 。

こ の定 理 は 補 両法 に 関す る も ので あ って,特1こ 単 純 マ ル コ フ過程 の場合 に は

Ex(t)=O,ゾX(t)=ユ と し,a。/al"β>0と お く と.ti<t〈 ち に封 し

系.定 瑳 ユ の 條 件 の 下 に,ヱ(t)(t,<亡 くt2)の 任 憲 の 線 型 汎 函 数1(t,,t、)(X(・))ぱ

x④(A<ム)お'よ ぴx(A)(A>t2),従 っ て ま た そ れ 等 の 汎 函 数 と 独 五 で あ つ て

E{L(t、,t、)(X(う)le}1まX/t';1>,κ9η(ノ 劉 、…,充)の ユ 次 結 合 ぐ あ り,V{L(t,、t。)(X(・))1

ぐ}は こ れ ら に1ま 無 関 係 で あ る.

(産)鰭 は か つて鰍[2コ で,1ま 嘉
1エ(鍛 幽.2、 …、〃)が ノ'1町1)、x(1ゐ

(苑甥1、2プ・・、nt)を 有 え る と き、独 丘 とな る こと が,逐 次 の 自己 回帰 過 程 の場 合 か

ら極 隈移 行 に よ つ て導 か れ る と述 べ た が,そ れ は単 純 マ ル コ フ過程 の場 合 を除 い

て同違 い でみ る.い まわ れわ れ が 最 扱 っ て い、る確 率 過程 に 対 応 する高 紋過 程 ろ=

御 μ)(t。,Atla一 定)は 急4胸 縄 艦(Xtl8t独 髄 程)な る定勧 程

式 を 満 足 す、る も の で あ り,逆 にXi=x(t。+ノ ∠1t)が 任 憲 のtoに 欝 し て 逐 次 の 自 己

回髄 程 となるあ なX⑦ の7〈.Neクトラム密灘 勘 耀 揚(ごλソ1ヴ1為

(`λソ1ユとな る.る=ぼ(te+ノ ∠ぎ)が 任意 のdtに 対 しす べ て 逐次 自己回帰 過 程 と は

な り得 な い『 し か し[21で 導 い・た(3.9)の よ うな結 果には 同建 い・はない、.極 限移

行 をす る煎 後 で 逐次 自己 回帰 と い う仮 定 は便 って い ない か らで ある.

4.相 圏 函 数 の検 定 法

X〔t)が §iで 述 べた牲 賀 を も っ正 規 過程 の と さ,そ の相 図 函数(あ るい は コ

レロ グ ラ ム)P(τ)に 圏す る仮 説H[P{て)】 を検 定 す るこ とは,微 分 方程 式(1.5)、

(t6)お よ び 条 倖(1・4)に よ り,・ 。・a,・…:asな る 係 数 のbtt:eeす る 仮 説 の 檎 定

と周 等 であ る.こ の微 分 方程 式 に 図 す る限 り α滝零ユと しも一殿 牲 を 失わ な いか ら、

こ の とき は

*195S年5月 の数 学 会 で議 演



さ て 、(O、7)に お い て 標 本 函 数

があ え られ た と き、 これ に よ つて(4.i)を 検 定 す る方 法 と して2っ の五場 が あ る.

と し、 各 区 両(tbti"1)に おしけ る ヱ'(t)の 同 型 の 線 型 汎 函 数 を

と する と きヂ

(1)そ の矛 一の 方法 は,

rt-5え7:と き の ∠1
,"・,∠"の 独rtttr・ ・利 肌,(4.1)の 検 定 を 乙Lの 君 芸1),

.xij"'/tt+,)(ノ=1、2、 … 、A)に 対 す る 回 帰 係 数 に 図 す る 検 定 に 帰 着 さ せ る の で あ5.

こ の 場 合 の 母 回 帰 係 数 は ・

の2胴 あ るが こ將 は2ω ⑦b・ ら定 ま るも の で瀦 励 。、al,… 、a$,の 函 数 で

ある.従 って(4.5)に はE個 の傑 件 式 が存 在 す る筈 であ る.し か し検 定 が 実施 可

能 な だの には,そ れ が練 型 條件 式 に な るよ うに 汎 函数4を 選 ぶ 盛 要 が あ る.そ う

すれ ば(4.Dは 適 当な 煮個 の回帰 係 数 に図 する仮 説 〃[3i,3z,'"、 娠]と 同 等 に な

る.

(丑)そ の才 二 は,方 向 づ け られ 尤過程 を考 え,、條 件

は将 釆に だ け影 ■ する もの とする.す なわ ちCtな る條 件 の 下 で のLi(t・1、2、 …,

ノγ)を 別 々・な確 率空 同 で考 え,全 体 と して それSの 直 積確 率空 両 で 取扱 うの で あ

る・ これ は ら(ノくの が ∠`に 関係 しな い こ とに よ っ て許 される.こ の場 合に は,

(3・2)の ヱ即 の係 数 を ◇(t)と す る と き(4.5)に よ って航 ら編49=1、2、

…
,A)が 冊 回帰係 数 で,免4.1)は これ に関 す る仮 覗 と 同等 にな る.

実際 に使 わ れ そ うな 尚毫 な線 型 汎 函数 と しては



Q8)

な どが あ る.(1)の 方 法 に お'いては,こ の いずれ の 場 合 に も(4.5)の 係 数 の周 に

な る 関係 が あ る こと が(3.9)か ら証 明 さiれる.

tsお(4.6)の 場e1:1ま(5、 ⑨ の 分3に お い てi」)〈t-t')=P(」)(t,-t)=P(i)(dt/2)と

お い・I」£ の が4と な り,(4.7)`tこ 」iSLてlaij>(t-t,),pCt'(t.-t)が い ず れ も

P("1)(At)-P`ノ"i)(・)(ノ=・ にitLで は 倉 ⑦dτ)で 謎 力・え ら れ る.(4・7)職 に

筆 者 が 文 献 〔2〕 で 述 べ た も の で あ る.

検 定 を 輿 施 す る 手 順 は 正 規 回 帰 論 か ら 導 か れ る 次 の 定 理 に よ れ ば よ い.

定 理2。 線 型 汎 函 数 五 は 上 記(Ⅱ)の 場 合 に ぱ 任 意 で よ い が,(1)の 場 合 に は(4.8)

が 成 五 つ よ う な も の と し,∠h"∠(tk,th.i♪(」(〈 ・))(6ゐ刊=tk+∠t)fe=1,2〆 ー・,IVと す る,

ぱ 自由度(裁 ノY-S-1)のF分 布 に 従 う.

二の 方法 ぐ,〃 の選 び 方 と汎 函数 乙(特 に Ⅱ の場 合 に)の 選 び 方が 向題 であ る.

単純 マル コフ過 程 の場 合 は[2]で 少 し吟味 してあ る が,詳 細 は後 日 にゆ ずる.

5.予 報

現 在 を 時 周 の 原 点 に と り,←T,0)で 標 本 函 数Z(t)が 」5えSれ1と き,(A,

d+t)(A,t>o)に お け るx(t)の 線 型 汎 函 数 ∠。… ∠、,、h+t(x(う)を 予 報 す る 両 題 も

結 局 萬 散 的 時 周 径 数 の 場 合 に 帰 巷 さ せ ら れ る.す な わ ちtk=一 一A(4+t)、 ゐ&0戸,

…
,〃(ち ≧-T)と し,4k一 乙(亡、+舗 一1)(X(・)),晦 鍵'鞠 一 ・2f・{P-1)(ltr囲=

霧 ハ な)〃)と おき,(ape),(α 戸り 補 のように糠 し・ 毒 翻 回1吊係劒

最 尤 推 定値 と すれ ば,冑 散的 な場 合 の 公式 を その ま ゝ使 つ て,乙 。の確 率 的 予報 が'



導 かれ る、 これ に つい て は 文献[6]～ 【8】を参 照 きれ だい.

その確 率的 予報(形 式 的 に 分布 函数 の牲 質 を も っもの)がT→oo(〃 →oo)の と

き,x()o'tそt。)(カ=ち …,逐)を 与え た と きの∠。の條i件付 分布 函数(正 規 分布)に 確

率収 敗 す る ことは 容 暴に 示 され る.そ の條 件 付 正規 分 布 の 平 均値 と分散 は(3、7)～

(3.1e)と 全 く伺橡 に して導 か れ る.特 別 の場 合 と して κd(4>0)を 予報 す る場

合は 次 の よ うに な る.
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