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アガシ対サンプラス

アガシ対サングラス

岩本　誠一

　　　　　　　　　　　　　　　　概要

　本論文では、テニスを2項過程として考える。ゲーム、セットおよびマッチを制

する確率をそれぞれ直接法および再帰的方法で求める。両プレーヤーの戦力が均衡し

ているとき・1ゲームは平均して62ポイントで決着することになる・

1　はじめに

2002年全米オープンテニスの男子決勝はアガシ対サングラスになった。

若手台頭著しい昨今、ともに30歳代。サーブ・実力のサングラス（Pete　Sampras）、リター

ン・人気のアガシ（Andre　Agassi）。究極のライバル対決である・2002年9月8日・ニュー

ヨークはテロ1周年を迎えようとして、久しぶりの黄金カードで盛り上がっていた。4大

オープンでの両雄の決勝対決は1995年の全豪以来である。

　テニスは、確率論およびその応用として歴史的にもよく研究されてきたスポーツである

［1，4，6］。これはギャンブル（賭け）に次いでいる［5，11］・本論文では・テニスにおける

「1ゲーム」を「ポイント」の連取で考える。これはく2ポイント以上差の4ポイント先
取〉ルールである。野球の日本シリーズ、ワールドシリーズは〈4試合先勝〉ルールであ

る。「ゲーム」では〈2ポイント以上差の〉条件が日本シリーズ、ワールドシリーズと決

定的に異なる。シリーズは早ければ4戦で終わり、遅くとも7戦で済む。ゲームはデュー

スを繰り返す可能性がある。無限に！？

　本論文では、一方のプレーヤーが1ゲームを取るまでの確率、期待（平均）ポイント数な

どを（1）直接（確率を計算する）方法（direct　method）と（2）再帰的方法（recursive　method）

で求める［14］。直接法は個々の事象の確率を求めることに基づく初等的な方法である。再

帰的方法は最適化を伴わない動的計画法（dynamic　programming）である［2，7，13］。これ

はいわゆる埋め込み（imbedding）による。不変埋め込み（invariant　imbedding）とも言われ

ている［3，10］。以下では・二人のプレーヤーとして便宜上アガシとサングラスを想定して

いる。

　いま、プレヤーAとプレヤー一一　Bが毎回独立に試合をし、各試合でプレヤーAが勝つ確率

をpとし、プレヤー一　Bが勝つ確率をq←1－p）とする：

　　　　　P（A＝Win）＝p，　P（B＝＝Win）＝＝q　（OSpS1，　p十q＝＝1）．

両者で（m＋n）試合するとき、プレヤーAがm勝n敗になる確率をp（m，n）とすると、

　　　　　　　　　　　　　　P（M，n）　＝　．＋．C．pMq”
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である・ただし、m＋nOmは（m＋n）個からm個を選ぶ組み合せの数である：

　　　　　　　　　　　　　　　m＋・Cm　＝（m十nm！n！）！・

　以下では、この組み合せの数m＋n（隔を。（m，n）でも表す：

　　　　　　　　　　　　　　　c（m，n）　：＝　m＋nCm・

本論文では。（m，n）は、プレヤーAとBが（m＋n）試合したとき、プレヤー一・Aがm勝n

敗になる場合の数を表している。これはプレや画一　Aがn勝m敗になる場合の数でもある：

　　　　　　　　　　　　　　　c（m，n）　＝　c（n，m）．

組み合せの数。（m，n）を用いると、勝敗確率p（m，n）は次のように表される

P（M，n）　＝　c（m，　n）pMqn．

補題1．玉（i）どちらのプレヤーにとってもi勝ブ敗からm勝n敗（0≦i≦m，0≦
」≦n）になるまでの経路の総数は。（m一¢，η一のである。

（ii）プレヤーAがi勝ゴ粘したとき、彼がm勝n敗（0≦i≦m，0≦」≦n）になる確
率はP（m一乞，η一のである。

2　マッチ

　テニスで1試合（マッチ）が決着するまでを考えよう。いま仮にアガシとサングラスが

戦って、アガシがセットを取る確率を常にω（0＜ω〈1）とする。したがって、サング

ラスがセットを取る確率は萄（＝1一ω）である。両者は毎回独立にプレーを行うとする。

この試合に対し以下の質問に答えよう。

　1．アガシがマッチを制する（に勝つ〉確率を求めよ。

　2．サングラスがマッチを制する確率を求めよ。

　3．試合が決着するまでの平均（期待）セット数を求めよ。

　4．試合が決着するまでの経路を表す図を描け。

　いま、アガシとサングラスが（m＋n）セットをプレーしたとする。ただし、自然数m，n

の和はm＋n　・＝　1，2，3，4，5を動く。このとき、アガシ（A）がmセット取りnセット
失う確率をω（m，n）とすると、

　　　　　　　　　　　　　　W（m，n）　＝＝　c（m，　n）wMiln

である。

　本論文では、組み合せの数。（m，n）＝m＋nCmは、アガシ（A）とサングラス（S）が（m＋n）

セット（ゲーム、ポイント）プレーしたとき、アガシ（A）がmセット（ゲーム、ポイン

ト）取りnセット（ゲーム、ポイント）失う場合の数を表している。
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アガシ対サンプラス

アガシが制する確率 セット数 サングラスが制する確率

”（3，0）＝ω（2，0）。ω＝＝c（2，0）ω2を万。・ω

普i3，1）＝・ω（2，1）・ω＝＝c（2，1）ω2そ万1・ω

h（3，2）＝・ω（2，2）・ω＝＝c（2，2）ω2覆ア2・ω

3対0
R対1
R対2

u（0，3）＝ω（0，2）・マ万：＝c（0，2）ωoモ万2・刀ブ

ﾅ（1，3）＝ω（1，2）・至万＝・c（1，2）ω1そ万2・を万

普i2，3）：＝ω（2，2）・r霞ア＝c（2，2）ω2霞ア2・モ万

u〆1＝・［ω2そ万。十3ω2を万1十6ω2刀ブ2］・ω u5＝＝［ωoそ万2十3ω1をZア2十6ω2を万2］。互万

表1：マッチを制する確率

MATCH
Ais

（3，　O）

（3，　1）

　　（Xo，　Yo）

（o，　o）

O：　AGASSI　wins　match

e：　SAMPRAS　wins　match

（Xi，　Yi）

（X2，　Y2）

（O，　3）　e　（X3，　Y3）

（1，　3）　e　（X4，　Y，）

（3，2）　（2，3）一（Xs，Ys）

Xn：　Agassi’s　sets

Yn　：　Sampras’　sets

図1：マッチ
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　ここではマッチを制する確i率を組み合せの数。（m，n）およびセット確率ω（m，n）を用いて

表そう。c（m，n），ω（m，n）を用いると、3セット先取する確率v（3，　O），v（3，1），v（3，2），v（2，3），

v（1，3），v（0，3）およびマッチを制する確率VA，　Vsは各々表1で表される：

　このマッチが決まるまでの平均（期待）セット数eMは

　　　　　　eM　＝：3（w3十履ブ3）一←4・3（ω3互万十ωtブ3）十5・6（ω3至万2十ω2石ブ3）

　　　　　　　　　＝　3＋　9ze　＋　9zL2

　　　　　　　　　　　2　’2
になる。ただし、

　　　　　　　　　　　　　　　　　u＝2ωを万．

特に…（u一）1のとき・このマッチカ糖すまでの平均セット数は

　　　　　　　　　　・M　＝3＋1・＋1・・一41・125セット

である。すなわち、両者の戦力が均衡しているとき、5セットマッチの試合においては平

均して41セットで決まることになる。
　　　　8

3　ゲーム

　テニスで1【ゲーム】が決着するまでを考えよう。いま仮にアガシとサングラスが戦っ

て、アガシがポイントを取る確率を常にP（0くP＜1）とする。したがって、サングラス

がポイントを取る確率は戸（＝1－p）である。両者は毎回独立にプレーを行うとする。こ

のゲームにおいて関連する確率、期待値を求めよう。

3．1　ゲームを取る確率

アガシがゲームを取る確率 ゲーム数 サングラスがゲームを取る確率

g（4，0）＝＝p（3，0）・p＝c（3，0）p3po・p

〟i4，1）＝1）（3，1）・p＝＝c（3，1）p3戸1・p

〟i4，2）・＝＝p（3，2）・1）＝c（3，2）1）3歪ヲ2・22

4対0
S対1
S対2

g（0，4）＝p（0，3）・llヲ＝c（0，3）po戸3・1戸

X（1，4）＝P（1β）・戸＝c（1，3）P1戸3・戸

〟i2，4）＝p（2，3）・戸＝・c（2，3）p2箆3・戸

9気＝［P3ガ＋4P3ガ1＋10P3ガ2］・P g参＝レ）o戸3十4pll戸3十10p2戸31・1戸

表2：デュースにならないでゲームを取る確率

　まず・デュースにならないでアガシ、サングラスがゲームを取る確率をそれぞれ9気，露
とすると、

　　　　　　　　　　　　　　gk　：　p‘（1十4p一十lop－2）

　　　　　　　　　　　　　　gg　：p“（i＋4p＋iop2）
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アガシ対サングラス

　　3

4　a（4，0）

　　5

2

（3，　O）

4，　1）

6

n＝8

10

12

（4，　2）

（5，　3）

（6，　4）

（7，　5）

　　GAME
　　　　　　　　　　O：　AGASSI　wins　game

n＝OA（Xo，Yo）　e：SAMPRAS　wins　game

　　（O，　O）X　一r：　Deuce
　　　　　　　　（Xi，　Yi）

　　　　　　　　　　　　（X2，　Y2）

　　　　　　　　　　　　　　　（X3，　Y3）

　　　　　　　　　　　　　　　（O，　4）e　（X4，　Y4）

　　　　　　　　　　　　（1，　4）e　（Xs，　Ys）

　　　　　　　　（2，　4）e　（X6，　Y6）

　　（3，　3）

　　　　　　　　　　　　　　　Xn　：　Agassi’s　points
　　　　　　　　（X7，　Y7）

　　　　　　　　　　　　　　　Yn　：　Sampras’　points

　　　　　　　　　　　　（Xs，　Ys）

　　　　　　　　（Xg，　Yg）

　　　　　　　　　　　（Xio，　Yio）

　　　　　　　　Xii，　Yn）

　　　　　　　　　　　（Xi2，　Yi　2）

　　　図2：ゲーム
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である（表2）。デュースにならないでゲームが決着する確率g6は

　　　　　　　　　ノ　　　　　　ノ　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　　　　　　　　9G＝＝9A十9s

　　　　　　　　　　　＝　（P4十llヲ4）→一4（P4戸一←P西4）十10（1ρ41戸2十P2p．4）

になる。

　さて、デュースになる場合を考えよう。デュースになる確率9Dは両者ともに3ポイン
トになる確率だから、

　　　　　　　　　　　　9D＝P（3，3）＝・c（3，3）P3戸3＝20P3P3

である。このとき、

　　　　　　　　　　　　　　　　　gU＋9D　・1

になる。

　デュースにならないでアガシがゲームを取るまでの平均（期待）ポイント数e気は

　　　　　　　　　　　　e気：＝4・p4一十一5・4p4p一十6・10p4戸2

　　　　　　　　　　　　　　＝　p4（4十20p一十601戸2）

である。また、デュースにならないでサングラスがゲームを取るまでの平均（期待）ポイ

ント数e9は

　　　　　　　　　　　　　　e急　＝　戸4（4十20p十60p2）．

したがって、デュースにならないでゲームが決着するまでの平均（期待）ポイント数略

は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　eo＝eA＋e5
　　　　　　　　　　：＝　4（p4十p4）十20（p4戸十ppT＝4）十60（p4戸2十p2pT「4）

になる。

補題3．1剛く1のとき、次が成り立つ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　野「占

　　　　　　　　　　　　　　　　　　れニ　

　　　　　　　　　　　　　　　薯（n＋・）〆「1≒・　　（1）

　　　　　　　　　　　　書（n＋・）（n＋2）rn一（1；が
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　　　　　　　　　　　　　　　　アガシ対サングラス

3．2　条件つき

　次に、デュースになるという条件の下で考える。以下では、2ポイントのうち1ポイン

トを取る（1ポイントを失う）確率を

　　　　　　　　　　　　　　　　r　：＝P（1，1）　＝　2pP

とする。また、2ポイント連取する確率は

　　　　　　　　　　　　　　　　　P2＝＝P（2，0）

である。

　この条件の下でアガシがゲームを取る確率9AIDは

　　　　　　　　　　9AIDニP2＋rp2＋r2P2＋…＋・πP2＋…

　　　　　　　　　　　　　＝P2｛1＋r＋r2　＋…＋rn＋…｝

　　　　　　　　　　　　　　　P2

　　　　　　　　　　　　　　1－r

である。同様に、デュースになるという条件の下でサングラスがゲームを取る確率9SID

は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　戸2
　　　　　　　　　　　　　　　　9s1D＝T＝F・

したがって、

　　　　　　　　　　　　　　　　P2＋P2＝1－T

より、デュースになるという条件の下でゲームが決着する確率9qDは

　　　　　　　　　　　　　　901D＝9AP＋9SID＝1

である。

　さらに、デュースになるという条件下でアガシがゲームを取るまでの平均（期待）ポイ

ント数eAIDは

　　　　　　　　・AID＝・　8P2＋10・p2＋12r2P2＋…＋（8＋2n）r”p2　＋…

　　　　　　　　　　＝　p2｛8→一10r十12r2十・。・十（8→一2n）rn十。・・｝

である。最後の｛｝内は（1）より

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　暑（8＋2n）r”一＝（1≡舞・

したがって、デュースの下でアガシがゲームを取るまでの平均ポイント数は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8－6T
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　eAID＝P（1－T）・
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になる。同様にして、デュースの下でサングラスがゲームを取るまでの平均ポイント数

e5Pは

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8－6r
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　eSID＝P（1－r）2●

デュースになったとき、ゲームが決着するまでの平均ポイント数eqDは

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8－6r
　　　　　　　　　　　　　eGID＝e川p十　eSID＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1一γ

になる。特に、p　・1／2（r＝1／2）のとき、すなわち両者互角のとき、デュースになった

とい条件の下で、ゲームが決着するまでの平均ポイント数は

　　　　　　　　　　　　　　eqD＝＝10ポイント

になる。さらに、互角のときデュースからゲームが決着するまでの平均ポイント数は、

デュースになるまでのポイント数3＋3＝6を引いて

　　　　　　　　　　　　eqD　一6＝10－6＝4ポイント

になる。

3．3　条件なし

　最後に、条件なしの場合を考えよう。デュースになってアガシがゲームを取る確率9DA

は

　　　　　　　　　　　　9DA　・　gD・gAID　＝＝　2・P・P・岳

である。同様に、デュースになってサングラスがゲームを取る確率9DSは

　　　　　　　　　　　　9DS－9D・9・ID－2・P・P・1彗r

になる。

　　　　　　　　　　　　　　　　P2＋戸2＝1－r

より、

　　　　　　　　　　　　　　　9D、4十9D5＝・9D

である。したがって、アガシがゲームを取る確率9Aおよびサングラスがゲームを取る

確率9sはそれぞれ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9A＝9A十9DA，　　9s＝9s十9DS

になる。両者がゲームを取る確率の和は1である：

　　　　　　　　　　　　　　　　9、4十95＝1．
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　　　　　　　　　　　　　　　　アガシ対サングラス

すなわち、デュースとアドバンテージを無限に繰り返す確率は0である。この「ゲーム」

は確実に有限回で決着が決まる。

　実際、アガシがゲームを取る確率は

　　　　　　　　　　　9A－P・（1十　4p一　十　10p－2）＋2・p・P・岳

になる。同じく、サングラスがゲームを取る確率は

　　　　　　　　　　　9・　・P4（1＋4P＋1・P・）嚇・岳

である。

　次に、ゲームが決着するまでのポイント数の平均値（期待値）を求めよう。アガシが

ゲームを取るまでの平均（期待）ポイント数eAは

　　　　　　　　　　　　　　ノ　　　　　　　　　　eA＝eA＋9D．e41D
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8－6r　　　　　　　　　　　　＝p4（4十20ρ十60戸2）十20p5p3
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1－r）2

になる。同様にして、サングラスがゲームを取るまでの平均ポイント数esは

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　es＝es＋9D・eSID
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8－6r　　　　　　　　　　　　＝＝　p．「4（4十20p十60p2）十20p3p5
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1－r）2

で与えられる。したがって、ゲームが決着するまでの平均（期待）ポイント数eGは

　　　　　eσ　＝：　eA十e8

　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　eσ十9D・eAIG

　　　　　　　＝　4（p4十p4）十20（p4p一十pp4）十60（p4ρ2十p2p4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8－6r　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋20（P5デ＋P3P5）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1　一一　r）2

で与えられる。r　＝＝　2pp一で表すと、

　　　　　　　　　　　，G　＝＝　4＋2，＋2，・一、5，・＋5，・4　““　3「

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1－r
　　　　　　　　　　　　　＝　一1一．3，．．．一　3r・＋⊥

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1－r

になる。特に、p＝1／2（γ＝1／2）のとき、すなわち両者互角のとき、ゲームが決着する

までの平均ポイント数は

　　　　　　　　　　　　　　・G－61　・・　6・75ポイント　　　（2）

になる。

　まとめると、本節では以下の設問に解答したことになる。
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1、デュースになる確率を求めよ。

2．デュースにならないで、（しかも）アガシがゲームを取る確率を求めよ。

3．デュースにならないで、サングラスがゲームを取る確率を求めよ。

4．アガシがゲームを取る確率を求めよ。

5．サングラスがゲームを取る確率を求めよ。

6．ゲームが無限に続く確率を求めよ。

7．アガシがゲームを取るまでの平均（期待）ポイント数を求めよ。

8．サングラスがゲームを取るまでの平均（期待）ポイント数を求めよ。

9．ゲームが決着するまでの平均（期待）ポイント数を求めよ。

10．デュースになるとき（という条件の下で）、アガシがゲームを取る確率を求めよ。

11．デュースになるとき、サングラスがゲームを取る確率を求めよ。

12．デュースになるとき、ゲームが決着す確率を求めよ。

13．デュースになるとき、アガシがゲームを取るまでの平均（期待〉ポイント数を求めよ。

14．デュースになるとき、サングラスがゲームを取るまでの平均（期待）ポイント数を求

　めよ。

15．デュースになるとき、ゲームが決着するまでの平均（期待）ポイント数を求めよ。

16．ゲームが決着するまでの経路を表す図を描け。

4　マル：：9フモデル

　この節では、前節のアガシとサングラスによる1ゲームを停止（させられた）二項過程

（stopPed　Binomial　process）から構成されるマルコフ連鎖として表し・条件付き確率・条

件つき期待値、確率、期待値などの量を状態変数で表す。

4．1　マルコフ連鎖

　さて、両者が全体でnポイントを戦ったとき、アガシが取ったポイント数をXnとし、

サングラスのポイント数をYnとしよう。このとき、常に和はnである：

　　　　　　　　　　　　　Xn＋Yn：n　n：O，1，，．．　（3）

両者のポイント数の対から成る列｛（Xn，Yn）｝即は状態空間｛5η搾上のマルコフ連鎖であ

る。ただし、

　　　　　　so　一　｛（o，o）｝

　　　　Si　＝＝　｛（1，0），　（O，1）｝

　　　S2　一　｛（2，0），　（1，1），　（O，2）｝

　S3　＝｛（3，0），　（2，1），　（1，2），　（O，3）｝

S4　＝｛（4，0），　（3，1），　（2，2），　（1，3），　（O，4）｝

　Ss　：｛（4，1），　（3，2），　（2，3），　（1，4）｝

　　　S6　＝＝　｛（4，2），　（3，3），　（2，4）｝

　　　　S7　一｛（4，3），　（3，4）｝

（4）
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　　　　Ss　＝｛（5，3），　（4，4），　（3，5）｝

　　　　　　Sg　一｛（5，4），　（4，5）｝

　　　　Sio　＝　｛（6，　4），　（5，5），　（4，6）｝

　　　　　　Sn　＝　｛（6，5），　（5，6）｝

　　　　Si2　＝　｛（7，　5），　（6，　6），　（5，　7）｝

　　　　　　Si3　＝　｛（7，　6），　（6，　7）｝

　　　S2n＋i　＝＝　｛（n　十　1，　n），　（n，n十　1）｝

S2n＋2　＝＝　｛（n十2，n），　（n十1，n十1），　（n，　n十2）｝

この推移確率法則p＝｛Pn（k，lli，の｝は次になる。

（1）（i，のでゲームが決着しないとき、

p．（k，lli，　2’）　＝　（　i
if　k　＝i十1，　1　＝＝j

if　k＝i，　1＝　2’　十1

0therwise．

n　＝　O，　1，．．．．

（2）（i，のでゲームが決着するとき、

P・　（k，　lli，ゴ）一 o1畿路認＝ゴ n　＝　O，　1，．．．．

　したがって、常和性（3）を考慮すると、アガシだけのポイント数列｛Xn｝8。は状態空間

｛SA｝8。上のマルコフ連鎖である。ただし、

　　S6　＝＝　｛O｝

　　Sl　＝＝　｛1，　O｝

　S5　＝｛2，　1，　O｝

S5　＝　｛3，　2，　1，　O｝

S4　＝｛4，　3，　2，　1，　O｝

Sg　＝＝　｛4，　3，　2，　1｝

　S6　＝　｛4，　3，　2｝

　　Sる＝｛4，3｝

　Sg＝　｛5，　4，　3｝

　　S6　＝｛5，　4｝

　S｛，　＝：｛6，　5，　4｝

　　S｛，　＝　｛6，　5｝

　S｛，　＝｛7，　6，　5｝
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　　　　　　Sl，　＝＝　｛7，　6｝

　　　　SS．＋i　＝＝　｛n　十　1，　n｝

　　　SSn＋2二｛γL十2，γL十1，　n｝

このときの推移確率p＝｛Pn（jii）｝は次になる。

（1）iでゲームが決着しないとき、

酬一
o1

（2）iでゲームが決着するとき、

ifブ＝乞＋1

ifゴ＝¢

otherwise．

酬一

n　＝＝　O，　1，・…

n　＝　O，　1，．

　同様に、サングラスのポイント数列｛Yn｝80も｛SA｝8。上のマルコフ連鎖になる・三つ

の連鎖から定まる直積空間上の確率測度をそれぞれP（・），pa（・），　PS（・）とすると、次の同

値性が成り立つ：

補題4．Zn　・i＋」のとき、

　　　　　　　　P（（Xn，　Yn）＝（乞，ゴ））＝pa（Xn＝i）＝：ps（Yn＝」）．

　さて、全状態空間を導入して、いくつかに分割しよう。まず、和集合

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　s・・　u　s．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＝＝O

を全状態空間という。

　　　　　　　　　　　　　樗・＝｛（4，0），（4，1），（4，2）｝

　　　　　　　　Al・ニ｛（5，3），（6，4），（7，5），…，（n＋2，n），…｝

　　　　　　　　　　　　　　　　A，・＝　A？　U　A9

　　　　　　　　　　　　　3罫：＝＝｛（0，4），　（1，4），　（2，4）｝

　　　　　　　　3多・＝｛（3，5），（4，6），（5，7），…，（n，・n＋2），…｝

　　　　　　　　　　　　　　　　Sp：＝：5βu8多

　　　　　　　　　　　　Tn：＝A？u3η，　Td：＝Ad　u　3d
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ジ　　　　　　　　リ　　　ア　　　　　　　　　　　　　　　　9
　　　　　　　　　　　　　　　　T：＝Ag　u　Sp

　　　　　　　　　　　　　　　　O：＝5－T．
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AUはデュースにならないでアガシがゲームが取る状態の集合を、蟹はデュースになっ

てアガシがゲームが取る状態の集合を、Agはアガシがゲームが取る状態の集合をそれぞ

れ表している。理，鍔，S，はサングラスについてである。　Tnはデュースにならないで

ゲームが決着した（terminate）状態の集合である。　Tdはデュースになってゲームが決着

した状態集合である。Tはゲームが決着した状態の集合である。　Tをマルコフ連鎖の吸

収壁という。この吸収壁はアガシ側の吸収壁Agとサングラス側の吸収壁Spから構成さ

れている。連鎖の状態がいったん吸収壁に入れば、永久にその状態にとどまる。入った

吸収壁の側のプレーヤーがゲームを取って、ゲームは決着する。0はまだゲームが続く

（continue）状態の集合である。つまり、状態空間は次のように細分割された：

　　　　　　　　　　　　　　　　　S　＝CuT

　　　　　　　　　　　　　　　　T　＝：　Tn　u　Td

　　　　　　　　　　　　　　　　T　＝＝　AgUSp

　　　　　　　　　　　　A，＝砥uオ多，s，＝3罫u3吾・

　さて、このゲームが始まって終わるまでの経過の全体を考えよう。ここでは、始まりか

ら決着までを経路（パスpath）という。たとえば、アガシが2ポイント先取して、その

後サングラスが4ポイント連取したとする。この経路ω1は

　　　　　　　　　wi　＝　（O，　O），　（1，　O），　（2，　O），　（2，　1），　（2，　2），　（2，　3），　（2，　4）　’　（5）

で表される。この経路の長さは6である。またアガシから始めて両者が交互にポイント

を取り合ったとすると、その経路ω2は

　　　w2　＝　（O，O），（1，0），（1，1），（2，1），（2，2），（3，2），（3，3），（4，3），（4，4），（5，4），

　　　　　　　　　　　　　　　　．，　（n　十　1，　n），　（n　十　1，　n　十　1），　（n　十　2，　n　十　1），．

になる。この経路の長さは無限Ooである。

　一般に、任意の実現可能な経路ωは、有限の長さの経路

　　　ω1＝（0，0），（i、，ゴ、），（i2，ゴ2），＿，（il．1，ブ，一1），（it，ゴの

　　　　　　　　　　　　；　（Zk，2k）∈Sk∩0　1≦k≦1－1，　（乞1，ゴz）∈Sl∩T

か、または無限の長さの経路

ω2＝（0，0），（il，ゴ1），（i2，ゴ2），＿，（il一、，ゴz．1），（il，ゴの，．

　　　　　　　　　　　，　（Zk，2k）∈Sk∩0　 1≦k＜oo

（6）

（7）

（8）

のいずれかで表される。ただし、式（7），（8）における、前の状態から次の状態への推移に

は、後の状態のどちらかが1ポイント増える：

　　　　　　　　　（Zk十1，jk十1）＝（毎＋1，ゴた）または（妬振＋1）．

ゲーム開始から実現可能な経路の全体をΩとする：

Ω：＝｛ωiωは実現可能な経路｝
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実現可能な経路空間Ωは状態の直積空間

　　　　　　　　　　　　　　　SoXSIX’”XS．×’”

に埋め込まれる（embedded）・すなわち、前者は後者のある部分集合と自然な型で同一視

される。以下では、冗長性を省いて、直積空間ではなく、実現可能な経路空間Ωを対象
に考える。

　さて、任意の実現可能な経路ω∈Ωに対して、τ（ω）をゲームが決着する集合T　＝．AgUSp

に到着する最少の全ポイント数（両者のポイント数の和）とする：

　　　　　　　　　　　7（cu）　＝：　inf｛n　1｝1　O：　（X．，　Y．）　E　T｝・

ただし、Tに入るnが存在しないとき、ア（ω）＝・○○とする。したがって、（7），（8）のω1，ω2

に対しては
　　　　　　　　　　　　　T（cv）＝：（（，．　1．i‘，．Ui－ii‘，V，，i

になる。

　いま仮に、アガシが2ポイント先取して、その後サングラスが4ポイント連取したとし

よう。すなわち、式（5）の経路ω1が起こったとする。このとき、ポイント対は

　　（Xo（CUi），Yo（cvi））　＝　（O，　O），　（Xi（cui），Yi（cvi））　：（1，0），　．．．，　（X6（wi），Y6（cvi））　＝　（2，4）

であり、全ポイント数は

　　　　　　　　　　　　　　　　　T（cvi）　＝：　6

である。したがって、

　　　　　　　（X．（．，〉（cVD，Y．（．，）（cvi））　＝＝　（X6（Lvi），　Y6（cui））　＝：　（2，4）　E　S，

になる。このようなとき以後、左辺のT（ω1）のω1を1つ省いて簡単に

　　　　　　　　　　　　　　　（X．　（Cdl），　YT　（CVI））

で表す。また、アガシから始めて両者が交互にポイントを取り合ったとしよう。すなわち、

式（6）の経路ω2が起こったとする。このとき、ポイント対は

　（Xo（W2），Yo（CV2））　＝　（O，　O），　（Xi（W2），Yi（W2））　＝＝　（1，0），　．．．，　（X6（w2），Y6（w2））　：（3，3），

　・・，　（X2n＋i（W2），Y2n＋i（W2））　＝　（n　＋　1，n），　（X2n＋2（tu2），Y2n＋2（w2））　＝＝　（n　＋　1，n　＋　1），．．．

であり、全ポイント数は

　　　　　　　　　　　　　　　　　T（C」2）　＝　OO

である。この経路の長さは無限○○である。このとき、

　　　　　　　　　　　　　（XT（W2），YT（LL）2））　＝＝　（OO，　OO）

になる。

　以上によって、マルコフ連鎖｛（Xn，Yn）｝80上に確率変数

　　　　　　　　　　　T＝＝T（CV），　（XT，Yr）＝＝（Xr（CV），YE（CU））

が定義された。
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4．2　確率と期待値

　一般に、（X。（ω），Y．（ω））はゲームが決まったときの経路ωに対するアガシのポイント

数とサングラスのポイント数の対を表している。このときωを省略して、確率変数とし
て（X。，IY．）で表す。常和性（3）より、

　　　　　　　　　　　　　　　　　X。＋Yr＝丁

である。この対はTの値をとる：

　　　　　　　　　　　　　　　　（X．，Y．）：S’2　一　T．

いま、ゲームの決着状態集合T上に賞金関数e：T→Riが任意に与えられたとしよう。
このとき、確率変数
　　　　　　　　　　　　　　　e（X．，Y．）：st　一一一〉　Ri

はゲームの決着による賞金を表している。e（X。，Y，）をゲームの賞金という。この期待値

　　　　　　　　　　　　　　　　E（o，o）［e（Xr，Y7）］

を期待賞金という。これに対応する確率測度を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　P（o，o）（’）

で表す。

　一般に、

　　　　　　　　　　　　　　　　E（i，」’）［e（XT，Yr）］

はマルコフ連鎖｛（Xn，Yn）｝上での条件付き期待値である：

　　　　　　　　E（t，3）［e（Xτ，耳）］＝珂e（XT，耳）1（X乞＋ゴ，｝i＋ゴ）＝（乞，ゴ）］・

これに対応する条件付き確率測度は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　P（i，」）（’）

で表す。

　まず、条件つきの場合を考えよう。デュースになる確率g1）は

　　　　　　　　　　　　　9D　＝　P（o，o）（（X6，Y6）　＝　（3，　3））

で表される。

　デュースにならないでアガシがゲームを取る確率g気は、

　　　　　　　　　　　　　AZ　一　｛（4，　O），　（4，　i），　（4，　2）｝

を用いて

　　　　　　　　　　　　　　gA　＝　P（o，o）（（X．，Y．）　E　AZ）
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で表される・同じく・デュースにならないでサングラスがゲームを取る確率蕗は、『

　　　　　　　　　　　　　　S，n　一　｛（O，4），　（i，4），　（2，4）｝

だから

　　　　　　　　　　　　　　92i　：　P（o，o）（（XT，Y．）　E　S，”）

で表される。

　デュースになるという条件の下では、アガシがゲームを取る確率g刈かサングラスが

ゲームを取る確率9SID，およびゲームが決着する確率gqDはそれぞれ

　　　　　　　　　　　　　gAID　＝　P（3，3）（（XT，IYr）　E　A，）

　　　　　　　　　　　　　gslD　＝＝　P（3，3）（（X．，Y．）　El　S，）

　　　　　　　　　　　　　gGID　＝　一P（3，3）（（Xr，Y．）　E　T）

で表される。

　デュースになる条件下でアガシがゲームを取るまでの平均（期待）ポイント数eAIDは

　　　　　　　　　　　　　eAID　＝　E（3，3）［T’1｛（XT，Yr）EAg｝］

で表される。ただし、1xは集合Xの特性関数である：

　　　　　　　　　　　　　1x（x）一｛1無益

この条件下では、サングラスがゲームを取るまでの平均（期待）ポイント数e5p、ゲー

ムが決着するまでの平均（期待）ポイント数eqDはそれぞれ

　　　　　　　　　　　　　eAID　＝：　E（3，3）［7’1｛（Xr，Yr）ESp｝］

　　　　　　　　　　　　　eGp　＝：　E（3，3）［T］

で表される。

　次に、条件なしを考えよう。デュースになってアガシ（サングラス）がゲームを取る確

率9PA（9DS）は

　　　　　　　　　gDA　＝＝　P（o，o）（（X6，Y6）＝：（3，3），　（X．，Y．）　（E　Ag）

　　　　　　　　　9Ds　＝：　P（op）（（X6，Y6）　＝　（3，3），　（Xr，Yr）　e　Sp）

である。さらに、アガシ、サングラスがゲームを取る確率9A，9sはそれぞれ

　　　　　　　gA＝P（o，o）（（XT　7　YT）（E　Ag），　gs一一P（o，o）（（Xr，Y7）（1　Sp）

で表される。アガシ（サングラス）がゲームを取るまでの平均（期待）ポイント数eA（es）

は

　　　　　　　　　　　　　eA　”＝　E（o，o）［T’1｛（xr，Yr）EAg｝］

　　　　　　　　　　　　　es　：　E（e，o）［T’1｛（x．，y．）Esp｝］
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で表される。したがって、この1ゲームが決着するまでの平均．（期待〉ポイント数eGは

　　　　　　　　　　　　　　　　　eG　＝：　E（o，o）［T］

である。

以上をまとめて2種類の記法を対照して表すと、次のようになる。

　　　　P（，，，）（（X．，Y．）　E　T）　＝＝　P（，，，）（（X．，Y．）　E　A，）＋　P（o，o）（（X．，Y．）　E　S，）

　　　　　　　　　　　　　　　9G　＝　gA十gs　：1

P（・，・）（（X・，Y・）∈Tり＝P（・，・）（（X・，yDd窒）＋P（・，・）（（X。，Y．）∈鍔）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　　　　　　　　　　　　9σ＝9A十93

P（o，o）（（X6，Y6）　＝　（3，3），　（XT，YT）　E　Ag）　＝＝　P（o，o）（（X6，Y6）　＝　（3，3））P（3，3）（（Xr，YT）　E　Ag）

　　　　　　　　　　　　　　　　9DA　＝　9DgAID

　　　　P（3，3）（（Xr，Y7）　（｛1　T）　＝　P（3，3）（（XT，YT）　E　Ag）＋　P（3，3）（（Xr，YT）　E　Sp）

　　　　　　　　　　　　　　　9GID　＝＝　gAID　十　gSID

P（o，o）（　（X6，　Y6）　＝＝　（3，　3）　）

＝　P（o，o）（　（X6，　Y6）　＝　（3，　3），　（XT，YT）　E　Ag）＋　P（o，o）（（X6，　Y6）　＝　（3，　3），　（XT，　YT）　E　Sp）

　　　　　　　　　　　　　　　gD　＝　9DA十gDS

P（O・O）（（XT，YT）　E　Ag）　＝　P（o，o）（（X7，YT）　E　AZ）＋　P（o，o）（（Xr，YT）　E　Agd）

　　　　　　　　　　　　gA　＝　gk　十　gDA

E（・，・）同二E（・，・）［丁・1｛（x。，Yr）、A，｝］＋E（・，・）レ・1｛（x。，Yr），s。｝］

　　　　　　　　　　eG　＝　eA十es

　　　E（3，3）［T］＝E（3，3）［丁・1｛（x。，Yr）、A，｝］＋E（3，・）［ア・1｛（x。，Yr）∈5。｝］

　　　　　　　　　　　　eGID　：eAID＋eSID

E（o，o）［T’1｛（xT，YT）EAg｝］　＝　E（o，o）［T’1｛（Xr，Yr）EA，n｝］　＋　E（O，O）［T’1｛（Xr，Yr）EAg｝］

　　　　　　　　　　　　eA　＝　e’A　＋　gDeAID

　　　E（o，o）［7］　＝＝　E（o，o）［T’1｛（xr，Yr）ET”｝］　＋　E（O，O）［7’1｛（Xr，Yr）ETd｝］

　　　　　　　　　　　　eG　：e’G＋gDeGID

5　埋め込み

　この節では、第3節で求めた条件付き確率、条件つき期待値を不変埋め込みによる方法

（invariant　imbedding　method）で求める。2点境界値を条件とする2階線形差分方程式を

導いて、これを解いて求める値が得られる。
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5。1　条件付き確率

　まず、デュースになるという条件の下でアガシとサングラスがそれぞれゲー一一ムを取る確

率を考えよう。この条件の下ではアガシがゲームを取る確率は

　　　　　　　　　　　　　gAID　＝　P（3，3）（（XT，Yr）　（1　Ag）

で表された。また、この条件下でサングラスがゲームを取る確率は

　　　　　　　　　　　　　9sp　＝　P（3，3）（（XT，Yr）　（1　Sp）

で表される。この2つの条件付き確率を求める問題を、5点集合

　　　　　　　　　　　D　：一　｛（5，　3），　（4，　3），　（3，　3），　（3，　4），　（3，　5）｝

をパラメータ集合とする2つの問題群

　　　　　　　　　　α（i，ゴ）＝＝P（i，」）（（x。，Y。）∈Ag）（i，ゴ）∈D

　　　　　　　　　　s（i，の＝馬）（（x。，Y．）∈Sp）（乞，ブ）∈D

にそれぞれ埋め込む。このとき、求める9AID，9SiDはそれぞれ

　　　　　　　　　　　　　9AI、［）＝α（3，3），　　9SID＝＝s（3，3）

になる。

　まず、問題群（9）に対する再帰式は

　　　　　　　　　　　　　α（3，3）＝p・α（4，3）十p・a（3，4）

　　　　　　α（4，3）＝：p・α（5，3）十葦ヲ・α（4，4）　　α（3，4）＝p・α（4，4）十戸・α（3，5）

　　　α（5，3）＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α（3，5）＝0

になる。マルコフ連鎖の定常性とシステムの不変性に注意すると、

　　　　　　　　　　　　　　　　α（4，4）＝＝α（3，3）

が成り立つ。したがって、変数を1変数化して

　　　α（5，3）＝　x（5），a（4，3）＝x（4），α（3，3）　＝コσ（3），α（3，4）＝x（2），α（3，5）＝＝x（1）

に置き換えると、式（10）は

　　　　　　　　　　　　　　x（3）＝＝p・x（4）十戸・x（2）

　　　　　　　　x（4）＝・＝p・x（5）十llヲ・x（3）　　x（2）＝p・x（3）十戸・x（1）

　　　　　　x（5）＝＝l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x（1）＝0

になる。これは2点境界条件をもつ2階線形差分方程式である。これを解くと、

　　　　　　　　　　　　　　　　　x（3）「誓

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x（4）一公＋P・凸x（2）一P・1響r．，

　　　　　　x（5）；＝l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x（1）ニ0
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になる。すなわち、デュースになるという条件の下でアガシがゲームを取る確率9川D＝
α（3，3）＝x（5）　｝ま

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p2
　　　　　　　　　　　　　　　　gAID　＝　一1　．　r

になる。

　他方、デュースになる条件の下でサングラスがゲームを取る確率9SIDに対しては2点

境界値条件下での2階線形差分方程式

　　　　　　　　　　　　　s（3，　3）　＝　p・s（4，　3）　十　p一・s（3，　4）

　　　　　　s（4，3）＝p・s（5，3）十p一・s（4，4）　s（3，4）＝p・a（4，4）十pd・s（3，5）

　　　s（5，　3）　＝O　s（3，　5）　＝1
が得られる。これを解くと、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p一一’2
　　　　　　　　　　　　　　　　s（3，　3）　＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1－r
　　　　　　　　　s（4，3）＝＝p’一．2，　s（3，4）＝p’i－1？lll－i，＋p－

　　　　　s（5，　3）　＝＝O　s（3，　5）　＝：1

になる・したがって・求める9SID　・＝　S（3，3）は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　戸2
　　　　　　　　　　　　　　　　9S　I　D　＝　i一：一一Fr

になる。

　さて、全体として6ポイントになるまでの状態の集合

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（o，　o）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1，0），　（O，1）

　　　　　　　　　　　　　　　　（2，0），　（1，1），　（O，2）

　　　　　　　　　N：一　（3，0），（2，1），（2，1），（O，3）

　　　　　　　　　　　　　（4，0），　（3，1），　（2，2），　（1，3），　（O，4）

　　　　　　　　　　　　　　（4，1），　（3，2），　（2，3），　（1，4）

　　　　　　　　　　　　　　　　（4，2），　（3，3），　（2，4）

は、（3，3）を除けば、デュースにならない状態集合である。さて、集合Nを2つに分割

しよう：

　　　　　　　　　　　　　　　　N　＝＝　C’uT’．
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ただし

　　　　　　　　（o，　o）

　　　　　　（1，0），　（O，1）

　　　　　（2，0），　（1，1），　（O，2）

C’：＝　（3，0），　（2，1），　（2，1），　（O，3）

　　　　　（3，1），　（2，2），　（1，3）

　　　　　　（3，2），　（2，3）

　　　　　　　T’　：一　｛（4，0），　（4，1），　（4，2），　（3，3），　（2，4），　（1，4），　（O，4）｝．

0’はデュースにならないで、ゲームが決着しない状態の集合で、あり、T’の（3，3）以外

はデュースにならないで、ゲームが決着する状態である。

　次に、デュースにならないで、両者がそれぞれゲームを取る確率を求めよう。以下、ア
ガシカ㍉ポイント取り、サングラスがブポイント取った状態を（乞，ので表し、（i，　」）は集

合N上で考える。状態を（i，のが起こる条件の下で、アガシがゲームを取る確率をα（i，」）

で表す：

　　　　　　　　　　a（i，2’）＝P（i，3’）（（X7，Yr）EAg）　（i，2’）EN

これを（i，のからアガシがゲームを取る確率と言おう。同様に、（i，」）からサンプラスシ

がゲームを取る確率は

s（i，ゴ）＝・　R（i，ゴ）（（x。，　Y．）∈Sp）　（i，ゴ）∈N

で定義される。
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定理5．1アガシがゲームを取る確率9A’＝　P（o，o）（（X。，耳）∈Ab）はα（0，0）で与えられる：

　　　　　　　　　　　　　　　　gA　＝　a（o，　o）．

ただし、α（0，0）は以下の再帰式を後ろ向きに解いた最後の値である：’

　　　　　　　　α（z，フ）＝P・α（乞十1，ブ）十9・α（i，ブ十1）　　（i，ゴ）∈0’

　　　　　a（4，2’）＝1　」’一一一〇，1，2；　a（3，3）　＝gAID；　a（i，4）＝＝O　i＝O，1，2．

ここに9AIDはデュースになったとき、アガシがゲームを取る確率である：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p2
　　　　　　　　　　　　　　　　卿＝1＿ゲ

　　　　　　　　　　　　p4（1　十　4p　十　10p2）　十　20p3q3r．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll
　　　　　　　　　　　　　　　　　a（o，　o）

　　　　　　p3（1十3q十6q2）十10p2q3r．　p4（1十4q）十10p3q2T．

　　　　　　　　　　　　H　11
　　　　　　　　　　　a（1，　O）　a（O，　1）

　　　p2（1十2q十3q2）十4pq3r．　p3（1十3q）十6p2q2r．　p‘十4p3qr．）

　　　　　　　a（2，　O）　a（1，　1）　a（O，　2）

　p（1十q十q2）十q3r．　p2（1十2q）十3pq2r．　p3十3p2qr．　p3rd

　　　　a（3，0）　a（2，1）　a（1，2）　a（O，3）

　　　｝i　p（i＋qR＋q2ra　p2＋t？pqrg　plra　P／

　　a（4，0）　a（3，1）　a（2，2）　a（1，3）　a（O，4）

　　　　　　　　　1　p十qra　pra　O
　　　　　　　　　ll　ll　ll　II
　　　　　　　a（4，1）　a（3，2）　a（2，3）　a（1，4）

　　　　　　　　　　　　1　ra　0
　　　　　　　　　　　　11　ll　il
　　　　　　　　　　　a（4，2）　a（3，3）　a（2，4）

　　　表3：アガシの条件付きゲーム確率｛α（i，の｝：q＝戸，r、：…　P2／（1－2pq）
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定理5・2サングラスがゲームを取る確率9s　・・　P（o，o）（（X。，Y．）∈Sρ）はs（0，0）で与えら

れる：

　　　　　　　　　　　　　　　　　9s　＝　S（O，O）．

ただし、s（0，0）は以下の再帰式を後ろ向きに解いた最後の値である：

　　　　　　　　s（乞，の＝p・8（i十1，の十q・8（乞，ゴ十1）　　（乞，の∈0’

　　　　　s（4，2’）＝：0　／’一一一一〇，1，2；　s（3，3）＝gslD；　s（i，4）＝＝1　i＝O，1，2．

ここに9SIDはデュースになったとき、サングラスがゲームを取る確率である：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　戸2
　　　　　　　　　　　　　　　　　9SID＝1＿ゲ

　　　　　　　　　　　　　q4（1　十　4p　十　10p2）　十　20p3q3r，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll
　　　　　　　　　　　　　　　　　　s（o，　o）

　　　　　　q‘（1十4p）十10p2q3r，　q3（1十3p十6p2）十10p3q2r，

　　　　　　　　　　　ll　ll
　　　　　　　　　　s（1，　O）　s（O，　1）

　　　q4十4pq3r，　q3（1十3p）十6p2　q2　r，　q2（1十2p十3p2）十4p3qr，

　　　　s（2，　O）　s（1，　1）　s（O，　2）

　　g3r，　q3十3pq2r，　q2（1十2p）十3p2qr，　q（1十p十p2）十p3r，

　s（3，0）　s（2，1）　s（1，2）　s（O，3）

　　　O　q2r，　g2十2pqr，　q（1十p）十p2　r，　1
　　　11　　　　　　　　　　　　員　　　　　　　　　　　　　　ll　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll　　　　　　　　　　　　　　　　口

　　s（4，Q）　s（3，1）　s（2，2）　s（1，3）　s（O，4）

　　　　　　　　　O　qr，　q十pr，　1
　　　　　　　　　11　“　11　11　　　　　　　　s（4，1）　s（3，2）　s（2，3）　s（1，4）

　　　　　　　　　　　　　O　r，　1
　　　　　　　　　　　　　11　ll　II
　　　　　　　　　　　s（4，2）　s（3，3）　s（2，4）

　　　表4：サングラスの条件付きゲーム確率｛s（i，ブ）｝：g＝p，r、：…　q2／（1－2pq）
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5．2　条件付き期待値

　まず、デュースになるという条件下でゲームが決着するまでの平均（期待）ポイント

数を求めよう。この条件下で決着するまでの平均（期待）ポイント数は、マルコフ連鎖

｛（Xn，Yn）｝盤。上の吸収壁T＝Ag　U　Spに入る時間

　　　　　　　　　　　　7　一一一一　inf｛n　｝il　O：　（Xn，　Yn）　E　T｝

の条件付き期待値

　　　　　　　　　　　　　　　　eGID　＝　E（3，3）［T］

で表された。この値を埋め込み法で求めよう。

　さて、最初のデュースのカウントから始まる列｛（Zn，Wn）｝鴇。を考えよう

　　　　　　　　　　（Zn，Wn）：＝（Xn＋6，Yn＋6）　n＝O，1，…

　このとき、D＝｛（5，3），（4，3），（3，3），（3，4），（3，5）｝上に定常マルコフ連鎖が次のように

構成できる。実際、以下に出現する状態（n＋2，n），（n＋1，n），（n，n），（n，n＋1），（n，、n＋2）

はポイント差にのみ依存していて、nに無関係であると考えられる（図2）。すなわち、
ゲーム・アガシ、アドバンテージ・アガシ、デュース、アドバンテージ・サングラス、ゲー

ム・サングラスである。これをそれぞれ（5，3），（4，3），（3，3），（3，4），（3，5）に同一視する・さ

らに、両端の状態（5，3），（3，5）を吸収状態とし、推移確率をそれぞれP，q＝Pとする・こ

のようにして、｛（Zn，監）｝は（Zo，Wo）＝（3，3）から始まるD上の定常マルコフ連鎖にな

る。このマルコフ連鎖に対して2つの吸収状態からからなる吸収壁

　　　　　　　　　　　　　　　Tt　，，＝　｛（5，　3），　（3，　5）｝

に到達するまでの最少の総ポイント数（両者のポイントの和）をT’とする：

　　　　　　　　　　　　T’　：＝　inf｛n　211　0：　（Z．，W．）　E　T’｝

　さて、マルコフ連鎖｛（Zn，VVn）｝上で吸収壁T’に到達するまでの平均（期待）ポイン

ト数．E（3，3）レ’1を求めよう。これをパラメータ集合D上の問題群

　　　　　　　　　　　　　・’（z，フ）＝E勧［7’］（i，ゴ）∈D

に埋め込む。ただし、E’は連鎖｛（Zn，Wn）｝上に定まる（離散）確率測度P’に基づく期

待値作用素である。このとき、平均（期待）吸収ポイント数E13β）［7’］は

　　　　　　　　　　　　　　　E（3，3）［T’］　＝＝　e’（3，3）

になる。

補題5．1（ii）長さ7以上の実現可能な任意の経路

ω＝（0，0），（卿、），＿，（i5，ゴ5），（3，3），（¢7，ゴ7），＿，（¢‘，ゴε），．
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に対して
　　　　　　　　　　　　　　　T（L」）　＝：　r’（e（cv））　十　6

ただし、θは時刻を6引き戻すシフト作用素である：

　　　　　　　　　　　　e（w）　＝　（3，3），（i7，0’7），．・・，（it，9’i），・・一

（ii）ゲームが決着するまでの平均（期待）ポイント数の間には6ポイントの差がある：

　　　　　　　　　　　　　　E（3，3）［T］　＝　E（3，3）［7’］＋　6．

定理5．3｛e’（i，の；（i，の∈D｝は差分方程式

　　　　　　　　　　　　e’（3，　3）　＝：　1　十　p・e’（4，　3）　十　p一・e’（3，　4）

　　　e’（4，3）　＝　1十p・e’（5，3）十pny・e’（3，3）　e’（3，4）＝：1十p・e’（3，3）十p”一・e’（3，5）　（11）

　e’（5，　3）　＝＝O　e’（3，　5）　＝＝O
を満たす。

　証明定常性と不変性より、
　　　　　　　　　　　　　　　　e’（4，4）　＝＝　e’（3，3）

である。　　　Q．E．D．

　式（11）も2点境界値2階線形差分方程式である。これを解くと、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　e’（3，3）　＝　r．Fir－ir

　　　　　　　　　　　　　　　　　2　．．　．　2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e’（3，4）　＝＝　1　十　p’　　　　　　　　e’（4，3）＝：1十7プ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　一一　r　　　　　　　　　　　　　　　　1－r

　　　　　e’（5，3）　＝O　e’（3，5）＝O
になる。

　次に、デュースにならないでゲームが決着するまでの平均（期待）ポイント数を求める。

定理5．4ゲームが決着するまでの平均（期待）ポイント数ec＝E（o，o）［T］はe（0，0）で与

えられる：

　　　　　　　　　　　　　　　　　eG　＝　e（O，　O）．

ただし、e（0，0）は以下の再帰式を後ろ向きに解いた最後の値である：

　　　　　　　e（i，1’）　：1十p・e（i十1，1’）十q・e（i，］’十1）　（i，2’）EC’　（12）

　　　　　e（4，g’）＝Oo’＝O，1，2；　e（3，3）＝：e’．1．；　e（i，4）＝Oi：O，1，2．　（13）

ここにeむpはデュースになったとき、ゲームが決着するまでの平均（期待）ポイント数
である：

　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　eGID　一一　一1一“一’一　r’
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　終端条件（13）をもつ2階線形差分式（12）の解は表5で与えられる。ゲームが決着す

るまでの平均（期待）ポイント数eG＝e（0，0）は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5
　　　　　　　　　　e（0，0）＝一1－3・一3・2＋　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（r　＝　2pp一）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1－r

になる・特に・P一（q　・r＝）1のとき・1ゲームが決着すまでの平均ポイント数1ま

　　　　　　　　　　　　　　・G－61－6・75ポイント

である。すなわち、両者の戦力が均衡しているとき、1ゲームは平均して6旦ポイントで
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4
決着することになる（表5、式（2）参照）。

　　　　　　　　　　　　　　一1　一　3r　一　3r2　＋　7S－r．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1－r
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll
　　　　　　　　　　　　　　　　　e（o，　o）

　　　　3＋q＋（p－g）r＋Sr2＋qZS（cl！iiU3！2r）　3＋p＋（q－g）r＋Sr2＋pZS（‘lliiU3i；r）

　　　　　　　　　　　ll　11　　　　　　　　　e（1，　O）　e（O，　1）

　　　　2＋（1＋q）r＋2q2111ttilf　3－S＋ZS（i！SIZ2一’．’）　2＋（1＋p）r＋2p21itlil｝f

　　　　　　　　11　11　ll　　　　　　　e（2，　O）　e（1，　1）　e（O，　2）

1＋q＋92＋q3 ﾊ　1＋P＋5＋q誓　1＋q＋5＋P芒募　1＋P＋P2＋P3缶

　　　e（3，　O）　e（2，　1）　e（1，　2）　e（O，　3）

　　　0　　　　1＋q＋92缶　　　　1み　　　　1＋P＋P2缶　　　　O

　　e（4，　O）　e（3，　1）　e（2，　2）　e（1，　3）　e（O，　4）

　　　　　　　　0　　　　1＋q畜　　　1＋P缶　　　　0

　　　　　　　　11　ll　ll　II　　　　　　　e（4，1）　e（3，2）　e（2，3）　e（1，4）

　　　　　　　　　　　　o　T2－r．　0
　　　　　　　　　　　　　　　　　　1－r
　　　　　　　　　　　　ll　ll　11
　　　　　　　　　　　e（4，2）　e（3，3）　e（2，4）

　　　　　　表5：平均（期待）ポイント数｛e（乞，の｝：r　・＝　2pq，　q＝1－p
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