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1　まえがき

　近年，投資決定問題やこれに関連するリスク分析において，環境が不確実に変動する場合の議論

が展開されている。その代表的な例として，多段階の生産システムにおける生産計画問題や多期間

の資産配分評価問題への適用があり，伝統的な研究分野としても，株式オプションにおけるオプ

ションプレミアム評価式の導出などがあり，その有効性について認められている。また，最近では

生産基地を国内に置くか海外に移転するかを為替レート変動に応じて最適に選択する問題について

も，新しい応用分野として注目されている。この問題には，投資を行う時期を決定する，あるいは

これとは反対に投資している場合にペイしないと判断し撤退する時期を決定する問題も含んでいる。

　しかしながら，投資決定問題を記述するパラメータ増加する場合，あるいは定式化が簡単ではな

い場合には，解析的な解が得られるケースが極めて少なくなり，実用には耐えない可能性が発生す

る。ブラウン運動に代表される確率過程により不確実性を導入し，確率微分方程式によりモデル化

し，更にその解を求めることは，エレガントではあるが，関数形や境界条件，最適化すべき関数が

大きく制限された場合にしか適用できない。

　このような場合の現実的な解法として，動的計画法を用いることが提案されている。動的計画法

は，それぞれの意思決定の段階において最適化の評価関数を導入することができ，不確実性につい

ても，確率的な動的計画法により解析可能である。また，確率微分方程式によりモデル化し，これ

より得られる偏微分方程式を解くことと等価であることが示され，数値計算ベースであるとは言え，

極めて有効な手段である。

　本論文では，このような不確実性下の投資決定問題とリスク分析の解法について，確率微分方程

式による定式化と動的計画法の関係を中心として述べ，その適用のメリットと具体的な解析手順に

ついて展開する。特に，決定変数の選択だけではなく，計画問題における条件や環境が変化する場

合に，複数の決定変数をもつ場合の問題と同様に定式化できること，更に，離散的な状態変数の導

入により，このような問題を統一的に処理できることを示す。更に，動的計画問題により投資決定

問題を解く場合には，変動要因をモデル化する場合の精度が，最終的な投資決定に大きな影響を及

ぼすことを指摘している。また，実際の問題に適用する場合の不確実現象の近似において，われわ
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れが提案した2つの代表的な手法，すなわち，多段ファジィ推論システムによる生成系の推定と時

系列予測，および遺伝的プログラミング（GP：Genetic　Programming）によるカオス力学系の近似につい

て述べる。

　以下，2．では，確率微分方程式による製品生産への参入・撤退問題における定式化について述

べ3．では，株式オプション評価について述べる。4．では，投資の切替え問題を動的計画法で解

析する方法について述べ，5．では，離散的な状態を含む場合の動的計画問題の意義について示す。

6．では，確率微分方程式による解法と動的計画法による解法の比較を行なうとともに，投資計画

問題における時系列予測の重要性を指摘する。7．では，われわれが提案した多段ファジィ推論シ

ステムによる時系列予測の手法について示し，8．では，同様にわれわれが示したGPによるカオス

力学系の推定，および，これに基づく時系列予測について述べる。

2．確率微分方程式による商品生産への参入・撤退分析

2．1　参入・撤退の基本モデル

　不確実性を含む投資決定問題の最初の課題として商品生産への参入・撤退問題をとりあげる。製

品開発投資の参入・撤退のタイミングに関する議論は，McDonald　and　Siege1（1986年）［1］，

Pindyck（1987年）［4］，　Bertola（1987年）［3］，　Dixit（1989年）［5］～［7］などにより行われている。更

に枯渇性資源を利用した投資問題などへの拡張が行なわれている［8］一［12］。

　特に，Dixitによる解析方法では製品開発投資の参入とこれよりの撤退を2月過状態として区別し，

投資環境が変化した場合に対応するモデル化を行っており，これを含まずに投資や退去が継続され

るMcDonald　and　Siegelらのモデルの不備を指摘している。また，　Dixitのモデルでは，投資により参

入した後に撤退を行うことによるSunk　Costや低価格における制限との関連を考察しており，結論的

には参入を開始するタイミング，投資を継続する時期，撤退のタイミングなどが価格情報として示

されている。モデルとしてはさまざまなものが考えられているが，ここでは，1）投資期間中での商

品価格の変動，2）Sunk・Cost，3）投資・撤退のタイミングについてモデル化したDixitによるモデル

をとりあげる。最初に価格変動を確率分布関数により表現するモデルについて述べる［6］。

　いま，製品開発投資の対象となっている商品の時刻彦での価格を状態変数Xtであらわし，この価

格変動やその他の環境について以下のように記述する。

価格遷移の確率分布関数：F（X’，X）；Prob（Xt＋・≦Xi　l　X｝　＝X）

開発投資参入にともなうコスト，撤退時サンタされる：K

投資を行っている場合の利得関数：Vo（X）

投資を行っていない場合の利得関数：V1（X）

商品販売による利益フロー（Flow　Profit）：πCXIt）

資本コストあるいはディスカウント率：δ

　関数F（・）はすべてのX’についてXの減少関数とする。関数Vo（X），Vi（幻は利得関数とよんでおく。
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開発投資を行っているか（状態0とする），まだ投資せずに待っているか（状態1）どうかに応じて2

種類の利得関数を用いてモデルを記述している。いま，離散時間を仮定すると，投資を行っている

状態では次の再帰方程式が成り立つ。

脳一π（x）＋δ／　v・　（x’）dF（x’，　x）
（1）

投資を行っていない状態0については，投資を行っている場合に撤退するケースも考えられるので，

次に示すような再帰方程式（ベルマン方程式）が成り立つ。

v・（x）一…匿（x）一κδμ仰F（燗 （2）

ここで，Kは投資に要する費用であり，これによりV1（X）を獲i得するためのオプション行使価格であ

る。逆に撤退する場合にはサンタされる。ここで，2つの利得関数の差により次の関数を定義する。

W（X）　：Vi（X）　一　V．（X） （3）

式（1）～（3）より次の再帰方程式を得る。

W（X）　＝＝　min［K　T（X）　＋6f　W（X’）dF（X’，　X）］
（4）

ここで，関数πQOは増加関数であるので，式（4）は非減少関数ΨQOの自分自身の部分空間を定義す

る。不動点定理を用いて，次の関係を満足するXの値Mを定義する。

π（x＊）＋δ／Ψ（燗闘一K （5）

以下の議論で分かるように，商品の価格XがX≧XとなりXをこえた時点（タイミング）で投資を

開始すればよいことが分かる。式（4），（5）よりK〈π（X）＋δK，すなわちπ（M）／（1一δ）〉．Kと

なるので，Xは投資を開始すべき価格を表現している。

　次に，X〈Xの範囲について不動点を用いて定式化すると次のようになる。

Ψ（x）一丁＋δズ卿醐）＋δK［1－F（燗 （6）

ここで，式（4）よりX≧YについてはΨ（濁＝Kとなる。式（6）に示すように，X’＞Yの範囲の確率

密度関数プ（X’，X）は，関数ΨσOの挙動には影響をおよぼさない。

　次に，以上の商品の価格が上昇する局面ではなく価格が低迷している場合に，投資を解消して撤
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退するケースについて考察することができる。詳細は省略するが，式（1）の関係は次のように書きな

おされる。

　　　　　v・（x）一血ax［v・（x）一・L，π（x）＋δ1　v・　（x’）dF（燗　　（7）

式（4）～（6）で行った議論と同様な手順により，投資をあきらめるべき商品価格のレの関係式が求め

られる。ここで，Lは撤退の費用（L〈0）である。Ψ（を）＝一しとして特徴点倉を定義する。このよう

に，特定の価格範囲では投資，非投資を維持することが最適政策となる興味深い現象が現れる。

Dixitはこれを「ヒステリシス」と呼んでいる。

2．2　ブラウン運動による価格記述

　関数ΨQOの具体的な形を求めるために，商品の価格変動を幾何ブラウン運動により記述する。い

ま，商品価格Xは次の幾何ブラウン運動に従って変動しているとする。

　　　　　　　　　　　　　　　dX／x　＝　rdt＋σdz　　　　　　　　　（8）

　　　　　　　　　　　　　　いま，関数Ψ（MについてはX≦X≦Mの範囲の挙動だけが問題となっているので，式（2），（8）の

右辺を確率微分についての伊藤のレンマ（lto’sLemma）を用いて展開すると次の関係式が成り立つ

［15］。

　　　　　　　0．5σ2×2Ψ”（X）十μXΨ’（X）一ρΨ（X）十π（X）＝0　　　　　　　　　　　　（9）

株式オプションの場合と異なり常微分方程式となる。とれはXについての2次常微分方程式である

ので，次の形の一般解をもっている。

　　　　　　　　　　　　Ψ（X）＝AX一α＋BXβ＋H（X）　　　　　　（10）

ここで，A，　Bは未知の定数，α，βは次の2次方程式の根であり，一α＜0，β＞1である。

　　　　　　　　　　　¢（x）　＝　p一　px　一　O．5u2x（x　一　1）　＝O

n　O）は次の積分により計算される。

　　　　　　　　　”（x）　＝　E［f，OO　r（Xt）exp（一一pt）dtlXo　＝　X］

（11）

（12）
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ここで，項AX一α，　BXβは，それぞれ探資待ち，投資実施による利得関数に対応しており，株価に

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ムおけるオプション価格に対応している。Xの特定の値，　X噛とXはこれらのオプションの行使価格に

対応しているので，境界条件として

¢（X“）　＝　K，　W（X）　＝　一L，　W（X’）　＝　W（X）　＝　O （13）

また，関数rp　（X）は正しいタイミングで投資がなされた場合の利益の現在価格を表現している。文献

［9］では，更に関数rp　（X）の性質について細かく検討されている。また，従来より検討されている市

場の商品販売状況，在庫レベルに応じた商品生産問題である，ブラウン運動の制御についても述べ

られている。

2．3　2つの商品のもとでの投資問題

　開発対象である商品の2個の商品価格により，投資による参入や撤退の時期を決定する問題を考

察する。具体的には，企業が製品1をすでに製造販売しており，この利益をもとに製品2の開発に

どの程度，またいつ投資を行うべきであるかを決定する問題について，価格が確率過程（ブラウン運

動）に従って変動している仮定のもとで解析する［12］。

　これを2商品に拡大し，市場で優位にある商品を生産している企業の新製品開発の戦略を考察し

てみる。すなわち，商品1をヒット商品とし，これにより得られる利益をもとに新商品2を開発す

る場合に，商品2の価格だけではなく商品1の価格も変動する場合に，これが開発戦略に及ぼす影

響を解析する。結論的には，商品1による利益フローが大きい場合には商品2の価格が低いレベル

で参入でき，逆に価格が上昇するまで撤退を遅らせるこができるが，2つの商品の価格の間に強い

相関があるほど投資への参入と撤退のタイミングが自由に選択できる範囲が狭まり，参入・撤退に

より安定的に利益を確保できる優位性が薄れていくことがわかる。

　この考え方は，複数の商品を組み合わせ生産する，いわゆる市場ポートフォリオにも適用される

概念であろう。このような事情を考慮し，この章では以下のように問題を拡張する。

現在生産している商品1の価格：状態変数y

価格遷移の確率分布関数：G（Y’，Y）＝Prob（IYt．1≦y’1Yt＝・Y）

開発を計画している商品2の価格：状態変数X

　これ以外の変数，すなわちSunk　Cost　K，利益フローπQO，ディスカウント率δなどについては，

基本モデルと同じであると仮定する。

　商品2の開発のために利益関数から一定の額1を支出することとし，投資を行っている場合の利益

関数をVo（X，　D，投資を行っていない場合の利益関数をV1（X，　Dとする。商品1の販売による利益は

利益フローとして評価されると仮定し，これを価格Yの関数と考え，項をP（Y）とする。

　このとき，商品2の生産に投資し市場に参入しているときに利益関数V、（．），投資していないとき

の利益関数Vo（．）はともに，状態変数X，　Yの関数であるとする。　V1（X，　y），Vo（X，　Dについての再帰
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Vo　（X，　Y）　＝　max［Vi　（X，　Y）　一　K　＋　P（Y），　P（Y）　＋6f　f　Vo（X，　Y）dF（Xt，　X）dG（Yt，　Y）］
（14）

Vi　（x・・Y）＝一［聯）一L＋P（y）・P（γ）＋π（x）＋δ〃脚）dF（x…x）dσ（y’，・y）】
（15）

商品2の価格の特定の範囲，例えばX≦X≦X・，Y≦Y≦Y・において関数Vb（X，必，　V：1（X，　Dが単

調な関数として振る舞うかどうかは保証されていない。しかし，もしこれら関数が変数Xについては

単調な関数となることが証明された場合には，商品1の価格の特性に応じた参入・撤退のあり方の

選択の見通しが立てられる。

　式（14），（15）の右辺に注目しながら伊藤のレンマを適用すると，変数X，Yについての2次の偏微

分方程式が得られる。

　　一〇5ΣΣσ翻ゴ（X，y）＋Σμ認（X，y）一ρV・（X，y）一P（y）＝0

－o．s　2　2　a？・」viZ2　（x，　y）　＋　2　paiviZ（x，　y）　一　pvl（x，　Y）　一　p（Y）　一　T（x）　＝o

（16）

（17）

　ここで，総和の範囲を示すi，」は変数XとYを意味し，関数Vo（．），　V1（）の肩符i，ijは，それぞれ

変数‘についての1次微分，変数‘とブのそれぞれについての1階微分を意味している。

W（X，　Y）　＝　V，　（X，　Y）　一　Vo　（X，　Y） （18）

とすると

　　o．s　22ai」22］2　w（x，　y）＋2ptiw（x，　y）一pw（x，　y）一p（y）一rr（x）＝o　（ig）

　　　　　　　　　　　4イ

肩下i，ijの意味はVi（．），　Vo（．）の場合と同様である。関数Vi（．），　Vo（．），Ψ（．）の方程式は2次の

係数の性質により楕円形となる。この方程式は，正確には楕円形の非斉次の場合に相当しており，

一般的な解析解を求めることは不可能である。

3　株式オプショ評価

3．1　原株の確率過程と基本モデル

　不確実性を含む場合の投資問題として良く知られているものに，株式オプション評価式を導出す

る場合のBlack－Scholesモデルがある。この導出はさまざまな形で述べられているので，以下では，

その概要を示す。

　オプション価格Poで表し，　Poがもとの株式（原株）の価格Sと時間tの関数で記述されると仮定する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一6一
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　　　　　　　　　　　　　　　　　Pe＝f（S，　t）　（20）

このような仮定があるときに，二二の価格8の変動過程は，次のような伊藤プロセスによって記述さ

れると仮定する。

　　　　　　　　　　　　　　　dS＝aSdt＋aSdz　（21）

ここで，αは原株の瞬間的な期待収益率であり，σはその標準偏差である。また，deは標準化正規

確率過程（Gauss－Wiener　process）に従う確率変数である。この仮定は，価格の相対変化が，ブラウン

運動に従うという前提に基づいている。

　式（21）の関係と，確率微分方程式に関する伊藤のレンマを用いることにより，Poは次のように展

開することができる。

　　　　　　　　　　　　dPo＝fs　dS十〇．5fs　s（dS）2十ft　dt　（22）

ただし，

fs　＝　af／as，　fs　＝　of／as，　fss　＝　of2／as2

である。式（22）に式（20）を代入して整理すると，次の関係式を得る。

ここで，

dPo　＝　［O．5a2S2fss　＋　aSfs　＋　ft］dt　＋　aSfsdz

プレミアムも原株と同様なプロセスに従うと仮定すると，

　　　　　　　　　　dPo　＝　aodt　＋　aoPodzo

αoはオプションの期待収益率，σoはその標準偏差である。

次の関係式を得る。

（23）

（24）

（25）

ここで，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ここで，オプションプレミア

ムは原株の価格の関数であるため，Poは8と同様の正規確率過程に従うとする。従って，　dPo＝α

oP協彦＋σ　oPoc120となり，　dz＝d20であると仮定すると，次のような関係式を得る。

　　　　　　　　　　　　　　aoPo＝O．5a2S2fss十aSfs十ft　（26）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　aoPo＝aSfs　（27）

　このような基本的な関係式をもとに，最終的な偏微分方程式を導出する。いま，投資家が非危険

資産，原品，オプションの3つの資産をもっており，純粋な投資額がゼロであるような方法を選択

すると仮定する。
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　　　　　　　　　　　　　　　Wo＋Wi＋W2　＝O　（2s）

このような投資選択（ポートフォリオ）を裁定ポートフォリオ（arbitage　portofolio）とよぶ。この

ポートフォリオの利益dVは，

　　　　　　　　　　dV　＝　Wordt　＋　Wi　（dS／S）　＋　W2　（dPo　IPo）　（29）

代入して整理すると

　　　　　　　　　dV　＝　i’Vi　［（dS／S）　一rdt）　＋　W’2　（（dPo／Po）一rdt］　（30）

更に，式（8），（9）を代入すると，次のようになる。

　　　　　dV　＝　（VVi　（a　一　r）　＋　W2　（ao　一　r））dt　＋　（Wia＋　W2　ao））dz　（3i）

この中の第1項は，ポートフォリオの期待利益を表しているので，純粋の投資額がゼロである裁定

取引では，これはゼロである必要がある。従って，次の式を得る。

　　　　　　　　　　　　Wi（a－r）＋W2（ao－r）＝O　（32）

更に，式（30）の第2項は危険性を表す項目に相当するものであり，これを常にゼロにすることによ

り，ポートフォリオに含まれる危険性をどの時刻においてもゼロにすることができる。

　　　　　　　　　　　　　　　Wi　a十　W2　ao　＝＝O　（33）

このような関係が保持できるように構成比W1／W2を調整していけばよい。この関係式に，式（8）を

代入することにより，次の関係式を得る。

　　　　　　　　　　　　　　Wi　／W2＝　一一’　fs　（S／　Pe）　（34）

以上のような関係式により，W1≠0，　W2≠0であるときの均衡条件として，次のような関係式を得

る。

　　　　　　　　　　　　　　（a　一　r）／a　：（ao　一　r）／ao

式（34）を式（30）に代入して整理すると，次の放物型の偏微分方程式を得る。

　　　　　　　　　　　O．5a2　S2　fss　十　rSfs　十　ft　一　rPo　＝　O

あとは，この方程式を与えられた境界条件のもとで解くことになる。

境界条件としては，例えば，コールオプションの場合には，次のような2つの条件を用いる。

　　　　　　　　　　　　f（O，　t）　＝　O，　C．　＝　max（S．　一　K，　O）

（35）

（36）

（37）
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最初の条件は，原株の価格がゼロのときオプション価格Cはゼロとなることを意味し，次の関係式

はオプションの満期における価格0・を求めるための条件である。このような境界条件のもとでオプ

ション価格はC　・＝　Poより求まる。

　このようにして導出されるオプションのモデルは，プットオプションへの拡張がなされているほ

かに，次のような拡張がなされている。

（1）ユーロピアンコール，（2）配当支払いのあるユーロピアンコール，（3）擬似アメリカンコール，

（4）ジャンプ過程，（5）CoxのCEV（constant　elasticity　of　variance　diffusion）モデル，（6）Geske

の複合オプション（compound　option）モデル，（7）Rubinsteinのディスプレイスト（displaced）モデ

ル（8）課税モデル。

　これらの詳細は省略する。これらの一部分は解析的に解けるがその他は数値計算を必要とする。

3．2　動的計画法による記述

　株式オプションの価格導出モデルを動的計画法により定式化する場合には，次のような置き換え

をすることにより可能である。

（1）離散時間

時間間隔を離散的としておき，確率過程も離散的な時間で評価する。

（2）最適化の条件

裁定取り引きであること，リスク無しであることを条件とする再帰的な関係式を求める。

（3）確率モデルによる動的計画

確率過程を変動要因と考え，条件を満足する最適構成を選択する。

　これをアルゴリズムとして示すと，次のようになる。まず，原株とオプションの構成比率ω＝

W1／W2に注目し，これを，それぞれの時刻で最適にする再帰的な手順をとる。時刻tにおける値を

ω（t）とする。すなわち，リスク無しであるような比率は

　　　　　　　　　　w　＝　一fsS／P　＝　一（AS／S）（AP／P）

が維持されるように，比率を変更していく。

　　　　　　w（T）　＝　VVi　（T）／W2（T），P（T）　＝　max［S（T）　一　K，　O］

　　　　　　　　　　　　w（t）　＝　Aw（t）　＋　E［w（t　＋　1）］

比率は原株変動についての期待値をとる必要があるので，確率動的計画問題を解くことになる。

（38）

（39）

（40）
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4．投資の切替え問題

4．1　変動要因と工場配置の切替え問題

　経済変動が投資におよぼす影響をモデル化する手法として，投資対象を切り換える問題が議論さ

れている［13］一［14］。例えば，為替レーと変動に応じて工場を国内に配置して生産するか，海外に移

転するかを決定する問題である。為替レート変動が企業価値に及ぼす影響の数理モデルに関しては，

従来より投資決定問題として取り扱われてきたが，変動要因が加わる場合には，生産を切り替える

などの課題が発生する。例えば，為替レートが変動する場合には，円高傾向になれば国内の生産工

場を閉鎖して，すべての生産を海外で行う。

　このように，変動する要因に応じて生産などを切り替える方法の評価をした研究としては，

Kogut－Kulatilaka［13］，　Huchzermeier－Cohenらの研究［14］がある。これらはOperating

Flexibilityと呼ばれる。このような企業戦略は，見方をかえれば，株式投資におけるオプションの

所有に相当するものであり，工場を閉鎖するか，そのまま操業を続けるかは，プットオプションを

行使するか，しないかと同じ議論になる。

　投資先の決定に直接的に影響を与える変動要因として，経済指標があげられる。為替レート変動

はその代表的なものであろう。このほかに，各国のインフレ率，金利，あるいはGDPの長期的な傾向

などが考えられる。これらの経済指標を時系列として表現すれば，その影響を統一的に評価する方

法が定式化できる可能性がある。

以下では，これらを簡単化し，複数の変動要因を含むケースの投資決定問題を考察する。

4．2　変動過程のモデル化と基本式

　生産の切替え問題に関しては，基本的に株式オプションの評価式を計算するどきの手順と同様に

行なうことができる。以下では，記号は異なっているが，導出はオプション評旧式であることを注

意しておく。

　ただし，ここで，生産切替え問題を偏微分方程式により定式化する目的は，制約条件が複雑に

なったり，変動過程が複雑になると，解析的には解けないことを示すのが目的であり，評価式を用

いることが目的ではない。

　変動過程を為替レート変動eで代表させ，モデル化するため，幾何ブラウン運動を用いる。変動過

程は次のようにモデル化できる。

de／e＝　ndt＋adZ （41）

ここで，μは為替レート変動のトレンド（傾向線）であり，σは変動過程の分散である。Zは正規白色

過程（dZはウイーナ過程）である。

　このような変動を前提とした場合の企業の時刻tにおける利益を，企業価値V（e，t）で表す。すなわ

ち，企業価値は時間tと変動eにより記述されると仮定する。確率微分方程式に関する伊藤のレンマ
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を用いると企業価値は次のように展開することができる。

dV　＝　（Vt　十　pe　Ve　十　O・5a2Ve　e）dt　十　a　Ve　dZ

Vt　＝：　OV／Ot，　V，　＝　aV／Oe，V，，　＝　aV2／ae2

（42）

（43）

このとき，通常の株価におけるオプション価格を産出する場合と同様に，国内および外国における

無リスク資産の利率r，rfを導入し，　self－financingのポートフォリオを構成し，裁定なしの条件

を用いて方程式を変換する。すなわち，企業価値である資産を購入し，海外通貨でxだけの投資を

行ない，国内通貨でV＋xだけの借入れを行なう。利子率は期間内では変化しないと仮定する。

このとき，時刻tにおけるポートフォリは

　　　　　　　　　　　　　　n＝一V－x＋（V＋x）　（44）

となる。このポートフォリの微小時間dtにおける変化は

dn　＝（Vt＋μeVe＋0．5e2　Ve，）dt＋σ・V。・dZ＋［x（1＋rf　dt）（e＋d・）／・一∬ト・（V＋x）dt　（45）

ここで，

　　　　　　　　　　　　　　　x＝　一一eV，／（1＋rf　dt）　（46）

と選択することにより，リスクフリーのポートフォリとすることができる。以上の式をまとめる

と，次の偏微分方程式を得る。

　　　　　　　　　　　Vt　＋eV．　（r－rf）＋O．5u2e2　V，，　＝＝　rV　（47）

4．3　等価な動的計画問題

　次に上にあげた確率微分方程式をもとにして導出した関係式を動的計画法のアプローチから解く

ことにする。動的計画法により評価できる問題の範囲が拡大する。極端な例として，円とドルなど

の2つの通貨があり，1つをノミナル（基準通貨）と考え，これに対する変動率をθ次のように決め

る。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　w2＝ewl　（48）

このようなθを用いて，ノミナルではない通貨の変動が記述される。θの変動としてブラウン運動

などの確率過程を用いることもできるが，動的計画法では基本的に数値計算により最適解を求める

ので，数値データ（パネルデ・一・一一タ）でも構わない。1つの例として，次のような微分方程式により記

述される事例が検討されている。
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　　　　　　　　　　　　　Ae，　＝＝　A（eo－e，）At十ae，Az　（4g）

ここで，△Zは離散平均ゼロで分散が△彦のウィーナー過程であり，△θはθの変動分であり，θoは

最終的に収束する値であり例えば1などを用いる。λ≦1とする。

　企業価値を考察するケースと同様にここでは生産コストをとしてみる。全体の投資期間をとして

おき全体を通じてを最小にする工場の配置を求めていけばよい。期間を長さ△tの期間がT個連続し

たものであると仮定する。

　2つの国の問の工場で生産の切り換えコストを含まない場合の最適政策は，次の動的計画問題を

解くことにより得られる。どの時刻tにおいても，最適政策でのコスト総額は，時刻t－1における

最小化されたコストと時刻tの開始時刻における最適政策との和になるので，次の式を得る。

F（eT）　＝　min（1，ip（eT一．　i））

（50）

F（e，）　＝＝　min（1，　ip（e，））　十　pE（F（e，＋i）），t　＝　o，　1，．．．，T

　2つの国の間の工場で生産の切り換えコストを含む場合の最適政策は，次の動的計画問題を解く

ことにより得られる。工場の場所をiからブに変更する切り換えコストをk　ijとする。これには，工

場閉鎖と新規の立ち上げの費用などが含まれる。この場合，前の時刻に操業していた場所に依存し

てコストが計算される。同じ場所で操業を継続するなら切り換えコストは不要であり，そうでない

場合には必要となる。従って，例えば時刻彦において場所1で操業している場には，次の式を得る。

F（et，　1）　＝　min（1　十　pE（F（e，＋，）），一ki2　十　ip（e，）　十　pEF（e，＋i，2））

同様に，時刻tに場所2で操業している場合には次の式を得る。

（51）

　　　　　F（e，，2）　＝　min（1　一一一　ki2　十　pEF（e，＋i，1）ip（e，））　十pE（F（e，＋i，2））　（52）

以上のような計算を繰り返すことにより，為替レートを変動要因とした場合の工場の配置選択問題

を解くことができる。

　なお，式（52）の計算では，θに関する期待値が含まれているので，離散化された為替レートレベ

ルを仮定し，この間の遷移確率が与えられている場合の計算を実施する必要がある。これらの詳細

は文献［13］に示されている。また，通貨が複数の場合の問題も示されている。

4．4　シナリオを導入した一般化

　為替レート変動などの変動要因により切替える対象を1つではなく，生産場所の選択原料の調達

先の選択など，複数の決定変数を含む場合に拡張することができる［14］。これを時刻において選択

するシナリオとよんで，O，により表す。このとき，生産工場の配置を切替える動的計画問題は次の

ようになる。簡単のため，為替レート変動を，単にetで表している。また，　SP（．）は時刻における最
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適生産のコストであり，別の計画問題（例えば線形計画問題）として解かれた解である。

Vt（et，Ot－i＊）　＝　max　Pt　（et，O；一i，　Ot）　＋　const．EVt＋i（et＋i，　Ot）

　　VT（e，　OT－1）　＝　max　PT（e，　Oi一一1，　OT）

Pt　（et，O；一一i，　Ot）　＝　6（O；一i，　Ot）　十　SPt（et，Ot）

（53）

（54）

（55）

ただし，為替レート変動をで簡単に示しており，Ot，　Ot．1などは，それぞれの期間において採用され

たオプションを示す（例えば，生産基地の選定など）。

　3番目の式においては，δは切り換えコストに対応し，1期間における生産一流通一販売による

利益を最大化する行動を表す。従って，仮に変動過程が複雑になっても，このような動的計画問題

を解くことができれば，企業価値の評価を実行できる。

　このような問題の定式化は，選択できる状態を導入したことに相当しており，既に述べた複数の

変動要因を含む場合の決定問題と同様であると解釈できる。すなわち，この問題の設定では，原料

の調達先などが数個に限定されるが，これを極めて多数としておき，連続する整数をこれらの原料

の調達先を区分する数値であるとしておく。このような置き換えにより原料の調達先を選択する問

題は，連続する整数の範囲から，最適な数値を決定する問題となる。

　もちろん，状態の数を増加することにより，back　track過程における選択可能な方策のとり得る状

態遷移の数は膨大となる問題は存在する。

5．離散的状態を含む動的計画問題

5．1　離散状態の選択

　投資決定問題において，通常は為替レート，二二価格，金利などの1つのパラメータ変動が仮定

されている。これを同時に変動要因として考察することは，偏微分方程式により解析を進めるかぎ

り，極めて困難な作業となる。例えば，株価のオプション価格の評価では，オプション価格も原株

と同じ変動過程（幾何ブラウン運動）であることを仮定しており，最終的にはドライブするノイズを

同じ系列としている。

　このように，確率過程におけるモデルに2つ以上の変動を直接的に導入すうことには問題があり，

その過程も簡単なものに限定される。一方，問題を動的計画法により解析する場合には，それぞれ

の段における最適化のプロセスにおいて，評価すべきケースの数（組合せの数）は増大するが，問題

の定式化は単純である。以下，生産過程におけるロットサイズの決定問題を例にとり，解析方法の

拡張について議論する。

　文献［15コに示された生産プロセスにおける経済的な容量制限のロットザイス問題（general

capacitated　economic　lotsize　problem）とは，次のような問題である。第t期における生産数量をxt
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とし，この間の需要をdtとする。また，　Stはこの期間に予定されている在庫である。生産能力をCtと

する。すべての期間（長さπ）を通じて，生産コストを最小とする計画は，次で与えられる。

　　　　　　　　　　　　　　　れ
　　　　　　　　　　　　minΣ（P・・Xt＋ft　yt＋ht（s・））　　　　　　　（56＞

　　　　　　　　　　　　　　　t＝1

　　　　　　　　　　　s．t　8t　　：　St＿1　十Xt　－dt，t＝　1，2，．．．，n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（57）

　　　　　　　　　　　　　　Xt≦Ct・yt，t＝1，2，＿，n　　　　　　　　　（58）

　　　　　　　　　　　　　　　　　So＝s．　＝O　　　　　　　　　（59）

　　　　　　　　　　Xt≧0，8t≧0，　yt∈（0，1），t＝1，2，＿，n　　　　　（60）

ここで，pt（．），　ht（．）は生産コスト（production　cost），保管コスト（holding　cost）であり，これらの

関数の形状をさまざまに変化させた場合の特性を議論することができる。また，卸は注目する期間に

おいて生産を実施するかどうかの選択であり，生産する場合にはスタートアップコストβがかかる。

　この最適化問題をDPにより解析するには，次の手順を用いる。最初に期間kから開始して，最終期

間nまでの生産コストを凡（8）により定義する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ
　　　　　　　　　　Fk（8）一minΣ（P・・Xt＋ft　yt＋ht（8・））　　　　　　（61）

　　　　　　　　　　　　　　　　　£＝：ん

このときの制約条件は，式（57）一（60）に同じである。この問題を動的計画問題に置き換えると，次の

ようになる。それぞれの期間k∈1，2，．．．．，n・一一1，および可能な在庫のレベルs∈0，1，．．．，

DKに対して

Fle（s）＝min［hk（s一一一dk）＋Fk＋i（s一一dk），，Kg｝」’ ?．，［fk＋pkxk＋hk（s－dk＋xk）＋Fk＋i（s－dk＋xk）］］　（62）

ただし，次の境界条件瓦（dn）＝0および

　　　　　　　　　　　　F・・（s）＝儒臨2碧≦1砺一1；　　　（63）

この解析の過程で，第配期から最終の第π期までの最小の生産コストについて得られる再帰式に注

目する。

　この場合，DPの式としては，1つの簡単な凡（8）により表現されるが，実際には，8の取りうる範

囲は整数の有限の範囲であり，これらを1つの状態とすると，逆方向にDPを計算する場合には，図

1に示すような枝分かれの状態を検索する必要がある。最終的には，第1段における選択が決定さ

れるので，今度は，これを順方向にたどることにより，全部の解を計算することができる。計算時

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一14一



不確実性下の投資決定問題とリスク分析手法について

間は，組合せ問題をまともにとくとNP問題となることが知られているので，文献［15］では，これを

改善する方法を示し，多項式時間で計算できるアルゴリズムとなることを示している。

　この場合，本来の決定変数はXkであるが，可能な在庫のレベル8も間接的な決定変数となっている。

これを拡張して定式化の方法を工夫すれば，変動要因が2つ以上であっても，その1つを状態を示

す変数とみなすことにより，動的計画法の手法にあてはめることができる。更には変数の最適化を

交互に実施することにより変数が混合された問題に対する最適解を求めることができるケースが存

在する。このようにDP問題を実際に計算する場合の時間は考慮する必要があるが，変動要因を複数

含む場合においてもDP解法が有効であることを示す例となっている。

o

o

o

o

〈一一一一一一一一一一・一一一一一一；

Fk（s）

o
s＝1

0
s＝2

0
s＝3

0

〈1一一一一一一一‘

Fk＋1（s）

o
s＝1

0
s＝2

0
s＝3

0

図1．動的計画問題における状態を含む分岐

5。2　生産容量が不確実な場合の多段システム

　同様の問題は，文献［16］においても取り扱われており，多段生産システムにおいて，それぞれの

段における生産数量を決定する場合に，その生産レベルがある容量により制限されており（段により

変化する確率変数とする），どの範囲にあるかに応じて投資決定の方法が異なる問題を解いている。

この場合，生産の制約はいくつかの状態に対応するとみなし，可能性状態集合を不確実性として含

む，いわば変動要因が2つの場合のDPに相当する。

　生産システムは最初の原料を調達する段階を第N段として，中間の段を経由して最終的に第1段を

へて需要が存在する市場に供給される。それぞれの段は，上流からの半製品の量価格に換算されて

いると仮定することにより，生産できる量価格が制限されているとする。

　次のような記号を定義する。最終需要をZとして，これを確率変数で表現する。それぞれの段の生

産能力をynとしておき，これも確率変数で表す。第n段において計画された生産量をUnとする。実

際に生産される量xnは，この生産計画と生産能力の最小値で与えられるので，κn＝min（yn，　Un）の関

係がある。

　セットアップコストをKnとしておき，生産コストをωnとする。また，第n段において生産された

もので後ろの段において使用されなかったものを廃棄する単位コストをhnとしておく。最終需要が

満たされない場合のペナルティをπとしておく。この問題に対する動的計画法による解法は，次に

より示される。
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Co（xi）　＝　E2［hi　max（O，　xi　一一　Z）］　＋　7r　max（O，　Z　一一　xi） （64）

　Cn（Xn＋1）　＝　Min　Eyn［hn＋1（Xn＋1一一Min（Un，Yn））十Kn6（un）十wn　Min（un，　Yn）十

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Cn－1（Min（Un，Yn）），n　＝1，2，・．・，N

ここで，Ez，　Eynは，それぞれ，確率変数Z，　Ynについての期待値である。

6（u．）　＝　，（　Al一’fQr　ZLn　〉　O；

　　　　　　　　　　　　　　otherwtse　　　　　〈　U，

（65）

（66）

動的計画法により逐次的に解を求めていく操作において，決定されていない変数κn＋1が含まれる。こ

の変数は，基本的には連続変数であるが，関数の性質を調べることにより，区分的ないくつかの範

囲に存在することが分かる。例えば，決定されるべき計画数量の最適値π｝（x2）は

　　　　　　　　　　紬織i鼎　・（67）

となる。ここで，81，S、は，この計画問題から計算される関数の解より求まる。また，この関係は途

中の段階についても成立することが示されている。従って，すべての変数κ。について，式（65）を評

価する必要はなく，3つの状態をとって計算をすすめていけばよい。

　このように，多段生産システムにおけるそれぞれの段階に生産容量などの不確実要因が含まれて

いる場合においても，動的計画法を適用することができる。

6．変動過程のモデル化

6．1　投資決定問題の複雑さ

　これまでの議論で，次のような点が明らかになる。

（1）問題の複雑さと解析解の限界

　投資決定問題を，確率微分方程式を基本として記述することにより，解析できる最終的な偏微分

方程式を得ることはできる。しかし，その形状が分かりやすいものであるのは，ブラウン運動など

のごく限られた過程であり，しかも，これ以外に関しては偏微分方程式を導出できる保証さえもな

い。

（2）変動過程の数

　変動過程の数が増加すると，解くべき対象となる偏微分方程式は極めて複雑な形となる。従って，

実質的に数値計算による評価を実行する必要があり，解析的な結果を用いた定性的な挙動の検討や

分析ができなくなる。動的計画法による記述も，数値計算であり差異が小さくなる。
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（3）実際の変動過程のモデル

　多くの投資決定問題では，変動過程をブラウン運動により代表させているが，実際に存在する時

系列データが，これに従うかを検証することはほとんどなされていない。あるいは，検証すること

そのものが放棄されている。従って，解析解として見通しのよいものが得られたとしても，現実と

の乖離は大きくなる。

　以上のような事実を考慮すると，投資決定問題の解法として適用可能なものは，次のような手法

であろう。

（1）動的計画法をベースにする

　動的計画問題として投資決定問題を定式化することにより，数値計算レベルであるが，かなり複

雑な形状の関数を評価関数や制約条件に含むケースでも解くことができる。

（2）変動過程を複雑にする

　変動要因を近似するモデルを確率過程に限定しないで，広い範囲から探すことが望ましい。ブラ

ウン運動になどの確率過程では，変動要因そのものを簡潔に表現することができるが，複数の変動

要因を含む場合，複雑な制約条件を含む場合には適用が困難であるか，あるいは最終的には数値計

算によるしかない。

（3）変動要因の近似度が推定精度を定める

　変動要因に確率過程を用いた場合には，統計的性質は類似していても，実際には個別の時刻では，

観測値と予測値が一致しないことがある。従って，統計的平均的な一致度よりは，時刻ごとにでき

るだけ正確な予測値を与える変動要因の近似システムを与えることが，直接的に投資決定問題の解

の精度をたかめる。

6．2　時系列予測の決定への影響

　以下では，われわれが行なった投資決定問題で，時系列予測がいかに重要であるかを例で示す

［18］。日本におけるドルとの為替レート変動の予測が基本的な問題であるが，これに生産工場の切

替え問題を組み合わせて考察する。すなわち，円高になると予測された場合には，工場を海外（この

場合はドル建てで運用されている工場）に移転し，逆の場合には目本で生産を実行する。このような

生産の切替を実施した場合の利得を計算する。

　以下の例では，為替レートθは，われわれの開発した多段アジイ推論システムにより予測されて

いると仮定する（1期先の予測値）。この予測値を用いて，生産切替の判断を実行する。この結果を，

切替を実施しなかった場合と比較して，その効率を評価する［18］。

図2には，1970－1998年における対ドル円レートについて，多段ファジィ推論システムによる時系列

予測（為替レート予測）の結果を示している。ただし，このシステムへの入力は為替レート自身のほ

かに，これに影響を及ぼす経済指標を同時に用いている。これらの経済指標を表に示している（入力

のとり方など，詳細は省略する）。

　また，この予測手法の性能を評価する意味で，図3には，統計パッケージに備えられているARMA
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モデルによる予測手法を適用した場合の結果を示している。これより分かるように，多段ファジィ

推論システムによる時系列予測は，推定能力がたかい。

　次に，生産切替を時系列予測にもとづいて実施した場合のコストの削減効果を見てみる。なお，

本来は為替レートのノミナル値は1であるが，為替レートの観測期間が長いために，トレンドを含

んでいる。従って，以下では為替レート変動に線形回帰の直線をあてはめ，これをノミナル値とし

ている。

　　　　　　　　　　　　　　　e（k）F136．9－O．39k　（6s）

ただし，kは1070年を起点とした年次である。生産を国内で継続するケースは，このノミナル値でコ

ストを評価したものである。それぞれのケースの生産コストを，次の式により評価する。rlは生産切

替えの場合，r2，　r3は，海外生産，国内生産を継続した場合のコストである。

　　　　　　　　　　　　　　　T
　　　　　　　　　　　　ri　＝2p（T’t）ci（t），i＝　1，　2，3　（6g）

　　　　　　　　　　　　　　　t＝1

ただし，Ci（t）は期間tにおけるコストであり，ρは割り引き率である。生産コストを評価する期間を

Tとする。

　コスト削減の相対効果は，次のように定義できる。図4には，このように定義したコスト削減効

果を示している。

　　　　　　　V2　＝　（r2　一ri）／r2　×　100，　V3　＝　（r3　一一　ri）／r3　×　100　（70）

対応するコスト削減効果を切替えコストを横軸に，縦軸にV2，　V3を示している。これより分かるよ

うに，時系列予測の誤差がコスト削減の決定におよぼす効果は大きい。更に，ここでは示していな

いが，予測値を逐次的に観測値と見なして予測を実施する場合，あるいは時系列予測の学習データ

と検証のデータが異なる場合では，2つの予測手法にもとつくコスト削減効果の開きは拡大する。

表1．為替レートを予測する入カデ一郭

variables meaning variable meaning

C 　　　　　　　　●モ盾獅唐浮高垂狽撃盾 IM import

CPI consumers　price　index W wage
EX export R short　term　interest　rate

RATE exchange　rate（vs．　US　dollar） T tax

GDP gross　domestic　product u unemployment
1 investment

一18一



不確実性下の投資決定問題とリスク分析手法について

ee 戟|

08’燭

A
o．　Ai

as

as

Oi4　’・

O，3

02
e

㌦vんへ

弓9

謝漆r

：’?へ∴ノ㌧・4

．一1：　y，　Lr’一．

　陶

si　“

oe

O，1

0e

e，s

e，4

e3

0t

x
’XV　t：一f’

bノ’、

姻葬＝

賑　　，ゾ

図2．

‘oo

：：：㌧遍

鷺

ee　　　　　　　駒　　　　　　　　　　　　　　　　tN

　対ドル円レートの多段ファジィ推論システムによる予測

A

Fit　for　A　from　AruMA

，MOD－2　CON

1　15　29　43　57　71　85　99　113

　8　22　36　50　64　78　92　106　120

連続番号

　図3．対ドル円レートのARMAモデルによる予測図

諺

ac

IS

10

5

0

・5

－10

－t5

V2

＝謬：讐翻捲．＝；＝

・09げω091二4　・…一

V3
’S．一．一li．一．

、・ 秩v鴨璽

　馬「し㍉噛、

　　噛．
響儀。。

一一
鼈黷笈鼈鼈黶g一一

　O　O．OOS　O．Ol　O．OIS　O・oa　S　　」IC
図4．多段ファジィ推論による予測を用いた場合のコスト削減効果

　　　　　　　　　　　　　　一19一



経済学研究　第68巻第1号

7　多段ファジィ推論システムによる関数近似と時系列予測

7．1　多段ファジィ推論システムの概要

　以下では，これまでわれわれが開発してきた多段ファジィ推論システムによる変動要因の推定方

法の概要を示し，投資決定問題に有効に適用できることを示す。

　ファジィ推論システムの関数近似能力を用いて，未知のシステム方程式を推定することが行われ

ており［1］，特に決定論的な方程式で記述されるカオス力学系の推定に応用されている［19］［20］。こ

れまで，このような方法論は示されているが，入力変数の数が増加するとルール数が爆発的に増加

するので，現実的な課題に適用が困難である問題が存在している。我々はこの問題を解決する1つの

方法として多段ファジィ推論システムを提案しており，いくつかの応用例を示している［23］一［26］。

　入力を数段階に分散して用いる多段ファジィ推論は，1段のシステムと比較してルール数を大幅

に削減でき，しかも性能が同程度であるので，入力変数を多く用いる決定問題に適していることを

示した［8］［13］。一方，カオスは決定論的にシステムが記述されるので，ファジィ推論で関数近似を

行い，その力学系を近似することで時系列予測を行う問題として取り扱うことができる。カオス理

論では決定論的なモデルを用いているので，方程式が推定されると，将来の値の予測は簡単な計算

により実行できることになる。

　以下では多次元のカオス力学系を考え，図5に示すようなシステムによりカオス時系列を生成す

る方程式をファジィ推論システムにより近似する。すなわち，それぞれの次元の挙動を示すシステ

ムへの入力には，その次元の変数と同時に，他の次元の変数の時間遅れ要素も含まれる。

x（t一一12

Kt－1？

z（t’2？

“〉@”’

図5．ファジィ推論システムによるカオスの推定（3次元の場合）

7．2　多段ファジィ推論ルール

　ここで扱われる多段ファジィ推論システムは，それぞれNiの言語記述的if－thenルールを含むNス

テージのルールの組合せにより表現される多入力単一出力システムである［22］，［25］，［26］。

このシステムの概要を図6に示す。
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（Stage　1）

If　xi　is　Ali　and　．．．　and　xM　is　AIM

　　　　　　then　yi　is　wl

If　xi　is　A？i　and　．．．　and　xM　is　A？M

　　　　　　then　yi　is　w？

If　xi　is　A？1　and　．．．　and　xM　is　A？M

　　　　　　then　yi　is　w？’

（St，age　2）

If　xi　is　A5i　and　．．．　apd　xM　is　AsM　and　yi　is　BS

　　　　　　then　y2　is　w2i

If　xi　is　A3i　and　．．．　and　xM　is　A22M　and　yi　is　B22

　　　　　　then　y2　is　eq，2

1f・x、　i・Agぞ　and．．1　and　xM　i・幽and“1　i・B身・

　　　　　　then　y2　is　wi2

（Stage　N）

If　xi　is　AM　and　．．．　and．xM　is　ANM．　and　yN－i　is　BN

　　　　　　then　y．　is　wN

　Xj（ブ＝1，2，，M）は入力変数である。　Ail」はi番目のステージ，ノ番目の入力変数ηに与えられ

たファジィ集合である。実数ωをは，各推論ルールに用いられるウェイトである。出力変数ッ‘¢＝

1，2，．．．，N－1）はi番目のステージの推論の結果であり，その次のステージの入力変数として

用いられる。Bをはk番目のルールとi番目のステージ，そしてYi．1におけるファジィ集合である。

　　　　　　　　　　Xbl

Xel

宅

∬b2

ﾌ82

　　　　　　　　……⑤垂一

　　　　　　　　　　XbN　一一一一’

　　　　　　　　　　　XeN　一

　入力変数xノはx，，X2，＿，XMから選択

　　各i段についてXbl，＿，x．iを入力

図6．多段ファジィ推論システム
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　出力YNは最終ステージにおいて算出され，それは全体の推論の結果となる。

　我々は出力を決定するための後述される単純化された簡易化されたファジィ推論を用いる［20］。

この簡易ファジィ推論により，’番目のステージの推論で算出される出力は，以下の式で与えられる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M“
　　　　　　　　　　　　　　　　μ夕＝rl：μ鴫（忽ゴ）　　　　　　　（72）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　れま　　　　　　　　れぜ
　　　　　　　　　　　　　　　y・＝Σμ砦ωケ／Σμ夕　　　　　　　　　’（73）

　　　　　　　　　　　　　　　　　kニ1　　　　　k＝＝1

　μ．鵡は，ファジィ関数鵡のメンバーシップ関数であり，μをは‘番目のステージにおけるた番目の

ルールの適合度である。M“はi番目のステージにおける入力変数の数である。その最大値は前のス

テージの出力がまた次のステージの入力として用いられることからM＋1となる。しかし，常にシ

ステムへの入力変数の一部だけが，各ステージの入力として用いられる。そのため，M“はM＋1よ

り十分に小さい。

　出カッはウェイト備とμをとを掛け合わせた合計値によって得られたものを，μケの合計値にで

割ったものとして求められる。i番目のステージの入力として用いる出力変数　Yi－1に対しては，メン

バーシップ関数μ．Bを（iYi－1）をμ．鵡（Xj）の代わりに用いる。

　幣はニューラルネットワーク設計における逆伝搬法を用いて最適化できる［27］。

　以下の式で，〉’は最終端の出力であり，：yPは学習に用いるP番目の入力変数の組に対し，望ましい

出力の値として表される。

　　　　　　　　　　　　　　　」，＝（〃一の2／2　　　　　　　　（74）

を最小化する噌は次のように与えられる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　δN二竃ノー㌢P　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（75）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れハノ
　　　　　　　　　　　　　　ムωXニ・δNμ匁／Σμ先　　　　　　　　　（76）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の
　　　　　　　　　δi－B一’・6i＋・Σ（略、一Σω㌫、μ乳、）∂μ砦／∂∬ゴ　　　　　　（77）

　　　　　　　　　　　　　　　k＝1　　　　　　k＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　れぜキ　
　　　　　　　　　　　　　　　B一（Σ略、略、）2　　　　　　　　　　（78）

　　　　　　　　　　　　　　　　　k　：1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れぎ
　　　　　　　　　　　　　　△ω！　＝・δ・（μ夕／Σμ夕）　　　　　　　（79）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝　1

　Xiは入力変数，εは収束のためのパラメータである。この式の導出は文献［23］［25］［26］に示されて

いる。
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7・3　GAによるメンバーシップ関数の形状の最適化

　ファジィ推論におけるメンバーシップ関数の形状や個数は，推論結果に影響を及ぼすことが知ら

れている。しかし，形状に関しては，それが台形，つりがね状，三角形のいずれであっても，推論

結果には大きな影響を与えないことも知られている。従って，以下では，メンバーシップ関数の形

状を三角形であると仮定し，遺伝的アルゴリズム（GA：Genetic　Algorithm）によりこの形状（三角形の

レンジ，最大値をとる点）を最適化する方法を述べていく［24］［25］［26］。

　GAを用いて三角形のメンバーシップ関数の形状を最適化する問題は，具体的には，三角形を図形

として特徴づける点である三角形のレンジ，最大値をとる点をどのようにとるかの問題となる。メ

ンバーシップ関数は，それぞれのルール変数ごとに存在するので，これを一度に評価する必要があ

る。

　ファジィ推論システムのすべてのメンバーシップ関数を並べて模式的に示した場合，メンバー

シップ関数の集合を，GAにおける個体（ストリング）として表現する。このストリングにおいては，

メンバーシップ関数を構成する三角形の底の部分（レンジ）の座標と，値1をとるxの場所が格納され

る。なお，GAのストリングをビット列で表現することも可能であるが，場所を示す情報はまとまっ

て次の世代に引き継がれる必要があるので，三角形の特徴点を固定小数点で表現したときの，小数

点以下5桁を個体における整数として表現している。

　GAにおける操作手順としては，交差（crossover）と突然変異（mutation）とを用いることとし，交差

により生成された新しいストリングにより，古くて能力の低いストリングを置き換える方法をとる。

7．4　応用例

　最初に1次元のカオスカ学系に対して本手法を適用する［28］一［30］。これに対し，多段ファジィ推

論を適用した結果をまとめてみる。近似の評価は，ファジィ推論システムにより生成された予測値

と，観測値との誤差の平均で定義する。

（1）1次元システムの推定

　カオス力学系から生成された時系列x（t）を観測しておく。この過去の値x（t－1），x　（t－2），．．．

から現在の値を推定するシステムを構成する。多段ファジィ推論システムの段数を3としておき，

それぞれの段への入力信号は，第1段ではx（t－1），sc（卜2），　x（t一　3），第2段ではx（t－4），

x（t一　5），第3段ではx（t一　6），x（t一　7）としておく。ここで，予測誤差は次の式で与えられる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　T
　　　　　　　　　　　rmse＝［1／T2（x（t）一x（nyt））2］’／2／a　．　（so）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　t＝1

ここで，x（t），κ一（t）はT．期にわたる実測値，予測値であり，σは時系列の分散である。　rmseを表2

に示している。これより分かるように，GAを適用することにより予測の改善が見られている。
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表2．ファジィ推論による予測誤差（1次元）

systems rmse

Logistic　map の（t）：0．0732

（2）多次元システムの推定

　次に，次元が2ないし3であるカオス力学系により生成された時系列を用いて，ファジィ推論シ

ステムを用いた関数近似の例を示す［29］’［30］。

　いくつかの2次元，3次元のカオス生成システムで発生された時系列をファジィ推論システムで

予測しながらシステム推定をした場合の結果を表3，4に示す。これより分かるように，GAを適用

することにより予測の改善が見られている。

　また，図7にはレスラー方程式により生成された時系列の場合について，システムの推定をした

場合の予測誤差を示している。これより分かるように，部分的には予測誤差が相対的に大きくなる

が，全体として良好な予測（システム推定）を行っていることが分かる。

表3．ファジィ推論による予測誤差（2次元）

systems rmse

Henon　map ∬（t）：1403，〃（オ）：0．1520

Ikeda　map ω（の：0．1115，！ノ（t）：0．1038

表4．ファジィ推論による予測誤差（3次元）

systems rmse
Rossler 記（t）：0．0495，〃（オ）：0．0736，β（オ）：0．0537

Lorentz 劣（t）：0．0832，〃（の：0．1018，z（診）：0．0704

1．2

’
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e，一

〇，一

〇」匿
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o輌岡w創廟一9【●6頃㎞。岬一

。　te　oo　w　to　to　co　ro　oo　v）　100

図7．x（t）の予測結果（rossler）
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8．カオス力学系によるシステム近似

8．1　GPによるシステム推定とカオス時系列予測

　次に，変動過程をモデル化する方法として，カオス力学系による近似方法を用いることを提案す

る［37］，［38］。カオス力学系とは，決定論的なシステム（確率変数などの不確実性を含まない微分方

程式）によりデータが生成される仕組みを表し，生成されるデータは極めて多様な不規則性を含んで

いる。データを生成するシステムには不確実性は含まれないが，データには不規則性が含まれる。

　われわれは，以前，観測されたデ・一一・タからこれを生成するカオス力学系を推定する問題に対して，

遺伝的プログラミング（Genetic　Programming：GP）を適用することを提案し，良好な結果を得ている

［37］［38］。GPとは，例えば式（1）に示される方程式の右辺を木構造により表現し，変数に値を代入し

た場合の左辺の値を求める操作を繰り返す場合において，複数の木構1造を用意し，求まる左辺の値

が観測値に近いものから遺伝的操作により，より良好な特性をもつ木構造を生成する方法である

［33］一［36］o

　いま，次のようなn次元のダイナミックスを考える。離散系においては

　　　　　　　　　　　　　　　xi（t＋1）＝Fi（x（t））　（sl）

連続系では

　　　　　　　　　　　　　　　dxi（t）　／dt＝Fi　（x　（t））　’　（s2）

ここで，κω＝（κ1（t），κ2ω，．．．，κn（t））はn次元の状態ベクトルであり，Xi（t）は第飲元目の状態

である。いま，（κ1（t），κ2ω，．．．，xπω）の系列が観測されていると仮定して，　Fi（t），　i＝1，2，．．．，

nを推定する問題がシステム近似の問題である。

　GPはGAの1つの拡張であり，個体はGAのようにビット列ではなく，数学演算のための演算子，変

数からなっている。システム方程式を表現する方法にはいくつか存在するが，ここでは，比較的効

率のよいprefixによる方法を用いる［36］。

　GPのシステムは基本的に，3つの部分からなりたっており，その第1番目は個体の表現である。

方程式は木構造で表現できるが，すでに述べたように，これをprefixにより置き換えておく。例え

ば，次のように方程式を表現する。

　　　　　　　　（3　×　xl　一x2）　×　（x3　一4）　一〉　×　一一　×3xlx2　一　x34　（83）

次に必要なのが，GPにより表現された個体の解釈である。これには式（83）に示すような式により表

現された微分方程式の右辺の形をもとにして積分し，時刻tにおける値を求めることである。このよ

うな演算をGPにおいて実施するには，コンパイラなどで用いられるスタックを使う。

　第3番目に必要なのが，GPにより個体を性能の良いもの（今の場合には関数近似の能力のたかいも

の）に変換していく方法である。この場合，GPを適用する前に，それぞれの個体の能力（適合度とよ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一25一
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ぶ）を計測する必要がある。時系列の予測問題であるので，個体により表現される関数系により予測

される時系列の予測値1（t）と，観測された時系列x（t）の2乗誤差をとり，この逆数がこの個体の適

合度となる。

　個体の集合（プール）の能力をたかめることは，個体に対して交叉処理，突然変異処理を行うこと

により可能である。しかし，GAにおける遺伝的操作と異なり，　GPにおいては任意の位置で交叉をす

ると意味をなさない個体を生成する可能性がある。このため，以下で述べるようなStαchCountとい

うカウンタを用いる。

　StαckCountの値は，　prefixで表現された個体のストリングを左側からサーチしていき演算記号に

出会うとその数値を1つ増やし，被演算子に出会うとその数値を1っ減らす操作を実施した結果で

ある。個体のストリングの全体をサーチ終えたあとに，StαcleCountの数値は必ず1になる。従って，

GPにおける初期個体を生成するときに，この条件を満足しないものは個体として採用しない。突然

変異の処理においては，個体である表現の一部を別のものに置き換える。これらについては，後で

述べる。

　なお，以下の方法では，方程式表現における定数の決定，変数の選択などのために，通常のGAを

用いている。GPを用いて関数の形を決定しても，カオス力学系においては初期値も推定する必要が

ある。また，関数の構造は同じであっても，用いる変数を変更することにより，更に適合度のたか

い個体を求めることができる。このような目的のために，GAにおけるストリング（個体表現）で定数

を表現したり，変数の名前をストリングに書き込んだものを用いることにより，GPを用いて関数形

を改善する方法を更に効率的にできる。

　以上のような方法をアルゴリズムとしてまとめると，次のようになる［37］［38］。

（ステップ1）

　乱数を用いて被演算子，演算記号の並びからなる初期個体のプールを構成する。生成された個体

が関数を表現するものであるかどうかの妥当性を，すでに述べたStαcleCountを検査することにより

行う。条件を満足しない個体はプールに含めない。必要数の個体が得られるまで繰り返す。

（ステップ2）

　個体に表現された関数をもとに，それぞれの個体により得られる予測値を求める。これをもとに

して，個体における適合度を求める。個体のプールを適合度の順にソートしておく。

（ステップ3）

　遺伝的操作により新しい個体を生成する。適合度に応じて2つの個体を選択する。次の示す適合

度から変換された確率に応じて個体iが選択される。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N
　　　　　　　　　　　　pi＝（Si　一一一　Smin）／2（Si　一一　Smin）　（84）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　：1

ここで，Sminは適合度の最低値，　Nはプールの大きさである。個体A，　Bに対する交叉処理は，次の

ように行う。個体Aの任意の場所を乱数をもとにして選択する。ストリングの左から数えて，この

位置までもStαcleCountの値をkとしておき，個体Bの中で，その位置までのStαckCountの値がleとな
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る場所（一般に複数）を特定しておく。ζの個体Bの複数の場所から，確率に応．ｶて1つを選択する。

この位置を基準として，個体A，Bの交叉処理を行い，新しい個体を生成する。生成された新しい

個体により，プールに存在する適合度の低い個体を置き換える。

（ステップ4）

　初期値と変数の組合せを最適化するために，GAを適用する。　GAの個体には，初期値，定数を数値

で表現したもの，変数の名前を並べたものなどがある。GAの操作といて，通常よく用いられている

交叉処理，突然変異処理を用いる。

（ステップ5）

　一定の確率で，突然変異の処理を実施する。突然変異には2つの種類があり，それぞれ次のよう

なものである。

G一然変異：グn・・一バルな突然変異を意味し，任意の個体を選択して，その部分木を，あらかじめ作

成しておいた矛盾のない木構造をしている部分木により置き換える。

L一然変異：任意に個体を選択して，この個体の被演算子，演算記号の部分を，任意に選択した被演

算子，演算記号により置き換える。

（ステップ6）

　ステップ2からステップ5までの操作を規定回数繰り返す。途中で，関数による近似誤差があら

かじめ決めた値より小さくなったらアルゴリズムを終了する。そうでないときには，規定回数まで

繰り返す。

8．2　GPによる離散系システム推定の例

　以下では，前に用いたushiki　mapにより生成された時系列から力学系を推定する問題などを含めた

問題4つをGPにより解いてみる。

（No．1）太陽黒点の変動

（No．2）オゾン濃度の変動

（No．3）株価データ

（No．4）ushiki　mapで生成した時系列

　シミュレーションの条件を，次のように設定する。

個体プールのサイズ＝500

配列の最大値＝20

GP最大適用回数：＝500

データサンプル数＝20

　推定された方程式は省略する。予測誤差を，次により定義した場合の数値を表5．4に示す。

rmse　：（N．一’2（x（t）　一x（t））2）’／2／a （85）
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ここで，σ2は観測された時系列の分散である。また，予測と観測の状況を図8に示す。

表5．時系列予測の誤差

rmse

No．1　No．2　No．3　No．4

O．65　O．64　e．27　O．14

J

25

2

議

！’

一◇一観測値
一一一一一一一 ¥測値

副／

　サ

O　　　　　　S　10　T5　2e　2　co　15　40　15　fie

図8．Ushikimapにより生成された時系列の予測

次に，方程式系が3次元である場合の適用例を示す。3次元である場合x（t），ッω，2（t）によりシス

テムが動いているが，実際にはκωだけが観測されていると仮定する。従って，y（t）とz（t）とを記述

する方程式は表にはでてこないが，例えば統計データから経済構造などを推定する目的には適して

いる。

　方程式系が3次元である場合には，それぞれの変数ごとにGPによる推定システムを作成し，これ

らの出力が他の変数のシステムで用いられることになる。計算は複雑そうに見えるが，それぞれが

分離されているので，推定された変数の値を，相互に用いることに注意しておけば問題はない。

　同じ4つの時系列から力学系を推定する問題を考察する。

推定された方程式を表6に示している。表7には，式（85）で定義された予測誤差を示している。

表6．システム方程式の同定

No．

No．1

No．2

No．3

No．4

equations

　　　x（t　十　1）　＝＝　（x（t）　十　4．51）

》（》（（…（蝋・（の一一・y（t））＋024）））

y（t　＋　1）　一一　．i（y（t））　＋　z（t）　＋　y（t）　一　1．72

i（t　十　1）　＝　cos（O．88cos（x（t）））　一　3．04

x（t　十　1）　＝　2．19y（t）（1．06　十　z（t））　十　x（t）

　y（t　＋　1）　＝＝　cos（v’（x（t）　＋　6．65））

　　　z（t　十　1）　＝　y（t）　一一　8．45

x（t　＋　1）　＝＝　2x（t）　一　y（t）　一一一　1．28cos（x（t））

　y（t　十　1）　＝　一cos（sin（x（t）））　一　O．41

　　　　　z（t　十　1）　＝　y（t）

　x（t　十　1）　＝　O．136　十　3．41x（t）　一一・　x（t）2

　y（t　十　1）　＝　sin（sin（一一x（t）　一一　O．68））

　i（t　十　1）　＝　1．36sin（x（t））　十　3．74
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　　　　奉7．時系列予測の誤差

rmse

No．1　No．2　No．3　No．4

O．65　O．64　O．27　O．14

8．3　GPによる連続系システム推定の例

　以下では，GPによる関数近似の能力を検証するために，2つのCNN（Cellular　Neural　network）類型

について，関数形を推定する［44］。CNNについての詳しい説明は省略するが，平面的に配置されたセ

ルの間でダイナミックスが定義されるシステムである［43］。パラメータによって，カオス状態とな

る。以下では，次のような2つのCNNをとりあげる。この観測データから関数を推定する問題である。

関数が推定されたら，観測時系列の予測問題に適用できる。

（CNN－3）

dUiゴ／（it＝・α（Viゴーノ1u建宛」一9（Ztiゴ））十1）u（ILi＋14十ILi－1，ゴ十u瑠＋1十u二一1－4u毎）

　　4u毎／dt＝zeiゴーViゴ十ωiゴ十Dv（Vi＋1，ゴ十Vi＿14十Vi，ゴ＋1十Vi，ゴー1－4”奄ゴ）

　　　　dωiゴ／dtニーβ砺ゴ＋Dω（ωi＋1，ゴ十ωi，ゴ＿1十ωi，ゴ＋1十ωi，ゴー1－4ω歪ゴ）

　　　　　　　　　g（x）　＝　six　十　O．5（so　一一一　si）（lc十　II　一　lx　一　ll）

（86）

（87）

（88）

（89）

このモデルは，Utj，　Vi」，Wtjのそれぞれの変数に関して，近隣…のセルへの流出（流入）を考慮したモデル

であり，セルどうしが，より緊密な提携関係にあるケー一一一スを想定している。

（CNN－1）

更に，式（86）一（89）に示すモデルにおいて，次のように設定したモデルをCNN－1とよんでおく。

　　　Au　＝＝　O，　Dv＝　O，　Dw　＝O

　　　　　　　　　　　　　　g（x）＝＝O．5［（si十s2）x十（so一一一si）（lx一一Bi　l－IBi　l）十　．　（90）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　十（s2　一一　so）（lx　一　B21　一　IB21）］　十a

　このモデルは，ui」にだけ周辺への拡散を仮定しており，式（90）で記述されるCNNは，　Chua　circuit

とよばれている。

　まず，CNNによる信号を発生しておいて，特定のセルにおける観測信号とする。この信号をもとに

して，GPによりCNNのシステム方程式を推定し，もとの形と比較することにより性能を評価する。推

定のシミュレーションの条件は次のようである。

個体プール規模：1000

配列の最大長：変数u，v，ωに相当する部分を合計して100以下

最大世代数：500
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データ長：20

関数に含まれる演算子：＋，一，×，／，目

　具体的に計算する過程より分かるよう，方程式を解くにはあるセル。（i，ノ）の周辺のセルにおいて

発生した変数の値を用いる。従って，例えば2次元のCNNの場合には，100×100の全体のセルについ

て微分方程式を解いていく必要がある。拡散の係数はGAにより推定されるべき定数となる。

　以下のシミュレv・・一・一ションでは，それぞれのCNNについて次のようなパラメータを設定している。

（CNN一　1）

ac　＝9，　B＝30，　si＝s2＝2／7

sO＝＝一1／7，　E＝＝1／14，　Bi＝：一1，　B2＝1

（CNN一　3）

a　＝9，　B＝：19，　so＝一1．143，　si＝＝O．714

また，シミュレーションの条件については，本論文を通じて次のように仮定する。

解析手法：ルンゲクッ三法

きざみ幅：h＝0．01

最大ステップ数：100

　推定の誤差について，次のような式で定義する。

n　一一　rmse　＝　［2（x（t）　一　x（t））2／N．］’／2／a
（90）

ここで，合計は対象とするすべてのセルについて実施し，σ2は観測された信号の分散である。

　図9には，GPにおける世代数と関数近似の収束の例（n－rmse）を示している。このように，ほぼ50

回のGPにより良好な近似を得ている。表8には，このようなシミュレーション実験の結果を示して

いる。表8には，同時に，関数近似により得られる関数形が，ほぼ最終的な形と一致するまでのGP

世代数も示している［44］。

os

oS

o4

03

図9．関数近似誤差とGPの世代数
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　　　　　　　　　　表8．近似誤差

name n－rmse 錦
CNN－1

bNN－3

0．02

O．03

59

V5

9．むすび

　本論文では，不確実一下の投資決定問題とリスク分析の解法について，確率微分方程式による定

式化と動的計画法の関係を中心として述べ，具．体的な解析手順について展開した。計画問題におけ

る条件や環境が変化する場合に，複数の決定変数をもつ場合の問題と同様に定式化できること，更

に，離散的な状態変数の導入により，このような問題を統一的に処理できることを示した。動的計

画問題により投資決定問題を解く場合には，変動要因をモデル化する場合の精度が，大きな影響を

及ぼすので，われわれが提案した2つの代表的な手法，すなわち，多段ファジィ推論システムによ

る生成系の推定と時系列予測，および遺伝的プログラミング（GP：Genetic　Programming）によるカオ

スカ学系の近似について述べその性能を評価した。

　今後の課題としては，実際的な投資決定問題への動的計画法の応用について，変動要因の導入を

モデル化すること，計算の速度を向上することなどがあり，検討を進めていきたい。
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