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はしがき

電子交換、ンステム，情報処理、ンステム， 電子計算機システム， 航空輸送システム，ロケットシス

テム，などのように大規模で， またシステムに課せられた使命が質的に高度化してくると， その内

部のどれかの故障でシステムが停止する機会が増加し， また故障による機能停止に伴う損害が増大

するから，信頼性が特に重視されることになる。

システムを高信頼度にするためには， システムを構成している要素の信頼度を高めることは勿論

であるが，これにはおのずから限界がある。

このための 1つの方法として，冗長法が考えられる。冗長法は機能的には不必要な余分な構成要

素を附け加え， 構成要素の故障がただちにシステムの故障となる機会を少なくすることにより， シ

ステムの信頼性を向上させようとするものである。

冗長度を与えたシステムで保全を伴う場合はさらに信頼性は向上する。 このようなシステムの信

頼性を量的に評価することは重要であるが， この場合の信頼性の評価は困難となり一般的条件のも

とでは未解決なものが多い。

本論文で取扱うシステムはサブシステム S。とサブシステム S1が直列に連結されている 2段直列

構成システムで S。は N 個の同ーなユニット (S。のサブシステム）から成る K-out-of-N、ンステ

ム (K=lのとき並列、ンステム， K=Nのとき直列システム）で S1は相異るM 個のユニット (S1

のサブシステム）から成る直列システムである。 S。が並列システム (K=l)の場合については各

ユニットの故障生起，各ユニットの保全の仕方に適当な条件をおいて信頻性を評価しているがが S。
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が K-out・of-Nシステムの場合は未解決である。

S。が並列システムの場合については， Kulshrestha (1),〔2〕はシステム故障が生じたときだけ

保全を行う場合の定常アベイラビリティを求めている。 Nakamichiet al.〔3〕は S。の故障したユ

ニットを逐次保全を行い，サブシステム S1に優先権を与えて割込継続形 (Preemptiveresume) 

の場合について解析している。 Kodama⑭〕は同様に割込反復形 (Preemptiverepeat)の場合を

解析し，行列形でなく， 具体的な信頼性の評価を与えている。また故障生起順 (head-of-the-line) 

の場合も同様に解析可能であることを述べているが解は与えていない。 この論文は上記の諸結果を

特殊な場合として含み， さらに未解決な種々のモデルについて信頼性の評価を与えている一般的な

研究で， これらの諸結果はシステムの信頼性・保全性設計に利用でき， さらにシステムの最適設計

の基礎資料として価値を有するものである。

1 モデルの定義と記号

2段直列構成になっているサブシステム S。と S1（図 1)を1人で保守する。

サブシステム S。：同一のユニットから成る K-out-of-N:G システム (K個以上作動していれば

システムの機能を果す冗長、ンステム），サブシステム S1:異なる M個のユニットからなる直列シス

テム（すべてのユニットが作動しているときシステムの機能を果す冗長のないシステム）。保全され

たユニットは保全の後新品と同様になり， ユニットの故障時間は指数分布に従い， 保全時間は一般

分布に従う M/G/1型モデルである。 システムが停止しているとき故障していないユニットの故障

率は 0であり，ユニットの故障は匝ちに発見されるものとする。

システム停止は，

(1) サブシステム S。において N-K+l個のユニットが故障したとき，

(2) サブシステム S1において任意のユニット (1個）が故障したとき， のいずれか一方が起

るとき生じるものとする。

保全方策の違いによって次のモデルが考えられる。

(A) システム停止のときのみ保全を行う場合

この場合代表的な 3つのモデルを考察する。

モデル1:サブシステム S。の停止によってシステム停止となった時はS。中の故障ユニット N-

K+l 個を保全し，保全完了後システムを動作させる。 S1 の j 番目 (l~j~M) のユニットの故

障によるシステム停止の場合はそのユニットのみ保全する (S。中に故障ユニットが存在してもこの

時点ではその保全を行わない）

モデル2:モデル1と異る点は S。の停止によるシステム停止の場合，故障ユニット N-K+l個

全部の保全をするのではなく 1個の保全が完了したら直ちにシステムを動作させ保全は次のシヌテ

ム停止まで中止する。

モデル3:モデル1と異る点は S1の停止によるシステム停止の場合， S1中の故障ユニットとそ

のとき故障中の S。のユニット全部を保全する。
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(B) 逐次保全を行う場合

これはユニットが故障する時，保全待 (1人で保守するための保全待ちの可能性が生じる）がな

ければ直ちに保全を行う場合である。

モデル4:サブシステム S。のユニットが故障した時，逐次保全を行う。サブシステム S。の停止

でシステムが停止した時，保全を終えたユニットは直ちに動作させ、ンステムが再び動作するように

する。サブシステムふの停止でシステムが停止した時，サブシステム S。の保全中のユニットの保

全を中断して先にサブシステム S1の故障したユニットの保全を行い，保全の完了後サブシステム

S。のユニットの保全を続行する（割込継続形保全）

モデル5:モデル4と異る点は割込反復形の保全を行うことである。即ち，サブシステム S1の停

止でシステムが停止した時，サブシステム S。の保全中のユニットの保全を中断して先にサブシステ

ム S1の故障したユニットの保全を行い保全の完了後サブシステム S。のユニットの保全を最初から

やり直す。

モデル6:モデル4と異る点は故障生起順形の保全を行うことである。即ち，サブシステム S1の

停止でシステムが停止した時， サブシステム S。の保全中のユニットの保全の後，サブシステム S1

の故障したユニットの保全を行う。

システムは任意の時刻において次の状態のどれか1つの状態にある。

E炉サブシステム S。と S1のすべてのユニットが動作していてシステムが動作している状態

E;:サブシステム S。の i個のユニット， サブシステム S1のすべてのユニットが動作していて

システムが動作している状態， K~i~N-1

F正 1:サブシステム S。の N-K+l個のユニットの故障でシステムが停止しており，故障した

ユニットの保全を行っている状態，

F;j:サブシステム S。の i個のユニットが動作していてサブシステム S1の j番目のユニットの

故障でシステムが停止しており，その故障ユニットの保全を行っている状態。

以上， E.はシステムが動作の状態， F.はシステムが停止の状態を表わしている。

次にシステム解析を行う上で必要な関数，記

号等の定義を列記する。モデル1の解析に必要

なものを最初に述べ，以下各モデルで必要なも

のを追加する。

記号：

（モデル1)

入。 e-•ot : S。の各ユニットの故障時間の確率密

度関数；

入 ie叫： S1 の j 番目（l~j~M) のユニッ
M 

トの故障時間の確率密度関数； A＝工Ai
i=l 

f(t): s。の停止でシステムが停止した時， S。
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の (N-K+l)個のユニットを保全する場合の保全時間の確率密度関数 f(t)=μ(t)exp [ -J:μ(x) 

dx]; 

瓜t):S1の j番目のユニットの保全時間の確率密度関数， J;(t)＝μ;(t)exp [-f>1(x)dx], K~ 
M ゜j~M; f*(t)＝エM(t)／入；
i=l 

K*, Kt: f(t)および fi(t)の1次の積率（平均保全時間）；

P;(t)：時刻 tでシステムが動作中で， S。の i個のユニットが動作している確率， K~i~N; 

Pい (t,x)dx:時刻 tで S。の停止でシステムが停止していてその保全経過時間が (x,x+dx)にあ

る確率；

Pい (t)：時刻 tで S。の停止でシステムが停止している確率， Pい (t)=J:pい (t,x)dx; 

Pu(t, x)dx:時刻 tで S1の j番目のユニットの故障でシステムが停止していてその保全経過時間

が (x,x+dx) にあり， S。のユニットが i 個動作している確率 K二 i~N, l~j~M; 

Pu(t)：時刻 tで S1のj番目のユニットの故障でシステムが停止していて， S。のユニットがi個

動作している確率， pi1(t)＝［肛(t,x)dx; 
L(s) ：関数 L(t)のラプ ラス変換， L(s)= f ~ e-stL(t)dt; 

g(s) =[s+J(l-f*(s)）］／入。

i 

h(s, i) = { 
!!~[j+g(s)]/i, 

1'  

N 1 
l/M*=エ--;-；

i=K l 

（モデル 2)

K~i~N 

i=K-1; 

fo(t): S。の各ユニットの保全時間の確率密度関数， fo(t)=μ。(t)exp[-『瓜(x)dx]; 
Kt}': J~(t) の 1 次の積率

（モデル3)

jり(t):s。の i個のユニットと S1の j番目のユニットの保全時間の確率密度関数， fu(t)= 

μu(t)exp[-『固(x)dx], 0 ~ i ~ N-K, 1 ~ j ~ M; 
Kj:ん(t)の1次の積率， g0(s)= (s＋入）／入。；

i 

h0(s,i)= {(:K H [j+g0(s)] /j, 
1'  

K~i~N, 

i=K-l; 

（モデル4)

P;(t, x)dx: 時刻 t でシステムが動作中でかっ S。の i 個 (K~i~N-1) のユニットが動作して

いてその保全中のユニットの保全経過時間が，（x,x+dx)にある確率， P;(t)=lnP;(t,x)dx; I。
Pij(t, y, x)dy:時刻 tで S1の j番目のユニットの故障でシステムが停止していて，その保全経

過時間が，（y,y+dy)にあり， S。の i個のユニットが動作可能で故障したユニットの保全経過時間
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が時刻 t-y までに X である確率， K~i~N-1

a,j:クロネッカのデルタ

＾ a(s, i) =s+i入。十J(l-J*(s))

i ^ ＾ 
Vks)＝ ｛i=K+1 II [1-fo(a(s,j))]/fo(a(s,j)), 
1 

’ 

K+l~i~N-1 

i=K 

i N 
Eils)＝止）（N-n）入。Vt_1(s) / a (s, N) 

Cu(s)＝叩）バs,n) m(s)／a(s,N) ＾ 
Af(s) =C1+1.N(s)fo(a(s, K))/[CK+1.N(s)fo(a(s, i)）門(s)]; 

Bt(s) = [C+1,N (s) EK+I,i (s) -C K+1.1 (s) E;+1,N (s)] / [/o (a (s, i))C K+I,N (s) Vt(s)] ; 

（モデル5)

ri=i入。十A;

＾ ＾ I!_ [(1-fo(s+rk))!Jo(s+rk)]/[a(s, k)/(s+rk)], 
Vf(s) = {::i+1 
1 

誓）＝芦り） （N-n）入。Vい(s)/a(s,N); 

L. IN 
Cり(s)＝呈し）a(s,n)Vい(s)/a(s,N); 
A~(s) = [C1+1.N(s)fo(s+r1t)] I [C克＋1,N(s)fo(s+r1)Vt(s)];

K+l:;;;; i:;;;; N-1 

i=K; 

Bf(s) = [Ct+i.N(s)E素+1,i(s)-Cもぃ(s)Ef+1.N(s)] I [C委＋1.N(s)fo(s+ri)vies)]; 

（モデル6)

尻（t,x)dx:時刻 tで S1の j番目のユニットの故障でシステムが停止していて S。の i個のユ

ニットが動作可能で S。の保全中の保全経過時間が (x,x+dx) にある確率 K~i~N-l, 1~ 

j~M; 

以上のモデルについて， システムの信頼性の評価尺度である信頼度関数（時間 tの間システムが

動作している確率）のラプラス変換形，システムの平均寿命（システムが停止するまでの平均時間），

時点アベイラビリティ（システムが時刻 tで動作している確率）のラフ゜ラス変換形， 定常アベイラ

ビリティ（定常状態でシステムが動作している確率），また定常状態におけるシステムの状態確率を

求める。

II システム停止のときのみ保全を行う場合

モデル 1一並列部分を一括保全する場合

このモデルの状態推移は図 2に示される。このシステムの特性より次の状態方程式をうる。

PN(t+h) =PN [1-(N入。十入）h］＋『μ(x)hPい (t,x)dx十凸五(x)hPNlt,x)dx+o(h) 
i=II。
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(x>O) (1) 
M t 

P;(t+h) =P;(t) [1-(i入。十A)h]+ (i+ l)AohP;+i (t)＋叫瓜x)hPii(t,x)dx+o(h) 
i=lJ 0 

(x>O, 

PK-i(t+h, x+h) =PK-i(t, x) [1-μ(x)h] +o(h) 

Pij(t+h, x+h) =Pu(t, x) [1-μ;(x)h] +o(h) (x>O, 

K二iニN-1)
(x>O) 

K~i~N, l~j~M) 

(2) 

(3) 

(4) 

ここに o(h)は h→0のとき吋？→0を意味する。また μ(x)h+o(h)は X まで S。の N-K+

1個の故障中のユニットの保全が完了しないという条件のもとで

件付確率を表わし， μlx)h+o(h)は X まで S1の j番目のユニットの保全が完了しないという条

(x, x+h) 間に保全を完了する条

件のもとで (x,x+h)間にそのユニットの保全を完了する確率を表わしている。 h→0とするとき次

の差分・微分・積分方程式を得る。

t 

[d/dt+N.入。十i]凡(t)= f :μ(x)Pい (t,x)dx十立化(x)PN;(t,x)dx, 
0 j=lJ 0 

(5) 

M t 

[d/dt+i入。十l]P;(t)= (i+l)入。P;+1(t)＋叫瓜x)P;;(t,x)dx, 
J=lJ 0 

{o/ot+ o/ox+ μ(x)] PK-1 (t, x) =0, 

[o/ot+ o/ox+ μ;(x)] P;;(t, x) =0, 

K~i~N-l, 

K~i~N, l~j<M, 

(6) 

(7) 

(8) 

X=Oにおける境界条件を求めるために，次の関数を定義する。

qい (t)=[Pい (t,x)dx 

これは時刻 tで S。の停止によってシステムは停止しており保全中のユニットの保全時間が (O,h) 
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図2 モデル 1の状態推移図
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の間にある確率を表わす。このとき

h 

qい (t+h)= I: pい (t+h,x)dx=K叫 (t)+o(h) 
゜

となり，左辺を展開すると，

qい (t)+qい(t)h+o(h)=Pい (t,O)h+P~-1 (t, {})が＋o(h),

となり h→0とすると，次の式を得る。

PK-1(t, O)=KA。凡(t),

同様な考えで

(O < (} < h) 

P,;(t, 0) =A;P,(t), K~i~N, l~j~M, 

t=Oですべてのユニットが故障していないと仮定すると，次の初期条件を得る。

凡 (0)=1, 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

初期条件 (12)式のもとで (5)-18), (10),.._, (11)式を解くため (5)～（8)，（10)~(11)式を (12)

式のもとでラプラス変換すると，

[s+Ni。十加(s)= f~ μ(x)八 (s,x)dx＋訂。OOμi(X丸 (s,x)dx+l, 

＾ ＾ 
[s+iAo+A [P;(s) = (i+l)入。Pia(s)＋訓:μ;(X丸(s,x)dx, 

i=lJ 0 

＾ 
[s+ a/ox+ μ(x)] Px-1 (s, x) =0, 

＾ 
[s+o/ox+μJ(x)]Pii(s, x) =0, 

＾ ＾ PK-1(s, O)=K入。凡(s),

＾ ＾ 
Pt;(s, 0) =A;P,(s), 

となる。

(15), (17), (16), (18)式より

＾ ＾ 
Pい (s,x)=KAぶ (s)exp[-sx-f:μ(t)dt]

゜
＾ ＾ 
pij(s,x)＝厄(s)exp[-sxーJ:μ1(t)dt] 

゜
(19), (20)式を (13), (14)式に代入すると，

＾ ^  ＾ ^  
[s+N入。十,l(l-J*(s))]PN(s) =KA。J(s)凡(s)+1 

＾ ^  ＾ 
[s+i入。十A(l-f*(s))]Pi(s)= (i+l)入。P;+1(s) 

＾ 
g(s)== [s十入(1-f*（s)）］／入。を（21), (22)に代入して

^ ＾ ^  (N+g(s))Jぶ (s)=KAof(s)凡(s)+1 

＾ ＾ 
(i+g(s)）入。P;(s)= (i+I)入。P;+1(s) 

(24)より
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^ k+1 k +2N  ̂ PK(s)＝ ー・ ・•.．．．．．．．．．．．K+g(s) -K+l+g(s)-... -N-l+g(s) PN(s) 

＾ N PN(s) 
=k  h(s,N-1) 

(25) 

(25)式を (23)式に代入すると

＾ 
凡 (s)

h(s, N-1) 

＾ 
N入。[h(s,N)-f(s)] 

(26) 

また (24)式より

^ i+1 i+2 N /¥ 
Pt(s)=~•~•············• i+g(s)-i+l+g(s) - -N-l+g(s) 

PN(s) 

1. h(s, i-1) ＝． i入。＾，[h(s, N) -f(s)] 
K~i~N 

(19)式より

^ °° ^ ＾ ＾ pii(s)＝I肛 (s,x)dx＝厄（s)[(1-f;(s)]/s 
゜ ＾ 

入;[ (1-f;(s))/s] h(s, i-1) 

＾ 
[h(s, N) -f(s)] i入。

また，時点アベイラビリティのラフ゜ラス変換 P}(s)は (27)式より

A N A 

P1 (s) = 2J P; (s) 
i=K 

1 N 

^ •~ [h(s, i-1)/i] 
入。[h(s,N)-f(s)]t=K 

となる。

次に定常アベイラビリティ凡(oo)を求めよう。

h(s, i-1) S 1 s 
P;(oo) =lim sP;(s) =lim~• 

S→。 i入。＾
=~lim 

＾ 
S→° [h(s, N) -f(s)］ i入。 S→° [h(s, N) -f(s)］ 

1 
＝一lim 1 = 

M* 
ii ^ M 
0 s→0 h'(s, N)-f'(s) i[I＋四心＋M＊入。K*]

i=l 

(27) 

「^^Pい Cs)=I Pい (s,x)dx=K入。凡(s)[(1-f(s)))]/s= [(1-f(s))/s]/[h(s, N)-f(s)] 
(28) 

(20)式より

(29) 

(30) 

(31) 

以下同様な計算により

M*K＊入。
Pい（00)= ------,J 

1＋こ沈Kf+M＊入。K*
i=l 

(32) 

Pu(oo) 
M*Kni 

M 

[1+ヱAJKf+M＊入。K*]i
J=l 

(33) 
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M 

N M N r M＊ヱkni
~ ~Pu(ao）＝エー M i=1 
i=Ki=l i=k[i[1十因入，KT+M＊入。K*］

M 

こ:入jk9
j=l 

M 

1＋こ丸K↑+M＊入。K*
j=l 

(34) 

を得る。 (32), (33) および (34)式はそれぞれサブシステム S。の停止による定常状態における不

稼動率， S。中の i個のユニットが作動中で S の j番目のユニットの故障による定常状態におけ

るシステム停止の確率およびサブシステム S1の停止による定常状態におけるシステムの不稼動率

を表わす。 (31)式より

N 

P}(co)＝2]P;(oo) 
i=K 

ー
M 

1十区AjKt+M*K＊入。
j=l 

(35) 

N /¥ 

を得る。信頼度関数 R1(t)のラフ゜ラス変換 R1(s)はエPi(s)において J*(s)=0 J(s) =0（これは
i=K 

システム停止から作動状態に復帰する確率＝0を意味する） とおいて容易に求まる。即ち

A N l N I i1 ¥ N 

R1(s)＝こー一
N 1 N 

j=K i入。り(s+］い）＝昌 s+i}o+ii＝丸（ S贔。~) (36) 

システムの平均寿命 MTSF1は R1(0)で与えられる。即ち

N 1 N 

MTSF玉こ 1 ”い←心（i入。十A)i=m j入。十l) (37) 

＾ 
次に R1(s)の逆変換 R1(t)を求めるため R1(s)を部分分数展開とすると次のようになる。

I¥ N 

R1(s) = Li 
1 N 
-II j入。
m=km入。;:ms+j入。十A

N 1 N A NN  

＝ヱ一ーエ J111 ＝ここ
A* im 

,n=km入。 i=mS+j入。十A m=Ki=mS+j入。十A

ここに，
N I N 

A1,戸 ”rIII(r-j)
r=m+l I r=m+ 

N I N 

心＝入。 nrIII(r-j) 
r=m t r=m 
r"'i 

＾ 
従って R1(s)を逆変換すると (38)式を得る。

R1(t)＝畠旦心exp[-（j入。十A)t] (38) 

従って次の定理を得る。

定理 1 モデル 1の時点アベイラビリティのラフ゜ラス変換 P1(s)は (30)式で与えられ，定常ア

ベイラビリティ P}(oo)は（35)式で与えられる。

サブシステム S。,S1の停止によってシステムが作動しない定常状態における確率はそれぞれ

(32), (34)式で与えられる。

定理 2 モデル 1の信頼度関数

MTSF1はそれぞれ (38), (36), 

R1 (t)' 

＾ 
そのラプラス変換 R1(s)およびシステムの平均寿命

(37)式で与えられる。
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2
 
モデル2一並列部分を個別保全する場合

このモデルの状態推移は図3に示される。モデル1の解析と同様にしてこのシステムの特性より，

次の差分・微分・積分方程式を得る。

M rt 
[d/dt+N入。十A]PN(t)＝叫瓜x)PNj(t,x)dx, 

i=1 0 
(I) 

[d/dt+i入。十l]P;(t)=(i+l)入。鯰(t)＋糾μlx)Pij(t,x)dx, K+l~i~N-1, 
J=lJ 0 

[d/dt+K入。十).]PK(t)=(K+l)入。Pい (t)＋『瓜(x)Pい (t,x)dx十凸 tん(x)Px1(t,x)dx 
i=』。

(2) 

[o/ot+ o/ox+ μ。(x)]Pい (t,x) =0 

[o/ot+ o/ox+ μi(x)] Pt1(t, x) =0, 

Pい (t,0) =KA。凡(t),

P;1 (t, 0) = ljP; (t), 

凡(0)=1,

K ~ i ~ N, 1 ~ j ~ M, 

K~i~N, I~j~M, 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

以上 (1)-(7)式を初期条件 (8)式のもとでラプラス変換すると

μ。 (x)
r ---------.-, 
I I 

I I 
I I 

I 

N入。

一

-

μ

 

r
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1
ー

1
1
1
1
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1
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.
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．
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図3 モデル 2の状態推移図

＾ 
[s+Nい］凡(s)→詞OOん(x)ん(s,x)dx+ 1, 

i=1 0 
(9) 

M oo 

[s+i入。十A]P; (s) = (i + 1)入。Pi+1(s)＋叫瓜x)P;;(s,x)dx, 
i=1 0 

[s+Kい］1¥(s)=(K+l)入。PK+1(s) + f ~瓜 (x)八(s, x)dx＋到~μ;(x)Px;(s, x)dx (11) 
i=1 0 

(10) 
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[s+o/ox+μ。(x)]Pい (s,x) =0, 
[s+o/ox+μ;(x) ]P,;(s, x) =0, 

Pい (s,O)=KAぶ (s),

＾ 
P;;(s, 0)＝厄(s),

(12), (14), (13), (15)式より

PK-1(s, x) =KAぶ (s)exp[-sx-f: μ。(t)dt]

゜“~ 
pi,（s, x)＝Aipi(s)exp[-SX-f山(t)dt]

゜
(16), (17)を (9), (10), (11)に代入すると

[s+NA。十A(l-J*(s))]PN (s) =l 

[s+iA。+（l-f*(s))]P;(s)= (i+ l)A。P,+1(s)

[s+K入。十A(l-f*(s)）]凡(s)=(K+l)入。PK+1Cs)+KAふ(s)凡(s)

＾ 
g(s)苧 [s+A(l-f*(s)）］／入。を (18)-(20)に代入して

＾ 
凡(s)=

1 
(N+g(s))A。

＾ ＾ 
[i+g(s)］入。P,(s)= (i+ 1)入。P;+1Cs)

＾ ＾ ＾ 
[K(l-fo(s)) +g(s)］入。凡(s)=(K+l)A。PK+l

(22)式より

^ k+2 k +3N  /¥ 
Px+1(s) =~•~············• [K+l+g(s)]. [K+2+g(s)]. [N-l+g(s)] PN(s) 

N(K+g(s)) i N(K+g(s)) 
＝応，N-1）K(K+1)1'¥PN (s) [h(s, N-l)K(K+l)入o](N+g(s)) 

(22)式より

^ i+1 i+2 N ^ pi (s)= ．．．．．．.．．．.．.. 凡(s)

故に

i+g(s) i+l+g(s) -N-l+g(s) 

h(s, i-l) N h(s, i-1) ＾ PN(s) = ＝ー・i h(s, N-1) ii。h(s,N) 

＾ 
PK(s) 

K+g(s) 

＾ 
[K(l-fo (s)) + g(s)] KA。h(s,N) 

(16), (17)式より

＾ 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

分い（s)= I..八 (s,x)dx=K砧 (s)[(1-h(s))]/s (1-fo(s)) (K+g(s)) ^ (27) 

゜ sh(s, N) [K(l-fo(s)) +g(s)] 
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＾ ^ °° ^ ＾ pij(s) ＝I肛 (s,x)dx＝屈（s)[(1-f;(s)]/s= ^ iA1-f,(s)］ h(s, N-1) ． 。 s iふh(s,N)
(28) 

よって定常状態における状態確率は

^ kk閤
Pい（oo)=limsPい(s)=~lim

s 

S→。 h(O,N) s→t [K(l-fo(s)) +g(s)] 
kkn。

M 

[KA。K閤＋1＋エiik1]
j=l 

＾ 
凡（oo)=limsPK(s) = 

K J。
S→。 KA。h(0,N) • M 

[KJ。K名＋1＋ヱAik9]
j=l 

^ h(s, i-1) 
Pi(oo)=limsP,(s)=lims~=O, 

S→C S→o i入。h(s,N) 

゜＾ PiJ(oo) =lims.P;;(s) = i ~ぷ9
S→0|［Ki。K素＋1＋含m]

L 
[Kl。K各＋1+工Aik9]

J=l 

K+l~i~N 

K+l~i~N 

(29) 

(30) 

(31) 

i=K (32) 

M 

ヱPki(OO）
J=l 

M 

こiikf
J=l 

M 

[KA。K素＋1＋ヱiikf]
J=l 

(33) 

となる。従って次の定理を得る。

定理3

与えられ，

N A 

モデル2の時点アベイラビリティ Pi(t)のラプラス変換 Pl(s)＝lJ_!'f(s)は (26)式で
i=K 

サブシステム S。,S1の停止によって定常アベイラビリティは (30)式で与えられる。

システムが作動していない定常状態における確率はそれぞれ (29), (33)式で与えられる。
N A 

信頼度関数 R2(t)のラプラス変換 R2(s)は z]_P,(s)において fo(s)=0, f*(s) =0とおいて容
t=K 

易に求まる。即ち

/¥ /¥ N/¥  

R2(s) =Px(s) +~ P,(s) 
i=K+l 

1 N j入。=—•” N 1 N ji。
K入。 i=k(s+jぃ）＋羞瓦召 (s+j入。十r)
N 1 N 

=~+,II ji。
i=K l入。 i=is+j入。十i

(34) 

＾ 
これはモデル1の R1(s)に一致する。従って

R2(t) =R1(t) 

MTSF2=MTSF1 

従って次の定理を得る。

(35) 

(36) 

定理4 モデル2の信頼度関数 R2(t),

＾ 
そのラフ゜ラス変換 R2(s)およびシステムの平均寿命

MTSF2はそれぞれ (35), (34),. (36)式で与えられる。
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注意： K=Nの場合はモデル1とモデル2は一致し，次の差分・微分・積分方程式を解けばよい。

[d/dt+N.入。十i]凡(t)＝『か(x)Pい (t,x)dx十凸 :μ;(x)PN;(t,x)dx, (I') 
た 1「。

[a/at+ a/ox+ μo] pい (t,x) =0, 

[a/at+a/ax十ん(x)[PNlt, x) =0, 

PN-1(t, O)=NAぶ (t),

PNlt, 0) =Aj凡(t)'

凡 (0)=1

上の方程式系のラフ゜ラフ変換をとり解を求めると，次のようになる。

＾ ＾ ＾ PN(s) = [s+N.入。(1-fo(s)）＋A(1-f*（s)）］一1

八 (s)＝「八(s,x)dx=N,l。p/\~(s) [ (1-/o(s)) / s] 
゜

たNi(s)=「PN;(s,x)dx＝広（s)[(1-り(s))/s]
゜

＾ 
PN(oo) =lim sPN(s) 

S→O 

ー
M 

NK以o+l＋四ぷf
J=l 

＾ 
Pい（oo)=limsPい (s)

s←〇

NKn。
“' NK;入。十1＋四ぷ↑
か=1

＾ 
PN1(00) =lim sPN1(s) = 入ikf

M 

S→0 NK以o+l十こ以ぷf
J=l 

l~j~M 

(2') 

(3') 

(4') 

(5') 

(6') 

(7') 

(8') 

(9') 

(10') 

(11') 

(12') 

N 

M 2沈Kj
工肛（OO）＝ た 1_ M 

た1 NKn。+1＋幻ぷf
i=l 

(13') 

従ってモデル1, 2において
1 N 11  
--＝こー一M* f="K i N'  . ＝ K*=K閤， N=Kとおいた結果と一致する。即

ち，モデル 1で (5'), (7'), (8'), (10'), (11'), (12'）式，モデル2で (3')（ただし PK+l(t) = 

Pい (t)=Oとおく），（4'), (5'), (6'), (7'), (8'）式を解いた結果と一致する。

モデル1とモデル2に対する中間的モデルとして， S。によるシステム停止の場合， S。中のユニ

ットの m(K~m~N) 個作動の状態にまで保全を行いシステムを動作させる。 m=N, m=Kはそ

れぞれモデル 1およびモデル2に対応する（このモデルをモデル (1-2)＊と呼ぶことにする）。 K+

l~m~N-1 として解析する。ここで新しく次の記号を定義する；

f(m) （t) ： S。の停止でシステムが停止した時， S。中のユニットの m(K~m~N) 個作動の状態ま

で保全する場合の保全時間の確率密度関数， f(加）（t)= μ<m> (t) exp[-］。μ吹x)dx], K~m~N, ここ
で f(K)（t)声 fo(t), J<N> (t) == J(t) 

K*（”)=J(m((t)の1次の積率（平均保全時間）；

このモデルの状態推移図は図 3'に示される。モデル1の解析と同様にして，このシフテムの特性
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モデル (1-2)＊の状態推移図

より次の差分・微分・積分方程式を得る。

M rt 

[d/dt+N.入。十A]凡(t)＝叫瓜x)PN1(t,x)dx, 
i=lJ 0 

[d/dt+m入。十A]凡(t)= (m+l)入。Pm+1(t)+f芦 (x)Pい (t,x)dx 

゜

(1*) 

ふ化(x)P111i(t,x)dx, 
i=lJ 0 

K+l~m~N-1 

M rt 
[d/dt+i入。十l]P,(t)=(i+I)入。知(t)＋叫瓜x)Pii(t,x)dx, 

た lJ0 

i¼m, 

[o/ot+o/ox+ μ<m> (x)]Px-1(t, x) =0, 

[o/ot+o/ox十ん(x)]Pu(t,x) =0, 

Pい (t,0) =K入。凡(t),

P11(t, 0) =l,P,(t), 

凡(O)=l

以上 (1*)-(7*）式を初期条件 (8*)式のもとでラプラス変換すると

M oo 

[s+N.入。十i]PN(s)＝叫瓜x)PN;(s,x)dx+I 
i=U o 

OO ＾ [s+m入。十A]凡(s)=(m+I)入。Pm+1(s)＋Iμ(m)(x)Pい (s,x)dx 

゜ふf~ μ;(x)Pm1(s, x)dx, 
Jー1 0 

M OO ＾ [s+i入。十J].P,(s) = (i + 1) 入。恥 (s) ＋~f 瓜x)PIJ(s,x)dx, 
た lJ0 

i叶＝m,
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2段直列構成システムの信頼性・保全性 I 

＾ 
[s+ o/x+ μ<mi (x) ]Pい (s,x) =0, 

＾ 
[s+o/ox十μ1(x)]P11(s,x) =0, 

＾ ＾ Pい (s,0) =KAぶ (s),

＾ ＾ P,1(s, 0) =A1P1(s), 

(12*)-(15*）式より(16*), (17*）式を得る。

＾ 
Pい (s,x)=KAぶ (s)exp[-sx-『が”)(y)dy],

゜
Plj(s, x) =A1P1(s)exp[-sx-『瓜y)dy]

゜

K~i~N 

(16*), (17*）式を (1*)-(3*）式に代入して (18*)-(20*）式を得る。

[s+N入。十J(l-/*(s))]PN (s) = 1, 

[s+m入。十J(l-f*(s)）］凡(s)= (m+l)入。Pm+i(s)+K入。凡(s)f(”)（s)，

[s+i入。十入(1-/*(s))]P;(s) = (i+l)ん。P;+1(s)

＾ 
凡(s)= 

1 
[N+g(s)］入。'

[m+g(s)］凡(s)= (m+ l)Pm+1 (s) + KPK(s)pm> (s), 

[i+ g(s)] P1(s) = (i+ l)P1+1 (s) 

(23*）式から (24*), (25*）式を得る。

i~m, K~i~N-1 

(12*) 

(13*) 

(14*) 

(15*) 

(16*) 

(17*) 

(18*) 

(19*) 

(20*) 

g(s) = [s+J(l-J*(s)）］／入。を (18*),.._,(20*）式に代入して (21*),.._, (23*）式を得る。

(21*) 

(22*) 

(23*) 

＾ ＾ 
凡(s)= 

K+l K+2 m m 
● -...Pm(s)＝一 凡(s)

K+g(s) K+1+g(s) m-1+g(s) k h(s,m-1) 
(24*) 

Pm+1Cs) = 
m+2m+3  N N h(s,m) ＾ ． PN(s)= m+l+g(s)-m+2+g(s) N-l+g(s)£ N¥.u.1--(m+l) h(s, N-1) PN(s) 

(25*) 

(24*), (25*), (19*）式から

＾ 
凡(s)

h(s, m) 

＾ 
KA。[(I+g(s)/m)h(s, m-1)-pm>(s)] h(s, N) 

(26*) 

となる。また，（23*)-(25*）式から (27*）式を得る。

，
 

ーヽノs
 

（
 
z
 

^
p
 
D
D
 

-― 

,
．
1
N
 

ゅ
芯

^

p

.

 

k
-
i
I
N
-
i
 

,

1

*

¥

 
――
 ーヽノs
 

（
 

APi 

k；；；；i；；；；m 

(27*) 

m且；；；i；；；N

N ^”  N 

L]P;(S)＝区 (1/i)KPK(s)＋ L][h(s, i-1)/i] [NPN(s)/h(s, N-1)] 
i=K i=K i=m+l 

＝ l {土 (1/i) h(s,m) N 
屈 (s,N) lf=lx ~ + ~ [h(s, i-1)/i] [ +iit[h(s,i-1)/i]} 
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(28*) 

(16*), (17*）式から

八 (s)= f~八(s,x)dx=K広（s)(1-た(s)/s
゜

＾ 
= [ (l-pm>(s))/s]・ h(s, m) 

＾ 
[(l+g(s)/m)h(s, m-l)-pm>(s)] h(s, N) 

p̂ii(s)＝IOOP̂ii(s, x)dx＝砧（s)(1-加））／s

゜．^ =Aj[(l-fls))/s] • h(s, m) 

＾ 
i入。[(l+g(s)/m)h(s,m-l)-pm>(s)] h(s, N) 

K~i~m 

(29*) 

=A;[(l-f;(s))/s] •: 
Nh(s, i-1) 

ih(s, N-1) [N+g(s)］入。'

を得る。

従って (27*),.,.,(30*)式から極限計算によって，

m+l~i~N-1 

t M 

h(O, i) =0, h'(0, i)＝［羞h(s,i)] ＝tK (1/n) (1＋立K9)／入。，
S=O n=K J=l 

g'(O)＝［羞g(s)l=o= (1十立kf)／入。
S=O J=l 

を考慮すると (31*),.._, (34*）式を得る。

＾ 
P,(oo) =lim sP;(s) 

S→O 

’
 
｝
 
ーヽノj
 
／
 
ー（
 
”盈、ヽノ灼，i 入

ー
も
元＋
 
ー（
 
＋
 ゚,^
 m
 

'‘、＊
 
k
 

゜

（
 
.
1
 

,
1ー
一

ー

1,
――
 

Pい（oo)=lim sPK_1(s) =KA。[（1-f(m)（s)）／s]1imsPk(s)
S→0 s→O 

K(m)入。
M”  

K(”)入。＋（1＋こ以ぷf)2](1/j)
j=l j=K 

＾ ＾ P0(oo) =lim sPt;(s) =A;Kflim sP,(s) 
S→0 s→O 

K→。
=｛i{k九＋（1+炉羹/j))'

゜N M m M 

2J 2JPii((X)）＝2J 2JPiJ((X)） 
i=K J=l i=K i=l 

m M 

2J (1/i)こ以ぷグ
i=K i=l 

M m 

K(m)io+（1十工iikf)2J(l/i)
J=l i=K. 
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m+l ~ i~ N-1 

Ks,is,m 
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PA(oo） =~P;(oo） □翫(oo)
1 

M m 

1+~ A;Kf+ [K（→ 
i=l 

o／話（1/i)]
(35*) 

従って次の定理を得る。

定理5 モデル (1-2)＊の時点でアベイラビリティのラフ゜ラス変換形は (28*)式で与えられ，定

常アベイラビリティは (35*)式で与えられる。サブシステム S。,S1の停止によってシステムが作
動しない定常状態における確率はそれぞれ (32*), (34*）式で与えられる。

定理6 モデル (1-2)＊の信頼度関数，そのラプラス変換形および、ンステムの平均寿命はモデル

1の結果に一致する。

3 モデル3ー完全保全の場合

このモデルの状態推移は図4に示される。モデル 1の解析と同様にして，このシステムの特性よ

り次の差分・微分・積分方程式を得る。

[d/dt+NA。十A]PN(t)= J:μ(x)Pい (t,x)dx＋閤含『J四 (x)PN-t;(t,x)dx (1) 

[d/dt+m入。十入[Pm(t)=(m+l)入。Pm+1(t),

[o/ot+ o/ox+ μ(x) ]PK-1 (t, x) =0, 

[o/ot+ o/ox+μ;;(x) [PN-;;(t, x) =O, 

境界条件

k；；；；；m；；；；； Nー L

。；；；；i；；；；N-K,l印；；；；M,

(2) 

(3) 

(4) 

μ (x) 
r ------------・ -----------------------------7 

: : 
I I 

＇ 
I
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I
 

-
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1
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ヽ
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ヽ
ヽ
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図 4 モデル 3の状態推移図
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経

Pい (t,0) =KA。凡(t)'

PN-i;(t, 0) =A;P炉 t(t)' 

初期条件

凡(0)=l, 

済 学 研 究 第 46巻

＾ ＾ 
Pい (s,0) =KAぶ (s),

＾ ＾ P11 (s, O) = i,Pい (s),

(10), (12), (11), (13)式より

＾ ＾ PK-i(s, x) =KAぶ (s)exp[-sx-［。“μ(t)dt]

＾ ＾ 
い (s,x) =A11い (s)exp[-sx-『四(t).dt],

゜(14), (15)式を（8)式に代入すると

第 1• 2号

0ニiニN-K,1ニjニM

以上 (1)~(6)式を初期条件 (7)のもとでラフ゜ラス変換すると

[s+N入。十入］PI¥N(s)＝［OOμ(x)PI¥い (s,x)dx十璧訓OO四 (x)に (s,x)dx+I, 
O i-0 J=lJ 0 

(s+mA0+A)凡(s)= (m+I)Pm+1(s), 

[s+o/ox+o(x)]P正 1(s,x)=O,

[s+ o/ox+μlj(x)] PN-ij(s, x) =0, 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

A A N-K M A 
[s+Nふ十l]PN(s)=Klof(s)PK(s)＋エエ弘(s)Pい (s)+1 

t=O J=l 
(16) 

(9)式より

＾ 
^ N 
Px(s)＝ー・

PN(s) 
K-h0(s,N-1)' 

凡(s)＝ー・^ N h°(s, m-1) ^  
m-h0(s,N-I) PN(s), 

(17), (18)式を (16)式に代入すると

(17) 

(18) 

＾ ＾ 凡^(s) N^-KM A (N+g0(s))Aぶ (s)=Ni。f(s)~+PN(s) エエ弘(s) .• +1 
N _h0(s, N-i-1) 

h°(s, N-1) i=0た1N-l が(s,N-1)― 

従って

＾ 
凡(s)

1 

io(N+g°(s)）［1-h喜ぶ—入。が(1s,N) 悶記h°(s,N-i-1)ん(s)/(N-i)](lg) 

(14), (15)式より

八 (s)=I..;い (s,x)dx 
゜

＾ ^  
NJ。[1-f(s)］凡(s)
sh0(s, N-1) 
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い(s)= f~ PN-u (s, x)dx=A; [l-i;(s)］八(s)/s
゜

(21) 

(17), (18), (19)式より

＾ 
I¥ N/¥  

Pl(s)＝こ凡(s)= NPN(s)..f-
”-Kh°(s, N-1) t11=K 

~ [h0(s, m-l)/m (22) 

N-K 
関係式 h0(s,N) =l+g0(s)~ [h0(s, N-i-l)/(N-i)], タウバ型定理およびロヒタルの定理を用

i=O 

いて

凡（oo)=lim sPn,(s) = 
^ h°(0, m-1) 

m 
P*(N, K) 

S→O 

＾ 
Pい（oo)=limsPい (s)=K＊入。P*(N,K) 

S→O 

PN-ij(oo) =lim sPN-ii(s) = [AjK打h0(0,N-i-1)/(N-i)]P*(N, K) 
S→O 

N-K M N-K M 
~ ~ PN-1;(00）＝［~·~凶Kりh0(0, N-i-1)/(N-i)]P*(N, K) 
i=O i=l i=O i=l 

となる。ここに

N-K N-K M 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

P*(N, K) =[~ h0(0, N-i-1)/(N-i) +K＊入。心四ぷ加(0,N-i-1)/(N-i)]-1 
i=O i=O j=l 

(27) 

従って (22)より定常アベイラビリティ Pl(oo)は

N 

Pl(oo) =P*(N, K) ~ fh0(0, m-1)/m] (28) 
”=K 

従って次の定理を得る。

定理 7 モデル3の時点アベイラビリティのラプラス変換 P}(s)は (22)式で与えられ，定常ア

ベイラビリティ P](oo)は（28)式で与えられる。 サブシステム S。,S1の停止によってシステム
が作動しない定常状態における確率はそれぞれ (24), (26)式で与えられる。

N I¥ 

信頼度関数 R3(t)のラフ゜ラス変換 R3(s)はエ凡(s)において， J(s)=0, /ii(s) =0とおいて容
m=K 

易に求まる。即ち，

＾ 
R3(s)＝こ~ Nh0(s, m-1) 
”-km入。(N+g0(s))h0(s,N-1) 

土_J_._h[j入。/(s+j入。十.A)]
”=kmi。i=m

システムの平均寿命 MTSF3は R3(0)で与えられる。即ち，

N 1 N 
MTSF3＝エ Il[j入。／（j入。十1)]

”=K元。i=”

(29) 

(30) 

定理 8 モデル 3の信頼度関数応(t)のラプラス変換応(s)およびシシテムの平均寿命 MTSF3

はそれぞれ (29), (30)式で与えられる。これらはモデル1の結果に一致する。

注意：モデル3の場合， K=Nのときはモデル 1,2で K=Nとおいた場合になる。 その理由

は， モデルの前提条件としてシステム停止のときユニット （故障していないユニット）は故障しな
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いと仮定しているため， S1の停止でシステム停止となったとき， S1中の故障ユニットの保全の後，

S。中には故障ユニットは存在しないためモデル1と同じになる。

4 定常確率の性質

この節では各モデルの定常状態における状態確率の性質を議論する。

定理9 モデル1とモデル 2のアベイラビリティ P}(oo) と P1(oo)について次の関係が成立す

る。

KKt奎M*K＊⇔ P}(oo)奎Pl(ao)

証明 Pl(ao)= 
1 

M 奎p1 (00) = ----,J 1 

1十工A]幻＋M*K＊入。 1 ＋~AjKt+KK以。
j=l j=l 

M M 

字⇒ (1十工ijk}＋kk以o)奎 (1十工対Kf"+M*K＊入。）
i=l i=1 

⇔ kk点奎M*K*

この定理はモデル1および2のシステム停止のときの平均保全時間が既知であればどちらのモデ

ルを選択すればよいかを定常アベイラビリティを直接計算しなくても教えてくれる。

定理10 モデル (1-2)＊の定常アベイラビリティを最大にする m は

土(”)
2J (1/i) 
i=K 

を最小にする整数 m*(K~ m＊ ~N) によって決定される。

(1) 

証明 モデル (1-2)＊の (35*）式より凡(oo)を最大にすることは (1)を最小にすることと等

価であり，（1)を最小にする m*の存在は明らか。 m*の唯一性は保証されない。

例 K(m)＝mk閤， N=K+2の場合

K'm)=mK;は各ユニットの平均保全時間が等しいことを意味する。このとき，
”t 

g(m)=mK。／~(1/i) とおくと，

となり，

i=K 
g(K) =K2K;=K2(2K+l) (3K汗 6K+2)X約／［（2K+1)(3K汗 6K+2)]

g(K+l) =K(K+l)2Kt/(2K+l) =K(K+l)2(3K汗 6K+2)K;/[(2K+l)(3K汗 6K+2)]

g(K+2) =K(K+l) (K+2)2Kt/(3K汗 6K+2)=

K(K+ 1) (K+2)2(2K + l)Xむ／［（（2K+l)(2K汗 6K+2)]

g1(K) =K(2K+I) (3K汗 6K+2)=6K汗 15K叶 IOK汗 2K,

釦(K)=(K+I)2(3K汗 6K+2)=3K汗 12K汗 I7K汗 IOK+2,

gs(K) = (K+I) (K+2)2(2K+I) =2K汗 llK汗 21K2+16K+4

とおくとき，

g3 (I) >g2 (I) >gl (I), 
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g1(K)-g2(K) =3K汗 3K3-7K2-8K-2=K2(2K2-7)+K(3K2-8) + (K4-2), 

g1(K)-g3(K) =4K4+4K3-l1K2-14K-4=K2(3K2-ll) +K(4K2-14) + (K4-4) 

釦(K)-g3(K)=K汗 K3-4K2-4K-2=K2(K2-4)+K(K2-4)-2 

となるから， K=2のとき， g1(K)>g3(K)>釦(K), K~ 3のとき， gl (K) >g2 (K) >g3 (K) とな

る。従って， K=lのとき， m*=K,K=2のとき， m*=K+l,K~3 のとき， m*=K+2 となる。

次に定常アベイラビリティの N および Kが変化したときの挙動を調べる。 K*=(N-K+l)K芯

即ちサブシステム S。の停止によってシステム停止が起ったとき， S。中の故障ユニットの平均保全

時間をすべて Ktとするとき，次の補題および定理が成立する。ここでは便宜上， P1(oo) (i=l, 2, 

3)の代りに記号 P1(N,K)を用いる。
N 

補題1 F(N, K)= (N-K+l)K;／Li (l/i) (l ~K ~N) は (i) 固定した N に対して K の増加
i=K 

関数であり，（ii)固定した K に対して N の増加関数である。

証明 (i) N ~ K2 > K1 ~ 1なる K1,K2に対して

N 

L11/iく(N-Kけ 1)/(K叶 j), O~j~K2-K1 —1 
i=K2 

が成立するから，

N K2-K1-I Kzー1
(K2-K1)~I/iく区 (N-K叶1)/(K叶j)=(N-K叶1)~I/i

i=Kz i=O i=K1 

従って

k戸 N N N 
F(N, K2) -F(N, K1) = K点{(N-Kけ 1)2J1/i-(Kz-K1) 2J 1/i}／｛2J 1/i2J 1/i} 

i=K1 i=Kz i=K1 i=Kz 

Kz-1 K戸 N N 
>Kt((N-K叶1)~1/i-(N-K叶1)~ 1/i}/{~ 1/i~ 1/i} 

i=K1 t=K1 i=K1 i=Kz 

=0. (2) 

(ii) N ~ N2 > N1 ~ K なる N1,N2に対して

N1 
~ Iii> (N1-K+l)/(N1+i), 1；；；；j；；；；N2-N1 
t=K 

が成立するから

N1 Nz-N1 Nz 
(N2-N戸 lli>(N1-K+l)2J1/(N叶 j)= (N1-K+l)2J 1/i 

i=K i=l i=N1+l 

従って

N1 N1 N2 
F(N2, K)-F(N1, K) =K点{(N2-Nり2Jl/i-(N1-K+l)2J 1/i)／｛2J 1/i 2J 1/i} 

i=K i=N1+1 t=K i=K 

N2 況 N1 Nz 
>K点 {(N1-K+l) エ 1/i- （N1-K+1)~ 1/i)/{~ 1/i~l/i) 

i=、内．＋1 i=N1+l i=K i=K 

=0 (3) 

定理 11 (i) P!(N,K) (i=l,2) は任意に固定された N~l に対して K(l~K~N) の減少関

数である。 (ii)P}(N, K), P!(N, K) は任意に固定された K~l (N~K) に対して， それぞれ N

-119-



経済学研究第 46巻第 1• 2号

の滅少関数，定数関数である。 (iii)P1 (N, K) は任意に固定された K~l に対して N→oo⇒P1(N,

k)→0. 
N 

証明 (i)'(ii)はモデル1の (35)式， 1/M*＝2]1/i, K*=(N-K+l)K,む補題1およびモデ
i=IC 

ル2の (30)式より明らか。

N 

(iii) (N-K+l)／母 (1/i)> (N-K + 1) / J: (1/x)dx 
= (N-K+l)/log位）→oo (N→oo) (4) 

が成立するから，（iii)を得る。

M 

g(i) ＝~AjKり，．f(m)=h0(0,m-l)/m (K~m~N) 
i=l 

とおくとき，次の補題および定理を得る。

補題2 J(m)は (i)J／入。＞1のとき， m の増加関数となり，（ii)入／入。<1のとき， m の滅少関

数となる。

証明 N~n2>n1~K なる n1心をとる。

(1) n2=n1+lのとき，

J(n2) -J(n1) =h0 (0, n2-I) /n2-h0 (0, n1 -1) /n1 

n1-1 
= II (I+l/j入。）｛n1(I+l/n入。）ー(n1+l)}/n西
J=K 

n1-1 
= II (l+l/j入。）（i／入。―1)/ (n1n2) 
j=K 

奎 0

, A／入。＞1

, A／入。＝1

, A／入。<1

(5) 

(2) n2=n1+kのとき命題が成立していると仮定する。この仮定は次式が成立していると等価で

ある。

n1 +k-1 
n1 -II (l+l/j入。）奎 (n1+k) 
i=n1 

このとき，

n1+k 
n1 II (l+J/jJ。)-（n叶 k+l)
i=n1 

'A／入。＞1

'A／入。＝1

'A／入。＜1

n1+k_-l 
=n1 -II (l+A/jt<。)（l+t</(n叶 k)入。）ー(n叶 K+1)
j=n1 

奎 (n1+k) (1+.</(n叶 k)入。）ー(n叶 k+l)

=A／入。―1
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'A／入。＞1

奎 0 , A／入。＝1

’入／入。<1

従って， n2=n1+k+lのとき

n1-1 n1+k 
f(n2) -f(n1) = II (1 + A/ j入。）（n1II (1+..l/i入。）ー(n1+k+ 1) }/ {n1 (n1 +k+ 1)} 

J=K J=n1 

~o 
, l/lo>l 

'A／入。＝1

, A／入。<1

(7) 

(8) 

定理 12 (i) g(i)が任意に固定された M に対して iの滅少関数で，入／入。<1ならば P1(N,K) 

は任意に固定された N~l に対して K(l~K~N) の滅少関数である。 (ii) g(i)が任意に固定さ

れた M に対して iの増加関数で， i／入。＞1ならば P}(N,K) は任意に固定された N~l に対し

て K の増加関数である。

証明 モデル3の (28)式を変形すると次のようになる。

N 

P1(N, K) =P*(N, K)2] h0(0, m-1)/m 
m=K 

N 

= {l + (N-K+ l)K以o/［2]h0(0, m-1)/m] 
m=K 

N M N 

＋［こ（エAJK党一互）h0(0,m-1)/m]／［2]h0(0, m-l)/m]}-1 
m=K i=l m=K 

N N N 
= {l+ (N-K+l)K;入。／2:Jf(m)＋2:Jf(m)g(N-m)／2:JJ(m)}-1 (9) 

m=K m=K m=K 

N 

ここで， G(N,K) = {(N-K+l)Ki以o 十iJJ(m)g(N-m)）／凸 f(m) おく，このとき N~K2>K1~
m=K m=K 

1なる Ki,K2に対して，

G(N, K2)-G(N, Ki) 

K2-l N N1 N2 
=kn。{(N-K叶 1)2Jf(m)-(K2-K1)2Jf(m)｝／｛2JJ(m)2J/(m)}

m=K1 m=K2 m=K m=K 

K2_1 N 附 N2
+ ~J(m)2JJ(n) [g(N-n)-g(N-m)]/(2JJ(m)2JJ(m)} (10) 
m=K1 n=K2 m=K m=K 

となる。

(i)入／入。<1ならば補題2より

凶(m)<(N-K叶 l)h0(0,K叶 i-1)/(K叶 j)= (N-K2 + l)J(K叶 j)，゚；；；；；j；；；；；K2-K1-1
が成立するから，

N 朽—K1-l K2-l 
(K2-K1)~f(m)く(N-K叶1)2J f(Kげj)=(N-K叶1)~f(m)
m=K2 J=O m=K1 

従って， g(l)が lの単調滅少関数であることを考慮すると， （10)式の分子を G*(N,K2)-

G*(N, K1)とすると，
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k2ー1 N 

G*(N, K2)-G*(N, K1)> ヱJ(m)~f(n) [g(N-n)-g(N-m)] 
m=K1 n=Kz 

~o 
従って Pl(N,K) は任意に固定された N~l に対して K の滅少関数となる。

(ii) 入／入。＞1ならば補題2から J(m)が m の増加関数となるから，
N 

~J(m)>(N-K叶I)J(K叶j),
m=K2 

となり，

O~j~K2-K1-l 

N 応ー1

(K2-K1)LJJ(m)>(N-K叶 1)L]J(m)
m=Kz m=K1 

が成立し， g(l)が lの増加関数であることを考慮すると，

K2ー1 N 

G*(N, K2)-G*(N, K1)＜2Jf(m)2Jf(n) [g(N-n)-g(N-m)] 
m=K1 n=Kz 

三〇

(11) 

(12) 

従って定理を得る。

次に具体例とし現実によく用いられている 2-out-of-3システム，

信頼性測度を列記し，若干の性質を求べる。

即ち N=3,K=2の場合の各

（モデル1)

＾ 
R1(s) = (s+5入。十J)/[(s+3入。十J)(s+2入。十A)］，

MTSF1=(5入。十J)I [ (3入。十J)(2入。十A)］,
M 

P}(oo) = {1十工Aik9+6K＊入。／5)-1,
i=1 

3 M M t ± PiJ(oo）＝四勾／［1＋幻悶＋6K＊入。／5].
1=2 j=l J=J J=I 

R1 (t) =3e-<2.to+m -2e-<3.to+m, 

M 

P1(00) = (6K＊入。／5)/[l+~A;Kf+6K＊入。／5］，
i=l 

（モデル2)

＾ 
R2(s), MTSF2, R（かはモデル 1に同じ。

P!(oo) = {l+こ:Aik9+2kびo}-1'
Jal 

M M M 

Lj P2;(00）＝Lj A;Kf I [1 + Lj A;Kf + 2K,閤ふ］．
i=l j=l j=l 

,If 

P1 (oo) =2K;J。/［1＋こ以ぷ1+2k以o]，
i一1

P}(oo), P!(oo)を比較して次の命題が成り立つ。

3K＊委5k茫¢=:>P}(oo) ~P!(oo) 

（モデル (1-2)*)

＾ 
Ro-2i•(s), MTSF<1-2'*, R(t) (l-2)*はモデル1に同じ

M m 

Pj1-2'*(00) = {1十2]AjK'}'+ [K（叱）入。／2j(1/ i) ] } -l' 
i=l i=2 

M”  
pl(1-2)・（oo)=K（叫）入。/[K(＂）入。＋（ 1＋2]ljK'}'）2] (1/i)] 

i=l i=2 
m M M M m 

I} iJ Pi}-2)• (oo）＝［凸（l/i)四心］／［K叫。＋（1＋四ぷ9)f(l/i)
i=2 j=l i=l i=l i=l i=2 
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このとき定理 10より次の命題を得る。

5k(2) 奎 3k(3 （ ⇒ m=2 のときの pi1-2)＊（~)~m=3 のときの p11-2>•(oo) 

（モデル3)

R3(s), MTSF3, R3(t)はモデル 1に同じ
JI M 

P!(oo) = (5入。十..t)/[5入。丑＋（..t+2入。）ヱ入，K翡＋3入。(Lj,tぷ各＋2K＊入。）］，
J=l J=l 
M M 

戸（oo)= (6K*..t~) / [5入。十..t+(A+2入。）工Aぷ嘉＋3入。（L]..t1Kt+2K＊入。）］，
J=l J=l 

1 M M M 

ヱ工Pい（oo)= [3入。幻ぷ各＋（2入。十A)幻は］/[5入。十入＋（..t+2入。）幻心
i=O J=l J=l J=l J=l 

M 

+3入。（こ以ぷり十2K＊入。）］
j=I 

モデル1とモデル3について次の命題が成い立つ

M M M 

().+2入。）工 Aik嘉＋ 3入。 ~AjK各く (5入。十 A)~).1Kj ⇒ P炉（oo)>P}(oo)
j=l i=l j=l 
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