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戦略の集合の組の安定性と正当性

大 石 英 貴

1 . 序

ゲームにおいて，プレイヤーの合理的な行動を記述する概念を解という．最

も一般的なものは均衡である．これは，どのプレイヤーにとっても相手の戦略

を固定したとき，自分の行動が最適となっている戦略の組である． しかし，戦

略集合や効用関数がある条件を満たさない限り，必ずしも均衡は存在しない．

そこで，戦略集合上の確率分布である混合戦略を導入し，元の戦略集合を混合

戦略の集合に置き換えることを許容すると，均衡の存在のための条件は幾分緩

くなる．特に，有限戦略形ゲームでは混合戦略の範囲で必ず均衡が存在する．

しかし，混合戦略への拡張に対しては幾つかの批判がある．正確に言うと混

合戦略はある確率空間上の確率変数である．実際に遂行される選択肢を戦略と

見なす立場からは，混合戦略は受け入れ難い．また，相手の戦略に関する信念

を固定した時の混合戦略による期待効用は，そこで正の確率を割り当てている

純戦略による期待効用の凸結合である．ゆえに，期待効用最大化のためには混

合戦略は不必要である．

ここでは，混合戦略を許容しない状況において，均衡に代わる概念を定義す

る．均衡は各プレイヤーに戦略を 1っ規定する戦略の組であるが，各プレイ

ヤーに戦略の集合を規定する戦略の集合の組を考える． この方向で解を定義す

ることは大石 (1993）で提案されているが、この稿では特に，均衡の概念が満

たしている 2つの性質，安定性と正当性を戦略の集合の組に関して定義するこ

とに焦点を当てて論じる． これらの性質は一種の双対性を持つことが示される．

以下では，まず2節で基本的な概念と均衡を定義する. 3節で戦略の集合の
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組への拡張をして，安定性と正当性を定義するO 4節で双対性を示し， 5節でま

とめと他の文献との関連を述べる．

2. 均衡

Iを空でない有限のプレイヤー集合， Siをプレイヤ－ iの空でない有限の戦

略集合， Sニ xiE/siとし， Ui:S→Rをプレイヤ－iの効用（利得）関数とする．

t以外のプレイヤーをあらわす添字を→とする.sィ＝×it=iSi, sィ＝(sj)i引であ

る． プレイヤ－iにとって相手の戦略の組向ESィに対する最大効用を仏（s--i)

とする．すなわち，

仏（s--i): = max Ui(si, s--i). 
SiE Si 

戦略の組sESが， ViEl, u/si, S--i) ＝瓦（s--i）となるとき均衡といい， ViE/,

Vri学Si,Ui (ri, S--i）く五（s--i）となるとき狭義均衡という．均衡は，相手の戦略

Sィに対して Siを取ることが最適であり，逸脱しても効用を増加させることが

できない．狭義均衡は Si以外の戦略を取ることは最適ではない．すなわち， Si

が唯一の最適戦略であり，逸脱すると効用が減少する．

L1 (X）を有限集合X上の確率分布の集合とする．すなわち，

L1 (X) = {f: X→R I VxEX,f(x）孟0;LxEX f(x) = 1}. 

プレイヤ－iは他のプレイヤーjの取る戦略に関して主観的な予想をする．そ

の集合はL1(Si）である．自分以外のすべてのプレイヤーの取る戦略に関する予

想の組をプレイヤ－iの信念と呼ぶ． その集合は×i*iLl(Si） である． プレイ

ヤ－iにとって，信念σィE×it=iLl(Si）に対して戦略Siを取るときの期待効用

は，

エ（ II ai (si) )u/s) 
SィESィ j手t

である．これを表記を多少誤用して， Ui(Si,0--i）と表す．信念σィに対する最大

期待効用



を同様に高（σィ）と表す．

戦略の集合の組の安定性と正当性

max Ui (si, a-i) 
SiESi 

3. 戦略集合の組の安定性と正当性
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プレイヤ－ iの戦略集合Siの空でない部分集合を Tiとする．すなわちゅ手

Ticsi. これらの集合の組 T=(Ti¥EJとする.Tィ＝（T)i針とする．各プレイ

ヤーjがTi内の戦略を取るとき，他のプレイヤーの予想は L1(Si〕の部分集合

である，

｛句 EL1 (Sj) I ¥/Sj fl:. Tj，句（sj)=O} 

に含まれる．この集合は L1(Ti）と同等と見なせるので， Tiに対する予想の集

合を L1（勾）と表記することにする．そのとき，プレイヤ－ iの信念の集合は

×j肖 L1(Tj)であり，これを Tィから生成されるプレイヤ－ iの信念の集合とい

っ．

戦略の組に対して定義された均衡の概念を戦略の集合の組に対して拡張する

ことを考える.Tィを固定したときに，プレイヤ－ iはTィから生成される信念

に対して期待効用を最大化する戦略を取るとする．そのとき，戦略の集合の組

T=(TJiεIは次の 2つの条件を満足しなければならない．

（安定性） 各iEJで， T寸から生成されるすべての信念に対して， Z内の戦

略を取るのが最適である．

（正当性） 各iEJで， Z内のすべての戦略は， Tィから生成される信念に対

する最適戦略として正当化できる．

安定性は逸脱が起こらないことを要求しており，定式化として次の 2つが考

えられる．

（α） ViE/, VτィE×i*iLl(Tj), ヨtiE.Ti, Ui (ti, 1:-i）二五（τ寸）

(/3) ViE/, Vr-iE×i*iLl (Tj), ¥/sifi:_Ti, ui (si, r-i）く高（τィ）

（α）は Tィから生成されるすべての信念に対して，ある最適な戦略がれ内にあ

ることを意味する．ゆえにれから逸脱しても期待効用を増加させることはで



-30- 経済論究第 88 号

きない. (/3）はTィから生成されるすべての信念に対して， Ti外のすべての戦

略は最適ではないことを意味している．ゆえに，れから逸脱すると必ず期待効

用は減少する．強い意味で逸脱を阻止している．明らかに句）は（α）を合意

している．

単一の戦略の組 C{si} ¥E1にとって，（α）を満たすための必要十分条件は，

(Si)iEJが均衡であることであり， (/3）を満たすための必要十分条件は，（sふεI

が狭義均衡であることである．ゆえに（α）と句）はそれぞれ均衡と狭義均衡

を戦略の集合に拡張した条件となっている．また，元の戦略集合の組 （Si¥EJは

句）を満たす．このことは， ω）（かっ（α））を満たす組が必ず存在すること

を示す．

正当性は不必要な戦略を含まないことを要求しており，定式化としては次の

2つが考えられる．

Cr) ViEI, Vt/=Ti, ヨτィ巴×i*iLl(Tj), uiCti, τィ） 二五（τ寸）

（δ） 'v'iE/, 'v'tiETi, ヨτィE×j,,t,i,d(Tj), 'v' Si手ti, Ui(Si, T--i）く玩（τィ）

Cr）は Ti内のすべての戦略に対して，それが最適戦略となるような Tィから生

成される信念があることを意味している. Ti内のすべての戦略は Tィに対する

何らかの最適戦略として正当化できる．（δ）は Ti内のすべての戦略に対して，

それが唯一の最適戦略となるような Tィから生成される信念があることを意味

している．一般に lつの信念に対する最適戦略は lっとは限らないが，（δ）は

むが唯一の最適戦略になるような信念日が存在することを要求している. Ti 

内のすべての戦略を強い意味で正当化できる．（δ）は Cr）を含意する．狭義均

衡は（δ）を満たす．しかし，（δ）を満たす組は必ずしも存在しない．実際，図

Iのゲームで T=(T1,T2）が（δ）を満たすとする.T1二{U｝のときは T2ニ｛L}

L R 

UI 1.1 I LO 

D I l, 0 I 0, 1 

図1
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となるが， UはLに対する唯一の最適戦略ではないので矛盾.T1ニ{D｝あるい

はT1={U, D}のときは T2をどのように選んでも（δ）を満たすことはできな

い．以下では，（δ）に関しては論じないことにする．

4. 双対性定理

元の戦略集合の組（SDiE／が (/3)（かっ（α））を満たすという事実は，これ

らの条件は緩すぎることを示唆している．この問題を解決するためには（α）や

句）を満たすできるだけ小さい組を求めることである．幾つかの予備的定義を

する.T= (TDiE!, T' = ( Ti I )iEl・，ただしゅ手Ti,Ti'csiに対して， TCT＇を

ViE/, Ti亡 Tirと定義する．また， TuT' = (Tiu Ti' )iE!, T什T'=(TinT/ 

)iE／とする．さらに， TnT'＝ゆをヨiEI, Tin Ti＇＝ゆと定義する．この包含

関係は， ｛Tニ（TふεII ViE／，ゆ手Ti亡Si｝上の順序となり，極大元，極小元が

存在する．そこで，（α）や句）を満たす極小の組を考える．極小性は，解に精

密さを要求することである．

次の定理は，安定性と正当性の聞の関係を記述するものである．（α〉（あるい

は句））を満たす極小の集合は， Cr）を満たすという意味で正当化できること

を示している．

定理 1

( i) （α）を満たす極小の組は Cr）を満たす．

（品） (/3）を満たす極小の組は Cr）を満たす．

（証明） ( i) （α）を満たす極小の組 Tが Cr）を満たさないと仮定する．す

なわち，

ヨiE/, ヨh'E.Ti, VτィE×k*i,:j(Tk), Ui (ti F，τ寸）く五；（τィ）．

ここで， T'= (T/ )jεI，ただし Ti'=T「｛t/}; Vj=l=i, T/ = Tjとする．

Tが（α）を満たすことより， tについて，

Vτィ巴×kct=iLI(Tk), ヨtiE.Ti, Ui(ti，τィ）＝五（τィ）．
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仮定より， Ui(fi,T--i）二両（τィ） >u/fi 1, T－；，） なので，

¥IT: ... ／：＝.×Mi Li (Tk），ヨtiETi ' , u/ti，τィ）＝玩（τィ）．

¥/ j-=!=iについて，

Vτ-1E ＞くhヲ丘jLl(Tk I), ヨちE7γ，uj(tj，τィ）＝可（τィ）．

ゆえに， T＇は（α）を満たす.T' ~T なので，これは T が（α）を満たす極小の

組であることに矛盾する．ゆえに， Tは Cr）を満たす．

（並） (/3）を満たす極小の組 Tが Cr）を満たさないと仮定し，上述のように

T＇を定義する.Tが (/3）を満たすことより， tについて，

¥/r-;,E×MiL1 (Tk), ¥/ri匠Ti, Ui(ri，τィ）く広（τィ）．

仮定を加えると，

¥/r-;,E×k手iLl(TI k), Vη 犀Ti', ui(ri，τィ）く玩（τィ）．

Vj手tについて，

VτィεXMjLl(Tk I), ＼／η匠Tj', uj(η，τィ）＜可（τィ）．

ゆえに， T’は句）を満たす.T' 三長Tなので，これは Tが (/3）を満たす極小の

組であることに矛盾する．ゆえに， Tは Cr）を満たす．く〉

この定理の系として， Cr）を満たす組が必ず存在することが分かる．また，

（α）かっ Cr）を満たす極小の組は，（α）を満たす極小の組であり， (/3）かっ

Cr）を満たす組は (/3）を満たす極小の組であることが導かれる．さらに，均衡

は，（α）かっ Cr）を満たし，狭義均衡は (/3）かっ Cr）を満たすことも得られ

た．ゆえに，（α）や (/3）を満たす極小の組は，解として望ましい性質を持って

いることが分かった．

（α）を満たす極小の組は互いに素である．実際，（α）を満たす極小の組 T,

Tが互いに素でない，すなわち， T円T学φと仮定する. ViE/, Tin Ti r手φ

である. T, T＇が（α）を満たすことより，

ViE/, ¥/r--iE×j*iL1 (Tjn Tj＇），ヨtiETinTi', uiCti, r--i) ＝広（τ寸）

が導かれ， T内T＇は（α）を満たす．これは T, T＇が（α）を満たす極小の組で

あることに矛盾する．しかし，句）を満たす極小の組は必ずしも互いに素では

ない．実際，図2のゲームでは句）を満たす極小の組は（{U, M}, {L, C｝）と
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L C R 

UMD 

1. 0 0, 1 1. 0 

0, 1 1. 0 0, 1 

0, 0 0, 0 0, 0 

図2

({U,M}, {C,R｝）である．

次に条件 Cr）について吟味する．まず， Cr）を満たす最大の組が存在するこ

とが分かる．実際， T, T＇をそれぞれ Cr）を満たすとすると，

ViEJ, VtiETiUTi I' ヨロE×j肖 L1(TjU 1γ） , Ui (ti, 7:-1）二五（τィ）．

ゆえに TUT＇も Cr）をI高たす．

次の定理は， Cr）を満たす最大の組は逸脱が起こらないという意味で安定的

であることを示す．

定理2

C i) Cr）を満たす最大の組は（α）を満たす．

（註） Cr）を満たす最大の組は句）を満たす．

（証明） ( i) （姐）より導かれる．

C ii) Cr）を満たす最大の組 Tが句）を満たさないと仮定する．すなわち，

ヨiE／，ヨr-1E×Mi,d(Tk），ヨηgh ui(ri, r-1) ＝広（τィ）．

ここで， T'= (T/ )j巴I，ただし T/=Tiu {ri}, Vj手i, Ti' =Tiとする.Tが

Cr）を満たすことより， tについて，

VtiETi, ヨτィE×MiL1(Tk), u/ti，τィ）二五（τィ）．

仮定を加えると，

VtiETi' ，ヨτィEXMi,d (Tk '), u/ti, T--i) ＝記（τィ）．

Vj手tについて，
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VちETi’，ヨτ-1E＞くkヲ6j.d(Tk '), uj(ti，τィ）=UJ（τィ）．

ゆえに， T＇は Cr）を満たす..T長T＇なので，これは Tが Cr）を満たす最大の

組であることに矛盾する．ゆえに， Tは句）を満たす．く〉

この定理の系として， Cr）を満たす最大の組は伊）かっ Cr）を満たす最大の

組であり，また，（α）かっ Cr）を満たす最大の組でもあることが導かれる．

以上，定理 1と2より，（α）と Cr），あるいは句）と Cr）は一種の双対性

をもつことが示された．

5. 結 百吾

戦略の集合の組を均衡の拡張である解とするためには，逸脱しないという安

定性と最適であるという正当性の両条件が必要である．固定した Tィに対し

て，（α）（あるいは句））を満足するには Tiを大きく， Cr）を満足するために

は逆に Tiを小さくする必要がある．ゆえに，これらは解の条件として互いに補

完しあうものである．逸脱が起こらないことのみを要求するならば，（α）か

(/3）で十分であるが， Ti内の戦略を正当化するためには Cr）が必要となる．（α）

かっ Cr）を満たす組と (/3）かっ Cr）を満たす組が解の候補であるが，一般に

一意ではない．そのうち，最大のものは最も普遍的な解であり，極小のものは

最も精密な解と解釈できる．

Cr）を満たす組は， Pearce(1984）で最適反応性を持っと定義されている．

句）かっ Cr）の条件は， Bernheim(1984）で提案されている．（α）かっ Cr)

を満たす組は，大石 (1993）で、部分最適反応性を持つと定義されている．また，

これらは，コミュニケーションのあるゲームでの提案の満たすべき条件とし

て， Farrell(1988), Watson (1991)などで用いられている. Cr）を満たす

最大の組（(/3）かっ Cr）を満たす最大の組）は， Pearce(1984）と Bernheim

(1984）による合理化可能戦略の集合の組であることがそれぞれの論文で示さ

れている．（合理化可能性の定義は，前者では戦略集合の縮小の繰り返し，後者

では整合的な信念のシステムを用いている．）
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