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1. 序

桐 昭 司

経済発展に関しては，貯蓄率，技術と人口成長率を外生的に扱った Solow

口3],Swan[15］等を始めとして様々な分析および研究がこれまでなされてき

た1)。しかしながら，現実には，各国間で 1人当りの国民所得成長率あるいは所

得水準に大きな格差が生じ，この現象を外生的成長モデルである新古典派モデ

ルでは説明できないことが指摘されるようになってきた。 Lucas[7］では， Den-

ison[6］によるアメリカ合衆国のデータが使われることによって，経済成長率

が理論値と現実値と合致しないことが，さらに貯蓄率や技術のみが成長の要因

でないということが指摘されている。さらに「新古典派モデルが取り扱わな

かった家計当りの manhourの変化があり， まだ労働の分配率も新古典派が仮

定したように一定ではなく上昇している。」（Lucas[7],p. 11)と言及されてい

る。こうして新古典派モデルにおいて，経済成長率を決定するものとして扱わ

れた外生的要因（貯蓄率，技術および人口成長率）の問題が指摘され，これに

代わって Lucas[7］やRebelo[9］等においては，人的資本を導入することに

よって経済システム内部で成長率が決定される内生的成長モデルが展開され，

現実の経済成長が説明されるようになってきた。 Lucas体系と Rebelo体系で
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は，人的資本が生産関数と蓄積方程式に導入され，持続的成長状態での競争均

衡経路の各成長率が求められている。しかし両体系ではその物的資本や人的資

本の導入方法が異なっているため，各帰結を導出するためには各体系毎にそれ

ぞれの手続きを経て展開がなされねばならず， さらに Rebeloの場合，最大値

原理の導入が明示されておらず，導出された結果を得ることが厄介である。

以上を考慮し，本稿では動学モデルに内生的成長の要因の 1つで、ある人的資

本を導入した Lucas[7］と Rebelo[9］の体系を統合化・一般化し，その一般的

な体系で求められた関係式を使って各経済変数の成長率を導出し，さらにその

統合化・一般化の意味を考察することにする。以下，第2章で Lucas体系と

Rebelo体系の統合化・一般化を行い，第3章では一般的な体系における帰結

を利用して各体系毎の成長率を導出し，統合化・一般化の意味を考察すること

にする。最後に第4章で結語として，本稿の意義を簡単に述べることにする。

第1章の注

1) Stern, N.，“The Economics of Development : A Survey”， Economic four-

nal, 99, 1989, 597-685を参照のこと

2. Lucas体系と Rebelo体系の統合化・一般化

まず，統合化・一般化された体系のもとで使用される前提および定義を以下

に述べることにする。

2-1 記号

記号の定義は以下のとおりである。

Y(t) = t期における国民総生産

y(t) = t期における国民 1人当りの国民総生産

C(t) = t期における消費

c(t) = t期における 1人当りの消費
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K(t) ＝ t期における資本

N(t) ＝ t期における総労働力人口

H(t) ＝ t期における人的資本

ゆ（t) ＝ t期における物的資本への分配率

u(t) ＝ t期における人的資本への時間配分

Ne(t) ＝ t期における効率単位での労働力人口

(Ne=u(t)H(t)N(t)) 

L ＝ 余暇時間の割合

δ ＝ 資本の減耗率 δ＞O

。 リスク回避率 σ＞O

ρ ＝ 割引率 ρ＞O

2-2 前提

本章で使用される前提は以下のとおりである。

前提1：労働人口は，現在時点における所与の水準， Noから，同一の率m>

Oで外生的に成長する。

N(t)=emtNo 

前提2：以下のような性質を持っている関数U=U(c):R~→Rは代表的個人

の適切な性質を持つ効用関数と呼ばれる。尚，各個人は各tで，一定の余暇（L）を

含んで1単位の時間を賦与され，無限期間まで生きると想定され，さらに労働能

力および選好は同一であるとするo

(1) 2団連続微分可能性：

U(c): R~→Rは2団連続微分可能である。

(2) 限界効用の正値性：

任意の c>Oに対して， Uc(c)>O, 

ここで， Uc=dU(c)/dc

(3) 限界効用の逓減性：
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任意の c>Oに対して， UccCc）く0,

ここで， Ucc=d2U(c)/dc2

(4) 限界条件：

lim U/c) = +oo 

lim U/c) =O 
c→＋∞ 

また［(c(t））手。，（u(t））乙o,(K(t））；二。，（H(t））；二。］E S(K0,H。）に対する Tま

での各家計の総和は次のように表される。

W(t)=J;e－ρt U(c(t))emtdt (2-1) 

前提3：生産に関する技術的状況はそれに割り振られた物的資本K1(t）と効

率単位での労働人口 Ne1(t）に対して，（それを効率的に使用して，）生産可能な

Y(t）を対応づけるマクロ的生産関数によって表されるものとする。

Y(t) =F(K1 (t) ,Ne1(t))Ha(t）α 

=ECゆ（t)K(t),H(t). u(t) ,N(t) ,Ha(t)) (2-2) 

ここで生産関数 F(K1 (t). Ne1 (t））は適切な性質を持つ生産関数で1).

K1Ct）＝ゆ（t)K(t),Ne1(t) =u(t)H(t)N(t）であり， Ha(t）は外部効果2）である。

前提4：物的資本ストックおよび人的資本ストックは一定の率δ＞Oで減耗

する。

前提5：人的資本に関する技術的状況は次のように想定されている。各労働

者は各期に使用できる時間 1単位を持ち，外生的に決められた余暇時間Lを消

費し，残った時間 (1-L-u(t））を人的資本の生産に投じる。したがって人的

資本の生産は割り振られた物的資本（1一世Ct))K Ct）と (1-L-u(t))H(t)

の効率単位の労働によって新たに創出される。

H(t) =G(K2(t) ,Ne2(t)) =G((l一世（t))K(t),H(t). u(t））一δH(t) (2-3) 

ここで， K2(t)= (1－φ（t))K(t) ,Ne2(t) = (1-L-u(t))H(t）で，生産関数H

=G(K2(t), Ne2(t））は以下の様な性質を持つ関数であるo
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(1) （規模に関する収穫一定性）：任意の（K2,Ne2)ERミと任意の α＞Oに対し

て，

G（αK2，αNe2）＝αG(K2,Ne2）。

(2) (2回連続微分可能性） : G(K2,Ne2）はRえで， 2回連続微分可能であるo

前提6：家計は資本と労働力を所有し， 賃金やレントと引き換えに競争的企

業に家計のサービスを販売する。

以上の設定のもとで，次のことが成立する。

KCt）＋δK(t)+C(t)=F（ゆ（t)K(t),u(t)H(t)N(t))Ha(t）α 

H(t)=G((l一世（t))K(t),H(t), u(t) ,N(t））一δH(t)

2-3 定義

次に本章で使用される定義を述べることにする。

定義 1: (Ko,Ho）を所与として，次の諸条件をみたす時間経路の組

[ (c(t））；二0,(u(t））：二。，（K(t））；二。，（H(t））；二。］を（Ko,Ho）から出発する実行可能

な経済発展経路とする。

(1) c(t): [O,oo）→R主と u(t):[0, oo）→R~ は区分的連続関数である。

(2) H ( t) : [0, oo）→R~ と K(t): [O, oo）→R~ は区分的連続微分可能な関数

であるo

(3) ほとんどすべての tE[O,oo）に対して，

K(t) =F(K1 (t) ,Ne1(t))Ha(t）α－N(t)c(t）一δK(t) (2-4) 

H(t) =G(K2(t) ,Ne2(t））－δH(t) (2-3)' 

(4) K(O) =Ko, H(O) =Ho 

ここで，（Ko,Ho）から出発する実行可能な経済発展経路全体の集合を S(Ko,

Ho）とする。

定義2：蓄積方程式（2-3）式および（2-4）式を満たし，すべての内生的変数

が一定の率で成長するような成長状態（steady-stategrowth）を持続的成長

状態と呼ぷ。
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定義3：個別的家計と民間部門の最大化問題を考えるとき， Ha(t）が外生的

に決定されるものとして，各制約式の下で，効用を最大化するように H(t),K 

(t), c(t), u(t）を選択し， Ha(t)=H(t）が一致するような経路を競争均衡経

路3）と呼ぶ。

2-4 競争均衡成長に付随する成長率

さて以上のことを前提として，一般的体系のもとで，競争均衡経路に付随す

る経済変数の成長率を以下のようにして求めていくことにしよう。

(1）準備

両体系の統合化による各成長率を求める前に，必要とされる関係式を導出し

ておくことにする。まず， N(t）と Ha(t）を所与として，（2-2）一（2-4）式を

使って，現在価値ハミルトニアンを作ると，

H(c,K,H，φ，u,) =U(c) +81 {E(K,H，仇u,N(t),Ha(t)) 

-N(t)c-δK} +82{G(K,H,¢, u）一δH} (2-5) 

81，。2：未知補助変数

のように表すことができるo (2-5）式に対し， F.0. C.を求める。

8H 
τ一＝Uc（・）－ 81=0
oc 

。H
万吉＝81E／・）＋82G／・）＝O

8H 
五~＝81 Eu（・）+82 Gu（・）＝O

。H
8，＝ρ81一一一－

1 r 孟 δK

＝ρ81-BdEi・）一δ｝－82GK（・）

=p81-8i!h（・）＋81δ－82GK（・〉
8H 

82＝ρ82一一一一
" aH 

＝ρ82-81EH（・）－82GH（・）＋82δ

(2-6) 

(2-7) 

(2-8) 

(2-9) 

(2-10) 



横断性の条件（TVC)

lim K(t) 81(t)e-pt=O 
t→＋∞ 

lim H(t) Blt)e－ρt=・o 
t→＋∞ 

(2）物的資本の成長率
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(2-11) 

(2-12) 

以上の準備の下で，物的資本の成長率（gK=K (t) /K (t））を求めることにす

る。この段階で Ha(t)=H(t）が成立していることに注意する。まず，（2-6）式

を時間で微分する。

。1=Ucc・cCt) (c(t) =dc(t)/dt) (2-13) 

(2-7）式を変形し，（2-9）式に代入すると以下の式が得られる。

E,l・〕
-8。＝8，・ .....:::..J!__

.: 1 G,p(・） [G91（・）キO のとき］

E,l・）GK（・）
81＝ρ81-81EK（・）＋81δ＋81 tp .I¥. 

G／・〉

81＝ρ81-81EK（・）＋81δ

(2-7 )' 

[G〆・）キO のとき］

[G〆・）＝O のとき］

さらに上の2つの式の両辺をe1で割ると（2-14）式または（2-14）＇式を得る。

E〆・）GK（・）
ヱと＝ρ－EK（・〉＋δ＋ [G （・）キO のとき］ (2-14) 

G〆・） φ

ま＝ρ－Ek（・）＋o 附＝O のとき］ 伶 14)'

ここで αー8）式を変形して，それを（2-10）式に代入する。

Gn（・〕
-8,=89•~ 

i .: Eu（・）
(2-8)' 

Gu（・）EH（・）
82＝ρ82+82. ,-82GH（・）＋82δ

ζ r- 孟孟 Eu｛・） 孟 n ・- 孟

上の式の両辺を82で割ると（2-15）式を得る。
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θ。 G＂（・） EH（・）
一二＝ρ＋ u n ーGH（・）＋δ
82 ,.., E／・）目

また（2-7）式と（2-8）式より（2-16）式という関係式を得る。

(2-15) 

E世（・） _ Eu（・）

G〆・） Gu（・）

さらに（243）式および（2-13）式より，（2-17）式を得る。

[G〆・）キO のとき］ (2-16) 

山
一
丸

(2-17) 

また（2-4）式を K(t）で割り，操作すると（2-18）式を得る。

N(t)c(t) E（・） KCt）晶

K(t) K(t) K(t) ~ 

ここで，ある ε＞Oに対して

(2-18〕

E（・）
一一一＝εEK（・）
K(t）民

が成立するものとする。 ε＞Oの仮定が両体系を満足しているかどうかは確認す

る必要があるo従って（2-18）式は

N(t)c(t) K(t) 
＝εEK（・）一一一一－o (2-18)' 

K(t）民 K(t)

となり，（2-14）式，（2-14）＇，式と（ 3-1η 式より，以下の式を得る。

81 Dec c(t）、 E，（・）GK（・）
一＝一一一一＝ρ－EK（・）＋δ＋ ,,, [G0C•) ~o のとき］
81 Uc G世（・） tp 

R
U
 

＋
 

、，J〆，‘、K
 

E
 

ρ
 

一一
山
一
丸一一

・
ム
一
仇

[Gl・）＝O のとき］

上の 2式から EKを求めると（2-19）式と（2-19）＇式のようになる。

Eφ（・）GK（・） ・uccとCt)
EK（・）＝p＋δ十 P 一一一一一［G（・）刊のとき］ (2--19) 

K tJ Gバ・） Uc 世

問一

q
mAU 

＋
 

A
F
 一一、E

ノ
〆
E
KK

 
E
 

[G〆・）＝O.のとき1 (2-19)' 
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上の 2式を（2-18）’式に代入すると，

N(t)c(t) f E （・）GK（・） UciCt) l 
＝εlρ＋δ＋世 一一一一~ [G~（・）キO のとき］

K(t) l,., G〆・） Uc J rp 

K(t）且

K(t) -

N(t)c(t) r Ucci:Ct) l K(t) 
＝ε｛ρ＋δ一ーとL一一｝一一一一一一δ

K(t) l,., Uc J K(t) 
[Gゅ（・）キO のとき］

となり，上2式の両辺に対数をとり，時間で微分すると（2--:-20）式を得る。

r KCt) :1 
一一log{e[• J一一一一一δ｝

NCt) . cCt) KCt) ctt -l KCt) J 
一 一一一一一
N(t) c(t) K(t) r K(t) l 

log{ e[ •］一一一一一δ ｝
-L K(t) J 

上式を gKについて解くと（2-20）式を得る。

r KCt) 1 
一一log｛ε［・］一一一一一δi

K(t) N(t) . c(t) dt 0l K(t) J 
g一一一一一一一一一十一一一一 、
K-K(t) -N(t) ' c(t) T K(t) l 

og｛ε［・］一一一一一δ｜
l K(t) J 

=m+gc 

ここで，

かgje[•J－~いi
叫［・］－~い）

Ed,（・）GK（・） U.,i(t) 
［・］＝ρ＋δ＋伊 l¥. －」~

,., G〆・） Uc 

u cCt) 
〔・〕＝ρ＋δ＋」正一

であるo

[Gゅ（・〉キO のとき］

[G〆・）＝O のとき］

(2-20) 
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(3）消費の成長率

ここでは，消費の成長率（gc=c(t)/c(t））に関する関係式を求める。（2-14)

式，（2-14）＇式および（ 2-17）式より

。l UcccCt) E0C・）GK（・）
一一＝一一一一一＝ρ－EK（・）＋δ＋ 伊。1 Uc G〆・）

[Gi・）キO のとき］

事。＋
 

、‘，J
〆’kK
 

E
 

nF 一一ω一丸一一
・
ム
一
向

[G〆・）＝O のとき］

となって＇ c(t)/c(t)=gcについて整理すると，（2-21)式または（2-'-21)＇式

のように消費の成長率を求めることができる。

g, r E刈 GK(.)l 
＝一一一一jp-EK（・）＋δ＋ tp I 

Uccc(t) l,... 民 G／・） J 

[G〆・）キO のとき］ (2-21) 

gc＝一旦一｜ρ－EK（・）＋δl
UccC(t) l 払 J 

[G／・）＝O のとき］ (2-21)' 

(4）人的資本の成長率

ここでは人的資本の成長率に関する関係式を求めることにする。まず（2-19)

式と（2-19）＇式を以下のように変形する。

DecとCt) Eφ（・）GK（・）
一一一一一ρ－δ＝－EK（・）＋ 伊

民 G世（・）

[G〆・）キO のとき］ (2-19-1) 

u ccの
」 E一一ρ一δ＝－EK（・）

上の2式を時間で微分すると，

[G／・）＝O のとき］ (2-19-1)' 
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d r Decと（t) l ・ E（・）G／・）－E〆・）G（・）
一一｜一一一一一ρ一δI=-EK（・）十 骨・GK（・）
dt L Uc J {G〆・）}2 民

Eo1C・1・
＋~GK（・〉

Gゅ（・）且

、、，ノ
〆
E
＼K

 

・E一一
軒

A
unv wτ 

d
一白

[Gゅ（・）キO のとき］ (2-22) 

[G〆・）＝O のとき］ (2-22)' 

を得る。この式を（2-19-1）式および（2-19-1)＇式で割ると（ 2-23）式および

(2-23）＇式を得る。

土戸必Q_一ρ一δ1 皇tl.立世（．）一E/.)GK(. )Gφ（ 
dt l Uc J一 Gφ（•) {G世（.）}2 

Ucc<::(t) Ei・1
~ー・ GK（・）－EK （・）

Uc G〆・） I¥. I¥. 

GK（・）

+ GK（・） EK（・）
－ G／・）EK（・） Eφ（・）

l一 一一一・ GK（・）－EK（・）
Eゅ（・）GK（・） G〆・）

[G〆・）， Gk（・）キO のとき］ (2-23) 

d r Decと（t) .. 1 
dt L Uc 「－ J 

U"i;(t) 刷

ーι 一一一ρ－o
Uc -

、‘，ノ一、、，
J

－
－
－
 

〆，‘、一〆，、、
K

一
K

－

E
一E

[G〆・）， GK（・）＝O のとき］ (2-23）’ 

この（2-23）式または（2-23）＇式に K(t)/K(t)=gK, N(t)/N(t) =m, H(t)/ 

H(t)=gHとおくことにより，

gc=g(gH) (2-24) 

という，消費の成長率gcと人的資本の関係式を得る。ここで（2-8）式を変形し

時間で微分すると，以下の式を得る。
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。1Eu（・）= -82Gu（・） (2-8）’ 

。1EuC・）+81Eu（・）== -82Gu（・）-82GuC・）

上の式を（2-8）’式で割ると（2-25）式を得る。

。1, Eu（・） 82 , Gu（・）
一一一 －81 . Eu（・） 82 . Gu（・）

(2-25) 

(2-17）式は（Ji/81= Dcc•c(t) /Ucであるから，（2-25）式と（2--el7）式より

。2・ DecとCt), Eu（・） Gu（・）
一一 十 一 一 －
82 De ・ Eu（・） Gu（・）

(2-26) 

となり， K(t)/K(t)=gK, N(t)/N(t) =m, H(t)/H(t) =gttを（2-26）式に代入

すれば（2-27).式という関係式を得る。

十向，m,gH) (2-27) 

ここで，持続的成長状態では（2-15）式＝ (2-26）式または（2-27）式が成

立するから，（2-28）式という関係式を得る。

Gu（・）EH（・） U c(t) Eu（・） Gu（・）
口 一GH（・）＋δ＝ ω ＋一一一一一一一一 (2-28) 

Eu(・） Uc Eu（・） Gu（・）

この関係式に（2-24）式を代入すれば基本的に人的資本の成長率gHが求ま

る。

(5）経済成長率

持続的成長状態での経済成長率（gyニY(t)/Y(T））は（2-2）式を時間で微分

し，同式で割ると求まる。また gyはgy-mによって求めることができる。

Y(t）ニEK（・）K(t)+EN（・）N(t)+EH（・）HCt)

YCt) NCt) 
gy Y(t) N(t) 

= EK（・）K(t）↓ EN（・）N(t）ム EH（・）H(t)_..... (2-29) 
Y(t) Y(t) . Y(t）…  
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第 2章の注

1) 適切な性質を持つ生産関数については大住［18]pp. 30-31を参照のことD

2) 全ての個々人は外部効果から利益を得るが，人的資本蓄積の決定においては Ha

についての適切な効果を考慮することができず，また誰も各人の時間配分の割り振

りを決定する際に，外部効果を考慮にいれていない。このような Haを外部効果と呼

ぷ。（Lucas[7],p. 18) 

3) 競争均衡経路の厳密な定義は大住［17]pp. 249-250を参照のことo

3. 各体系の成長率と統合化・一般化の考察

前章で得られた統合化・一般化された体系のもとでの関係式を使って，

Lucas体系と Rebero体系の各成長率を導出し，その統合化・一般化の意味を

考察することにするo

3-1 Lucas体系

各成長率を導出する前に Lucas体系の概要を簡単に，そして準備としてこ

こで使用される関連式を述べておくことにする。

モデル

生産に関する技術的状況は以下の式で与えられている。

Y(t) =F(K1 (t) ,Ne1(t))Ha 

=AK(t)1マ［u(t)H(t)N(t) ]THa(t)a (3-1) 

物的資本蓄積は以下の式で与えられる。尚，資本の減耗率δはゼロと仮定さ

れている。

K(t) =AK(t)1マ［u(t)H (t) N (t)JHa(t)a-N (t)c(t) (3-2) 

人的資本蓄積は以下の式で与えられる。従って人的資本蓄積において物的資

本K (t）は使用されずゆ（t)=lとなり，余暇時間（L)=Oである。尚，人的資

本減耗はゼロと仮定されている。
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H(t) =H(t)f[l-u(t)J 

E：定数

効用関数（U）は以下の式で与えられる。

c(t)1寸－1
Uニ U(c）二二一ーァ一一一

1-a 

準備（関連式の導出）

(3-3) 

(3-3) 

E（・）=AK(t）吋u(t）日（t)N(t)]7Ha(t）α （3-5)

EK（・）= (1-r)AK(t）マ［u(t)N(t）］唖（t)r＋α （3-6)

EK（・）ニ(1ーの（－r)AK(t)ナ 1u(t)7N(t)TH(t)r+aK(t) 

十（l-r)rAK(t)1u(t)rN(t)r-1H(t)r十αNCt)

+Cl-r)Cr＋α） AK (t)--ru (t)rN (t)rH (t)r＋α1H(t) (3 7) 

Eu（・）=rAK(t)I--ru(t)r-1N(t)rH(t)r＋α （3-8) 

EH（・）=rAK(t)11u(t)rH(t）「1N(t)THa(t)a 

ニ rAK Ct) 1--ru Ct)7N Ct）恒（t)r＋α1 CHa(t)=H(t)) (3-9) 

Eぷ・）ニO (3-10) 

G（・）＝H(t）瓦1'-u(t)] (3-11) 

GKC・）=O C3-12) 

Gu（・）＝－H(t〕~ C3 13) 

Gu（・） =-irct]~ (3-14) 

GH（・）＝ffl-u(t)l (3-15) 

G〆・）=0 (3-16) 

(1）物的資本の成長率 gK

第2章で求められた関係式を利用して物的資本の成長率を求める。効用関数

は（3-4）式で与えられているから，（2-6）式を使用すると（3-17）式を得る。

。1=Uc=c(t)-a C3-17) 

また（2-13）式から，
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。1=Ucc・c(t)=-ac(t)-a-1・c(t)
が求まる。さらに（3ー17）式と（3-18）式から，

。1 DecとCt)。i Uc -oc 

(3-18) 

(3-19) 

が求まる。今， Gφ（・）＝Oであり，（2-20）式を利用すると，対数の括弧内は定数

となって，（3-20）式を得る。

gk=m+gc 

＝ロ1+gc

_!_log（εσgーgーδ）dt u レ

log（εagc-gc一δ）

(3-20) 

ここで， ε＝EC・）／（K(t)EK（・））＝1/(1-r)>Oとなって，仮定を満足してい

る。こうして，物的資本の成長率gKを求めることができた。

(2) 消費の成長率gc

統合化・一般化によって求められた関係式を利用して消費の成長率を求め

るoつまり，（2-21)＇式を使うと消費の成長率を求めることができる。

Uc c(t）一σ1

Dec c(t）一σc(t)-o-1・c(t）。

gc=-a-1［ρ一(1-r)AK(t)-7[u(t)N(t)]7H(ty+a]

＝。－i[(1-r)AK(t）一7[u(t)N(t)JTH(tra－ρ］ (3-21) 

となる。ここで持続的成長状態の定義2より gcは一定率で成長しているか

ら， (1,)AK(t）マ［u(t)N(t)JTH(t)r＋αも一定の割合で、成長していることになり，

この項は資本の限界生産力（実質レンタル率： r）である。したがって（3-21)

式を以下のように書き改めるo

(3-22) 
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(3｝人的資本の成長率gH

さらに，統合化・一般化によって求められた関係式を利用して人的資本の成

長率を求める。つまり，（2-23）＇式を利用する。従って（ 3-19）式（これは定数）

を使うと（2-23）＇式に相当する式は以下のように，

EK（・） " 

EK（・） -
(3-23) 

と簡単に書き改められる。また（3-6）式と（3-7）式を（3-23）式に代入す

ると以下の式を得る。

K(t) N(t) iICt) 
-r一一一＋r一一一＋Cr＋α）一一一＝O
’K(t）’ N(t）’ H(t) 

ここで， K(t)/K(t)=m +gc, N(t)/N(t) =m, H(t)/H(t) =gHを上式に代入す

れば，（3-24）式の関係を得る。

-r(m + gc) +rm+ (r＋α）gH=O 

上式をgcについて解く。

H
 

g
 

α
一

＋一

T
申’一σ町 (3-24) 

また，準備段階で導出された関連式とく3--19）ー式を一（2-26）式に代入すると

(3-25）式を得る。

K(t) NCt) iICt) 
ご三＝-age+ (1-r）一一一＋r一一一＋Cr＋α）一一一

K(t) N(t) H(t) 

= -a gc + Cl-r) (gc +m) +rm+ Cr＋α：）gH-gH 

＝－σgc+ Cl-r)gc+m + Cr＋α一l)gH

=Cl-r一σ）gc+m+(r＋α－l)gH (3-25) 

ここで，（2-15）式に従って 82/82を求めると（3-26）式が得られる。
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自 rAK(t)1-ru(t)7 N(t)7 H(ty+a-i 
ニ土＝ρ－H(t)t・’ ＋a-E[l-u(t)] 
82 tv rAK(t)1.:..r u(t)r-1 N(t)7 H(t)7 

釘I(t)u(t)
＝ρ一 －E[l-u(t)]
"' H(t) 

＝ρ－E (3-26) 

ここで，（3-25）式＝ (3-26）式として，（3-24）式を代入すれば，（3-27）式

を得る。

7十α
(l-r-a)r. gH+m + Cr＋αー l)gH＝ρ－E

従って，上式を gHについて解く。

r[E一（ρ－m)]

gHσCr＋α）一α
(3-27) 

こうして持続的成長状態の競争均衡長経路における人的資本の成長率gHが

求まった。

(4）経済成長率

統合化・一般化の体系のもとで得られた関係式，（2-29）式，を使って持続的

成長状態の経済成長率gyを求めることiこするoY(t）は以下のように与えられ

ている。

Y(t) =AK(t)1'[u(t)H(t)N(t)J7Ha(t）α 

上式を時間で微分し，上式で割ると経済成長率gyが求まる。

Y(t) = (1-r)AK(t)-7[u(t)H(t)N(t) ]7Ha(tlK(t) 

+rAK(t)1-1u(t)7N(t)r-lH(t）官a(tfN(t)

+Cr＋α）AK (t)1-7u(t)7N (t）守I(ty+a-1H(t) (Ha(t) =H(t)) 

YCt) KCt) NCt) iICt) 
一一一＝Cl-r）一一一＋γ一一一＋Cr＋α）一一一
Y(t) K(t) N(t) H(t) 

(3-20）式および（3-24）式より K(t)/K(t)=m+gc=m+(r＋α）gH/r,N(t)/ 

N(t)=mであり，（3-27）式より gH=r[f-(p-m）］／［σCr＋α）－α］であるから，こ
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れを上式に代入し，人口成長率mを差し引けば，

Y(t) gy=--m=(l-r)[m＋ヂ• gH]+rm叶＋尚一m (3-28) 
Y(t) 

C一（ρ－m)
=(r十α）

’ o(r＋α）一α

となって，持続的成長状態の経済成長率gyが求まる。

3-2 Rebelo体系

Lucas体系と同様に Rebelo体系の概要を簡単に， そして準備としてここで

使用される関連式を述べることにする。

モデル

生産に関する技術的状況は以下の式で与えられている。この体系では人口は

一定と想定されており，便宜上 N(t)=lとおかれ，外部効果Ha(t）は考慮さ

れておらず， Ha(t)=lである。

Y(t)=F(K1(t), Ne1(t))=Ai［ゆ（t)K(t)]1'[u(t)H(t)]T (3...:30) 

K1(t）＝ゆ（t)K(t)

Ne1(t) =u(t)H(t) 

物的資本蓄積は以下の式で与えられている。

K(t)=A1［ゆ（t)K(t)J11[u(t)H(t)Jr-c(t)-0K(t)

人的資本蓄積は以下の式で与えられている。

H(t) =G(K2(t), Ne2(t)) 

(3-31) 

=A2[K(t) (l-¢(t)]1 移［(1-L-u(t)H(t)JβーδH(t) (3...:32) 

K2(t) =K(t) (1-cp(t)) 

Ne2(t) = (1 _.:._L-u(t))H(t) 



経済発展と人的資本

効用関数（U）は以下の式で与えられている。

c(t)1ーσ

U=U(c）＝ーァ一一
1-a 

準備（関連式の導出〉

E（・）=A1[K(t）ゆ（t)Jl寸tu(t)H(t）ア

EK（・）＝Cl-r)A1ゆ（t)1'1<(t）マ［u(t)H(t)J

EK（・）= -rCl-r)A1¢Ct)hK(t）ナ1u(t）恒Ct)TKCt)

- 63ー

(3-33) 

(3-34) 

(3-35) 

十r(l---r)A1¢ (t) 11K (t)1u (t)11I (t)r-1ii: Ct) (3-36) 

Eu（・）＝rA1［ゆ（t)K(t)Jl-ru(t)r-1H(t)7 (3-37) 

Eu（・）＝rCl-r)A1φ（t)l-rK(t)1u(t）「1H(t)7K(t)

+r2A1［φ（t)K(t)]11u(t）「1H(t)Y-1H(t) (3-38) 

Eぷ・）＝Cl-r〕A1ゆ（t)1K(t)1寸tu(t）日（t)Y (3-39) 

E;;C・）＝(l-7)2A1ゆ（t)1K(t)l-ru(t）引（t)7K.(t)

+rCl r)A1φ（t)1K (t) 1--ru (t)rH (t)r-1H (t) (3-40) 

EH（・）=rA1K(t) 1--r¢(t)11u(t)7H(t〕「1 (3-41) 

G（・）=A2[K(t) (l-¢(t）］吋［(1-L-u(t)]H(t）戸（3-42)

GK（・）= (l-.B)A2[K(t) (1ーゆCt)Jす(1ーゆ（t))[(l-L-u(t))H(t）ア（3-43)

GK（・〉＝ーβ(1一β〕A2K(t）ーか1[1一φ（t)Jl--/l

×［（1-L u(t))H(t)}8K(t）十β（l-.B)A2K(t〕手

×[1-¢(t)Jl一世(1-L-u(t))flH(t戸一1H(t) (3-44) 

Gu（・）＝一βA2[K(t)(l－φ（t)J1--ll[(l-L-u(t)}8-1H(t）β （3 45) 

GuC・）= .B(lβ）A2K(t)-fl(l ゆ（t))lポ[(1-L-u(t)}8-1H(t)flK(t)-/32A2 

×［K(t) (l-¢(t）］吋［(l L-u(t）〕H(t)}8-1H(t) (3-46) 

Gバ・）＝一（l-/3)A2K(t)1す［(lーゆCt)J世［(1-L-u(t))H(t〕T (3-47) 

G〆・）＝一(l-/3)2A2K(t）ポ［1－φ（t）］一世

×［(1-L-u(t))H(t)}8K(t)-/3(1－β）A2K(t)1--ll 
×［1一φ（t)Tfl[l-L-u(t)}8H(t）βー1H(t) (3-48) 

GH（・）＝βA2[K(t)(lーゆ（t)Jlす(1-L-u(t)flH(t))P-1 (3 49) 
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(1) 物的資本の成長率gk

一般的な体系のもとで得られた関係式を利用して物的資本の成長率を以下の

ようにして求める。効用関数は（3-33）式で与えられているから， Lucas体系

と同様な手続きを経ると（3-50）式を得る。

。1 Dec c(t) 
五＝一正一－ag

(3-50) 

(2-20）式を利用して，（3-50）式および（3-51）式を代入すると（3-52）式

のように物的資本の成長率gkが求まる。

E<b（・）Gk（・）
伊 =Cr-l)A1｛［ゆ（t)K(t) J/[u(t)H(t) J }-0(1一世（t))
G以・）

=(r-l)A1長一7(1一φ（t)) (3-51) 

r ゆ（t)K(t)
k= ：効率単位当りの物的資本比率一 u(t)H(t)

持続的成長状態であれば， kおよびφ（t）は一定であるから， Eゆ（・）Gk（・）／

Gφ（・）も一定となる1）。従って（2-20）式の log｛｝は定数項となり， d/dt(log

{ })=Oとなり， Rebelo体系では人口成長率は考慮していないから，

gk=gc (3-52) 

という関係式を得る。尚， ε＝1/(1-r)>Oである。（3-52）式では資本の成長率

はまだ求まっていないが，消費の成長率から資本の成長率は決定さることにな

るo

(2）消費の成長率gc

次に（2-21)式を使って消費の成長率gcを求めることにする。｛3-50）式を変

形したものと，（3-51)式および関連式を（2-21)式に代入すると（3-53）式を

得る。

gc=-~ • ｛日一川 ~ffi~ffi J寸＋δ） (3-53) 

ここで (1-r)Ai{砂（t)K(t)J/ [u(t)H(t)J }-r－δは物的資本の限界生産力
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（実質レンタル率： r）であり，持続的成長状態では一定であるから，上式を書

き改めると

(3-54) 

となり， gK=gc=:={r一ρ）／σが成立し，資本の成長率と消費の成長率が導出さ

れた。

(3）人的資本の成長率

ここでは，一般的な体系のもとで得られた関係式を使って，人的資本の成長

率を求めることにするoまず，｛3-50）式および準備段階で導出された関連式を

(2-23）式に代入する。計算が複雑なので簡単に述べると，（2-23）式の左辺の

｛｝は定数 （－age一ρ－δ〉となって左辺はゼロとなる。従って，（2-23）式に

相当する式は（3-55）式のようになる。

O= (l-¢(t))2 [(8-r)gK一句－r)gH］＋β（gH-gK)-r¢(t)(1-¢(t)) (gK-gH) 

(3-55) 

(3-55）式を整理すると，以下の関係式を得る。

gH=gk 

ここで（2-15）式を使って （h/82を求めると，

82 
万：－＝ρ－r

が求まる2）。ただし， rは持続的成長状態における実質利子率で，

r=WA111A21ーν(1ーL)1ーν－δ

(3-56) 

(3-57) 

(3-58) 

でありの， ν＝(1一β）／(1一β＋r），曹は7とβの強いプラスの関数である。さら

に（2-26）式に（3~50）式と準備段階で導出された関連式を代入し， gK=gc と

して，。2/82を求めると（3-59）式を得る。

ま＝(/3-a一九一ω一向 (3-59) 
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ここで（3-57）式＝ (3-59）式とし，（3-56）式と（3-52）式から gc=gHを

代入すると，

(3-60) 

となって，人的資本の成長率が求まり，（3-54）式と等しくなることが確認でき

た。

(4）経済成長率

さらに関係式，（2-29）式，を使って持続的成長状態の経済成長率gyを求め

ることにするo Y(t）は以下のように与えられている。

Y(t) =A1［φ（t)K(t)J1マ［u(t)H(t)Jr

(3-61)式を時間で微分し，同じ式で割ると経済成長率が求まる。

Y(t) = (1-7)A1¢(t)1-1K(tY1[u(t)H(t)JK(t) 

+rA1［ゆ（t)K(t)]1-7u(t)7H(t)7一1H(t)

Y(t) K(t) HCt) 
一一一＝(1-r）一一一十T一一一
Y(t）’ K(t）’ H(t) 

= (1-7)gK+7gH 

今， gK=gHであるから，結局，

gy=gK=gH=gc 

(3-61) 

(3-62) 

という関係式が得られる。ここで，持続的成長状態の実質利子率rは（3-58)

式で与えられているから，経済成長率gyは以下のように表される。

gv＝曹A1"A／ーν(1-L)1ーν－δ一ρ， 。 (3-63) 

以上のように，第2章で得られた一般的体系のもとでの関係式を使って各成

長率を求めたが， LucasおよびRebeloが導出した成長率と一致することが証

明できた。
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第 3章の注

1) Rebelo [1991］の論文より持続的成長状態での効率単位当りの資本比率を計算

すると，

φ（t)K(t) _ __p_ 」二L _-.!.:::..L ユ土
＝β1ーβ竹 (1-/3)Iーβ＋rγ ト /1＋γ(1－γ）け＋r・

u(t)H(t) 

A1弓守 A2寸守(1ーL）弓存

となって，効率単位当りの資本比率が一定であることを証明できる（APPENDIX-

Iを参照のこと）。

2) 求め方は， APPENDIX-Iを参照のこと

3) 求め方は， APPENDIX-Iを参照のこと

3-3 統合化・一般化についての考察

ここで Lucas体系と.Rebelo体系の統合化・一般化により明確になったこ

とは， Lucas体系において， m=O,A2＝己 α＝O，と置き，物的資本の割り振

り率Oくゆ（t）く1および余暇時間の割合Lを考慮したものがRebelo体系であ

ることは明白である。従ってこの条件を Rebelo体系に置き換えれば，各成長

率がLucas体系と一致することが確認される。そこで両体系の各成長率を比

較すると，いま Rebelo体系では人口成長率mがゼロであったから，両体系間

で差異を生じるのは，人的資本の成長率と経済成長率であることがわかる。乙

れは外部効果Ha(t）の存在が大きな要因であるためであるが，人的資本の外部

効果が大きくなるほど Lucas体系の人的資本の成長率と経済成長率は大きく

なるoRebelo体系では，経済成長率を高めるためには，実質利子率rを大きく

すればよしさらにそのためには，ここでは詳述できないが7をノマラメータと

してシュミレーションした結果7を大きくすれば良いことが分かった。

4. 結語

本稿で得られた結果は経済発展，特に発展途上国の経済発展を考える際に，

多くの示唆を含んでいると思われる。特に Household-producerの仮定は先

進国よりも発展途上国に適していると思われる。なぜなら発展途上国では消費
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者と生産者の分離がそれほど進んでいないからである。また本稿で設定された

一般的な体系のもとで得られた関係式は， LucasおよびRebeloによって展開

されたコプ＝ダグラス型生産関数に限定されず， CES型関数でも妥当するもの

である。そのためには（2-18）＇式の ε＞Oが満足されなければならないが， い

ま， Y(t)=A[Cl-r)K(t)--P+rNe(t）ヲ］一1／，ρHa(t)aとすれば， ε＝［(1-r)+r(K(t)/ 

Ne(t））ρJ/(1-r) >Oが成立し， CES型関数であっても本稿で得られた一般的な

帰結が適用可能であるo この CES型関数の導入の可能性は幅広い分析が可能

であることを示しており，分析対象国の国情に応じた生産関数が導入できるこ

とになる。また本稿では紙数の関係で述べることができなかったが，本稿での

展開以外にも， Lucas体系と Rebelo体系の賃金に関する相互関係と国際労働

移動の分析，およびデータによる部分的な実証分析も行った。今後の課題とし

て， CES型関数による各成長率の導出および裏付けされたデータによる実証分

析が残されている。

APPENDIX-I 

Rebelo体系にて使用される準備段階での関連式は（3ー34）ー（3-49）式を利

用する。まず，（2-16）式を使うと，（Al-1)式を得る。

Cl-r)A1¢(t)-1K(t)1-r〔u(t)H(t）〕T

rA1ゆ（t)1-7K(t)1-ru (t)r-lH (t)7 

(1-,8)A2K(t)1ーβ〔1一世Ct）〕一β〔(1-L-u(t)H(t) }8 

.BA2〔K(t)(1一世（t))1ーβ(1ーL-u(t））βー1H(t)8

従って，これを整理すると（Al-1)式を得る。

φ（t)K(t) βCl-r) r Clーゆ（t)K(t) 1 

u(t)H(t) rCl一β）l (1-L-u(t))H(t) J 

また（2-14）式を使うと，（Al-2）式を得る。

(AI-1) 
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土＝ρ－(1-r)A1ゆ（t)1一官αt）一T

(1一β）A2K(t）一β(1一ゆ（t))1一9〔(1一－L-u(t))H(t）〕H

(1-,B)A2K(t)1ーβ(1一φ（t))1ーβ〔(1-L-u(t) )H(t）〕fJ • 

(1-r)A1 ¢(t)-r K(t)1-r〔u(t)H(t）〕T

＝ρ－(1-r)A1φ(t)-r K(t)-r〔u(t)H(t）〕r＋δ
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(Al-2) 

さらに（2-15）式を使うと，（Al-3）式を得る。

会 弓一臥2問日川イ［(1ーL-u(t))H(t）門一山（Al-3)

持続的成長状態では，。i/(h=82/82が成立するから，（Al-2）式＝ (Al-3）式

とすると，（Al-4）式を得る。

〔1一世（t）〕K(t) r (1-r)A1 I迂τfゆ（t)K(t),-h I 1 I /J 1 I I 1 /J (Al-4) 
〔1ーL-u(t）〕H(t) l ,BAll-L) J l u(t)H(t) J 

ここで（Al-1)を変形すると，（Al-1)＇式となる o

〔1一世（t）〕K(t) rCl－β） 「ゆ（t)K(t)1 
I I (Al-1)' 

βCl-r) L u(t)H(t) J 

(Al-4）式を（Al-1）＇に代入すると（ Al-5）式が求まり，

φ（t)K(t) _ _p_ J 土」二ι
＝β げ ＋r・(1一β）Iーβ＋r・7 1イ ＋r・Cl-r)1ーβ＋r・A／－β＋r • 

u(t)H(t) 

、2
／L

 

一山
A
 

(Al-5) 

持続的成長状態での効率単位の資本比率kC一定）が求まる。ここで，持続的成

長状態の実質利子率 Cr）を（Al-6）式のように定義する。

r=Cl-r)A1［ゆ（t)K(t)J'[u(t)H(t):r－δ 

この（Al-6）式に（Al-5）式を代入すると（Al-7）式を得る。

1-P-r+Pr ___PI__ r(I-P) Iーβ7

r=Cl-r）げ＋r ・βげ ＋r・rCl-,8)Iーβ＋r・A／－β＋r・A2げ ＋r • 

(1-L）日＋rーδ

(Al-6) 
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ここで，

lーβ－r+/3ケ /3r r(l-/3) 

曹＝(1-r)Iーβ＋r ・βlβ＋r・rCl一β）1ーβ＋r

ν＝ 
1－β 

1－β＋r 

とおくと，

r=WA111 A21-11(1ーL)l-11＿δ (Al-7) 

となるo また持続的成長では物的資本の実質利子率と人的資本の実質収益率は

等しくなければならないから，（Al-8）式が成立している。

。1 82 
一一＝一一＝ρ－r
θ1 82 

(Al-'--8) 
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