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箱とバスケットと玉の系におけるソリトン解

公立はこだて未来大学 由良文孝 (Fumitaka YURA) ∗

概 要

箱とバスケットと玉の系 [2]における超離散双線形形式およびソリトン解などについて，得ら
れた結果を報告する．

1 はじめに

箱玉系 [1]はその発見以来，さまざまな側面から研究され，オリジナルの箱玉系を含む形で拡張さ

れてきた [10]．本論文で考察する箱とバスケットと玉の系 [2]は，2010年に T. Lam, P. Pylyavskyy,

R. Sakamotoらによって発見された系であり，向き付けられた曲面におけるネットワークから構成

されたものである．バスケットがない状態を初期状態とした場合，箱玉系と同じルールを与えるこ

とから，箱玉系の拡張とみなすことができる．論文 [2]において，ソリトン間の散乱過程や位相のず

れについての基本的な考察はおこなわれているが，その力学的な性質は不明であった．本論文では，

BBB系が従う超離散双線形形式を示し，さらに任意個のバスケットソリトンおよび玉ソリトンを含

む N ソリトン解 (N = p+ q)を得たので報告する．

2 箱とバスケットと玉の系について

Yang-Baxter方程式を満たす whurl関係式 [4]の超離散化は以下の式で与えられる．

a′ = a−min(a+ b, a+ c, b+ f) + min(e+ c, d+ c, d+ b)

b′ = b−min(a+ b, a+ c, b+ f) + min(a+ e, d+ f, e+ f)

c′ = c−min(e+ c, d+ c, d+ b) + min(a+ e, d+ f, e+ f)

d′ = d+ a− a′

e′ = e+ b− b′

f ′ = f + c− c′
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図 1: R : (a, b, c)⊗ (d, e, f) 7→ (d′, e′, f ′)⊗ (a′, b′, c′)

このとき L := a− b+ c = a′ − b′ + c′, K := d− e+ f = d′ − e′ + f ′ が成立する．ここで，a → ∞
(L → ∞)および K > 0 としたものが，箱とバスケットと玉の系 (Box-Basket-Ball System; BBB
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系)[2, 3]である．(a, b, c)に対し (a′, b′, c′)を空間座標 n → n+ 1，(d, e, f)に対し (d′, e′, f ′)を時間

t → t+ 1の向きに定め，btn ≡ b, btn+1 ≡ b′, etn ≡ e, et+1
n ≡ e′ などと表すと，

btn+1 = etn +min(0,K − f t
n) (1)

ctn+1 = ctn + f t
n − f t+1

n (2)

et+1
n = btn + etn − btn+1 (3)

f t+1
n = min(ctn,K + etn − f t

n) (4)

を得る．etnと f t
nをそれぞれ，時刻 t, 座標 n での「バスケット」と「玉」の数と見たとき，BBB系

の時間発展の 1ステップは次のように解釈できる [3]．

1. 空のバスケットをすべて一つ右の箱の上に移し，玉の入ったバスケットは動かさない．

2. 次に，左側から順にすべての玉を 1度だけ，右側のもっとも近い空箱または空きバスケットに

移す．ただし同じ場所で箱とバスケット両方が空いている場合には，空箱に優先して玉を入れ

るものとする．

バスケットがない場合 (etn = 0, ∀t, n)に，玉の動きは箱玉系の時間発展と一致する．この意味でBBB

系は箱玉系の拡張となっている．BBB系の具体例を図 2に示す．
 

図 2: BBB系の時間発展例 (K = 1)

3 BBB系の双線形形式と離散KP方程式

上式 (1)～(4)は次の超離散双線形形式および従属変数変換から得られる．

F t
n +Gt+1

n+1 = max(F t+1
n+1 +Gt

n, F
t+1
n +Gt

n+1 −K) (5)

F t+1
n+1 +Gt−1

n = max(F t
n +Gt

n+1, F
t+1
n +Gt−1

n+1 −K) (6)

btn = F t
n−1 +Gt−1

n−1 − F t−1
n−1 −Gt

n−1 (7)

ctn = F t+1
n−1 +Gt−1

n−1 − F t
n−1 −Gt

n−1 (8)

etn = F t−1
n−1 +Gt−1

n − F t−1
n −Gt−1

n−1 (9)

f t
n = F t

n−1 +Gt−1
n − F t

n −Gt−1
n−1 (10)
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さらに |n| → ∞で，etn, f
t
n = 0の条件を課し，

rtn :=
∞∑

m=n

etm = F t−1
n−1 −Gt−1

n−1 (11)

stn :=
∞∑

m=n

f t
m = F t

n−1 −Gt−1
n−1 (12)

とおくことによって，箱玉系で馴染みのある「運搬車」の表示 btn = rt+1
n − rtn, c

t
n = st+1

n − stn を与

えることもできる．

上に述べた双線形形式 (5), (6)は次の 2本の dKP方程式から導くことができる．

α(β − γ)τnτtm + β(γ − α)τtτmn + γ(α− β)τmτnt = 0 (13)

α(β − κ)τnτtl + β(κ− α)τtτln + κ(α− β)τlτnt = 0 (14)

ここで τ ≡ τ(n, t,m, l), τn ≡ τ(n+ 1, t,m, l), τn̄ ≡ τ(n− 1, t,m, l)など，添え字は τ からのずれを

示す表記を用いている．µ =
γ(α− β)

β(γ − α)
, −µ

ν
=

κ(α− β)

β(κ− α)
と置き，さらに reduction条件 τm = τtl に

より独立変数 lを消去すると，

−(1 + µ)τnτtm + τtτmn + µτmτnt = 0

(µ− ν)τnτm + ντtτt̄nm − µτt̄mτnt = 0

さらに F̃ t
n := τm ≡ τ(n, t,m+ 1), G̃t

n := τ ≡ τ(n, t,m), t → −tとすることにより

F̃ t+1
n+1G̃

t
n + µF̃ t+1

n G̃t
n+1 = (1 + µ)F̃ t

nG̃
t+1
n+1

νF̃ t+1
n+1G̃

t−1
n − µF̃ t+1

n G̃t−1
n+1 = (ν − µ)F̃ t

nG̃
t
n+1

を得る．最後に変数変換 (max-plus 対応) µ = exp

(
−K

ε

)
, ν = 1 + µ, F̃ t

n = exp

(
F t
n

ε

)
, G̃t

n =

exp

(
Gt

n

ε

)
および超離散極限 ε → +0を取ることにより式 (5), (6)が得られる．論文 [2]では min-

plus対応により記述してあるが，ここでは可積分ソリトン理論で一般的なmax-plus対応を用いて記

載していることに注意する．これまでの議論より，dKP方程式から式 (1)～(4)に従う BBB系が導

けたこととなる．

4 ソリトン解について

BBB系には玉からなるソリトン (いわゆる箱玉ソリトン)と，バスケットからなるソリトンが存在

することが知られている [3, 2]．pを玉からなるソリトンの数，qをバスケット数とし，以下では，ま

ず p = 0または q = 0の場合を調べたのち，一般の (p, q)-ソリトン解について述べる．

4.1 玉のない場合 (p = 0)

f t
n = 0から F t

n = Gt−1
n となる．このとき任意の解は rtn = rt−1

n−1, s
t
n = 0と表され，常にバスケッ

トのみからなる速度 1の平行移動を示す．バスケットが 1つの場合の (0, 1)-ソリトン解は etn = δt,n

とおくと，

F t
n = Gt−1

n = min(0, n− t) (15)
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と表される．このmin解が非負のバスケット数 etn を与えることに注意する．

箱玉系においても min タイプの解は存在する (図 3)．箱玉系での負のソリトン [5] (広田の超離

散”BBB”方程式)の tau関数として知られており，その解は従属変数変換により負の f t
n を与える．

しかしながらここでの min解 (15)は，箱玉系における負のソリトンではないことに注意しておく．

BBB 系においては，箱玉系に由来する負のソリトンに対応する解が禁じられていることを次節に

みる．

0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1,-2, 0, 0, 0, 0, 0
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 3, 0, 0, 0, 0, 0
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,-2 ,1 ,1 ,1 ,1, 1
1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0,-2, 0, 0, 0, 0
0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1,-2, 0, 0, 0
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 3, 0, 0, 0
1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,-2, 1, 1, 1

図 3: 周期箱玉系における負のソリトンの例 (K = 1)[5]．この箱玉系の解は式 (16, 17)を満たすが，

式 (18)を満たさないため，BBB系には含まれないことに注意する．

4.2 バスケットのない場合 (q = 0)

etn = 0から F t
n = Gt

n となり，式 (6), (10)より

F t+1
n+1 + F t−1

n = max(F t
n + F t

n+1, F
t+1
n + F t−1

n+1 −K) (16)

f t
n = F t

n−1 + F t−1
n − F t

n − F t−1
n−1 (17)

を得るが，これは箱玉系の超離散双線形形式そのものである．またもう一方の双線形形式の式 (5)

から，

f t
n ≤ K (18)

を得る．この条件は，箱の中の玉の数が箱の容量を超えないことを意味する．

箱玉系では初期条件として ∀n, 0 ≤ f0
n ≤ K を課すと，以降の時刻 t(> 0)で 0 ≤ f t

n ≤ K を満たし

続ける．通常 f t
n は箱の中の玉の数と「解釈」されるため，任意の時刻における (箱玉系は可逆であ

るから)この条件は妥当である．これに対し，BBB系には明示的にこの上限についての条件式 (18)

が含まれていることがわかる．逆に箱玉系において，初期条件として負の値を与えると通常の正ソリ

トンとの衝突過程において f t
n > K が生じることが知られている (図 3)．つまり，箱玉系に由来する

負のソリトンと正のソリトンが混在する解は式 (5)あるいは式 (18)により禁じられていることがわ

かる．ただし，正のソリトンを含まない負のソリトンのみの解は速度 1しか取らないため衝突せず式

(18)を常に満たすことに注意しておく．
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4.3 (p, q)-ソリトン解

玉ソリトンの速度を ωi(≥1), 箱の容量をK = 1 とするとき，

[N ] = {0, 1, . . . , N − 1}

|[N ]| = N

ηi = n− ωit− θi

ξi = n− t− φi

Aij = min(ωi, ωj)

h(m) =
∑
i∈[q]

min(0, ξi −m)

を用いて，

F t
n = max

J⊆[p]

h(|J |) +
∑
i∈J

ηi −
∑

i,j∈J,i̸=j

Aij

 (19)

Gt
n = max

J⊆[p]

h(|J |+ 1) +
∑
i∈J

ηi −
∑

i,j∈J,i ̸=j

Aij

 (20)

と表される．ただし和記号の領域が空集合の場合は値を 0とする．バスケット数 q = 0の場合は，

h(·) = 0となり箱玉系の pソリトン解 (負のソリトンは含まない)を与える (4.2節)．パラメータ qは

hの定義の中にのみ現れることに注意する．また玉ソリトン数 p = 0の場合は，F t
n = Gt−1

n = h(0)

となり q個のバスケットのみからなる速度 1の解を与える (4.1節)．

図 2は，p = 2, q = 2, ω0 = 3, ω1 = 1, θ0 = θ1 = 0, φ0 = φ1 = 3として描いた解でもある．q = 2,

φ0 = φ1と重ねて与えた初期値が，初期状態での 2つの重なったバスケット (= 2min(0, n− t−3))に

対応しているが，衝突過程 (上から 3番目の時刻)では個別に位相のずれを受けていることがわかる．

また一般には，h(m)の定義中での最小値関数minの重ね合わせは，正の実数の係数 (非自然数の

バスケット個数に対応)も許すことにも注意しておく．

min解を含むソリトン解 (19), (20)の証明は離散系を経由せず超離散系の中だけでおこなうことが

可能である．その証明は [6, 7]と同様の直接的な手法により可能であるが，紙面の都合上他の機会に

譲ることにする．またほぼ同様の形式により，箱玉系の負ソリトンを含む解についても直接的手法に

より証明できる．この箱玉系に関する解は Appendixに記載した．
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A Hirotaの負ソリトン解 [5]について

箱玉系は以下の超離散双線形形式と従属変数変換で与えられる．

F t+1
n+1 + F t−1

n = max(F t
n + F t

n+1, F
t+1
n + F t−1

n+1 − 1)

f t
n = F t

n−1 + F t−1
n − F t

n − F t−1
n−1
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この方程式に対して [5]の中では，正ソリトンと負ソリトンを一つずつ含む場合の解が示されている．

F t
n = max [min(0, n− t),min(0, n− t− 2) + η1]

今回の BBB系の解を証明する過程と同様の手法を用いることによる正のソリトンを p個，負のソリ

トンを q個含むソリトン解について，以下に結果のみを記す．

F t
n = max

J⊆[p]

h(2|J |) +
∑
i∈J

ηi −
∑

i,j∈J,i̸=j

Aij


ここで，各変数の定義は本文中と同様のものを用いている．この解は本質的に [8]における背景解に

由来するものと同一である．ここでは紙面の都合上証明は省略する．
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