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概 要 中心多様体理論を利用すると，力学系を低次元化して平衡点付近における解挙動を調べるこ

とができる．本報告では，離散戸田方程式の拡張と見なせる離散可積分系に関連する中心多様体が存在

することを示し，平衡点付近における解が平衡点へ指数的に収束することを明らかにする．

1 はじめに

対称 3重対角行列の固有値計算法として qdアルゴリズムは有名であるが，その漸化式は離散戸田
方程式 (dToda: discrete Toda equation)
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(1.1)

に他ならない．qdアルゴリズムでは上付き添え字 nは反復回数，下付き添え字 kは行列の成分番号
に対応している．dToda (1.1)の拡張の 1つとして，自然数M をパラメータにもつ離散ハングリー
戸田方程式 (dhToda: discrete hungry Toda equation)[5]
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が知られている．ただし，n = 0, 1, . . . に対して E
(n)
0 ≡ 0である．dhToda (1.2)は，あらゆる部分

の行列式が非負となる totally nonnegative (TN) 行列の固有値計算に応用できることが報告されて
いる [2]．dhToda (1.2)に基づくアルゴリズムは dhTodaアルゴリズムと呼ばれ，qdアルゴリズムの
拡張と見なすことができる．
中心多様体理論 [1]は，力学系の平衡点付近における局所的な解挙動を調べる際に有効な解析手法
の 1つである．力学系に対して中心多様体が存在すれば，力学系を低次元化して局所的な解の振る
舞いを調べることができる．中心多様体理論を用いた解析により，dToda (1.1)と dhToda (1.2)の平
衡点付近における解が指数的に平衡点へ近づくことが示され，qdアルゴリズムと dhTodaアルゴリ
ズムは終盤において安定に収束することが保証されている [3, 4]．
dhToda (1.2)と異なる dToda (1.1)の拡張として，
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(1.3)
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が考えられる．ただし，n = 0, 1, . . . に対してE
(n)
0 ≡ 0である．以降，区別のために (1.2)をdhToda I，

(1.3)を dhToda IIと呼ぶことにする．dhToda I (1.2)と dhToda II (1.3)の違いは上付き添え字である．
dhToda II (1.3)から，dhToda Iアルゴリズムとは異なる TN行列の固有値計算アルゴリズムが定式
化できるが，本報告ではその詳細には触れない．本報告では，dhToda II (1.3)に関連する中心多様体
の存在を調べ，平衡点付近での解挙動を明らかにする．

2 中心多様体理論

本節では，x(n) := (x
(n)
1 , x

(n)
2 , . . . , x

(n)
ℓ1

)⊤ ∈ Rℓ1 , y(n) := (y
(n)
1 , y
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2 , . . . , y

(n)
ℓ2

)⊤ ∈ Rℓ2 に関する離
散力学系 x(n+1) = Ax(n) + ζ(x(n),y(n)),

y(n+1) = By(n) + χ(x(n),y(n))
(2.1)

の漸近解析に有効な中心多様体理論 [1, 6]について概説する．行列A ∈ Rℓ1×ℓ1 の固有値はすべて複
素平面の単位円周上に，B ∈ Rℓ2×ℓ2 の固有値はすべて単位円の内部に分布しているとする．さらに，
C2級関数 ζ : Rℓ1+ℓ2 → Rℓ1 , χ : Rℓ1+ℓ2 → Rℓ2 は

ζ(0,0) = 0, Dζ(0,0) = O, χ(0,0) = 0, Dχ(0,0) = O

を満たすとする．ただし，Dζ, Dχはそれぞれ ζ, χのヤコビ行列である．離散力学系 (2.1)に関連
する中心多様体の存在性に関して，次の定理が成り立つ．

定理 2.1. 離散力学系 (2.1)に対して，h(0) = 0, Dh(0) = O かつ y(n+1) = h(x(n+1))を満たす
中心多様体と呼ばれる C2 級関数 h : Rℓ1 → Rℓ2 が存在する．ただし，十分小さな ε > 0に対して
∥x(n)∥ < εとする．

離散力学系 (2.1)を中心多様体 hによって低次元化すると，

z(n+1) = Az(n) + ζ(z(n), h(z(n))), z(n) ∈ Rℓ1 (2.2)

が得られる．原点付近における離散力学系 (2.1)と低次元化された離散力学系 (2.2)の解挙動につい
て次の定理が成り立つ．

定理 2.2. (2.2) の零解が安定ならば (2.1) の零解は安定である．また，(x(n),y(n)) を十分小さな
初期値 (x(0),y(0)) に対する解とする．このとき，(2.2) の解 z(n) が存在し，すべての n に対して
∥x(n)−z(n)∥ ≤ κβnかつ ∥y(n)−h(z(n))∥ ≤ κβnを満たす．ここで，κ, βは正の定数，β < 1である．

3 dhToda IIに関連する中心多様体

本節では，dhToda II (1.3)に関連する中心多様体の存在を示す．dhToda II変数の初期値Q
(0)
k , E

(0)
k ,

E
(1)
k , . . . , E

(M−1)
k が正かつ有界であるとき，c1 > c2 > · · · > cmを満たす正の定数 c1, c2, . . . , cmが

存在して，

lim
n→∞

Q
(n)
k = ck, k = 1, 2, . . . ,m, (3.1)

lim
n→∞

E
(n)
k = 0, k = 1, 2, . . . ,m− 1 (3.2)
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図 1: dhToda II変数E
(n)
k の挙動．

が成り立つ．(3.1), (3.2)の証明については別論文に示す予定である．ここで，dhToda II (1.3)の解
挙動についての数値例を示す．数値例では，m = 4, M = 3 として初期値を Q

(0)
k = 4.0, (k =

1, 2, 3, 4), E
(0)
k = 2.0, E

(1)
k = 1.0, E

(2)
k = 0.5 (k = 1, 2, 3)と定めた．図 1は n = 0, 1, . . . , 30にお

ける E
(n)
k の値をプロットしたグラフである．離散時間を n = 3ℓ+ j (j = 0, 1, 2)とすると，図 1よ

り ℓが大きくなるにつれてE
(3ℓ+j)
k (k = 1, 2, 3, j = 0, 1, 2)は滑らかに 0に近づく様子が観察できる．

他の数値例でも同様の現象を確認できるので，離散時間 nを ℓM + j (j = 0, 1, . . . ,M − 1)と書き直
し，Q

(ℓM+j)
k , E

(ℓM+j)
k をそれぞれQ

(ℓ,j)
k , E

(ℓ,j)
k と表記して以降の議論を進める．また，離散力学系

(2.1)のように dhToda II (1.3)の平衡点を原点とするために新しい変数
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を導入する．このとき，dhToda II (1.3)は次のように書き換えられる．
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(3.3)

ただし，ℓ = 0, 1, . . . に対して E
(ℓ,j)
0 ≡ 0である．本報告では，(3.3)も dhToda II と呼ぶ．ここで，
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k )とすると，次の補題が得られる．

補題 3.1. k = 1, 2, . . . ,m, j = 0, 1, . . . ,M − 1に対して |Q̄(ℓ,j)
k | < ckならば，
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(ℓ+1,j)
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(ℓ), e(ℓ)), k = 1, 2, . . . ,m, j = 0, 1, . . . ,M − 1, (3.4)
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k =αkĒ

(ℓ,j)
k + ḡk,j(q

(ℓ), e(ℓ)), k = 1, 2, . . . ,m− 1, j = 0, 1, . . . ,M − 1 (3.5)

が成り立つ．ただし，αk := ck+1/ckとし，特に α0 = 1とする．ここで，f̄k,j , ḡk,j は q(ℓ), e(ℓ)の関
数であり，

f̄k,j(0,0) = 0, ∇f̄k,j(0,0) = 0, ḡk,j(0,0) = 0, ∇ḡk,j(0,0) = 0 (3.6)

を満たす．ただし，∇f̄k,j , ∇ḡk,j は関数 f̄k,j , ḡk,j の偏導関数である．
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証明. まず，(3.5)を kに関する帰納法で示す．k = 1のとき dhToda II (3.3)の第 2式は

Ē
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1

c1
· Q̄

(ℓ,j)
2 + c2

1 +
Q̄
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(3.7)

と書き換えられる．|x| < 1なるx ∈ Rに対して 1/(1−x) =
∑∞

j=0 x
jが成り立つので，|Q̄(ℓ,j+1)

1 | < c1

ならば (3.7)は次のように変形できる．
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る Q̄
(ℓ,j+1)
1 は dhToda II (3.3)の第 1式より Q̄

(ℓ,j+1)
1 = Q̄

(ℓ,j)
1 + Ē

(ℓ,j)
1 なので，ḡ1,j は q(ℓ), e(ℓ)の関数

と見なせる．また，ḡ1,j は明らかに (3.6)の第 3式と第 4式を満たす．続いて，(3.5)において kが
k− 1である場合に成り立つと仮定する．(3.3)の第 2式は |Q̄(ℓ,j+1)

k | < ckを仮定すると，次のように
変形できる．
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れる Q̄
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k は dhToda II (3.3)の第 1式より Q̄
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(ℓ,j)
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(ℓ+1,j)
k−1 なので，Ē

(ℓ+1,j)
k−1 に

対して帰納法の仮定を用いると，ḡk,j は q(ℓ), e(ℓ)の関数と見なせる．また，ḡk,j は (3.6)の第 3式と
第 4式を満たす．以上より，k = 1, 2, . . . ,m− 1に対して (3.5)および (3.6)の第 3式と第 4式が示さ
れた．
次に (3.4)を kに関する帰納法で示す．k = 1とした (3.3)の第 1式に対して (3.5)を用いると，
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が得られる．ただし，f̄1,j =
∑j−1

t=0 ḡ1,tであり，f̄1,j は (3.6)の第 1式と第 2式を満たす．(3.4)にお
いて kを k − 1とした場合に成り立つと仮定する．まず，j = 0とした (3.3)の第 1式は (3.5)より，
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と書き換えられる．ただし，f̄k,0 = −
∑M−1

t=0 ḡk−1,tであり，f̄k,0は (3.6)の第 1式と第 2式を満たし，
(3.8)は j = 0とした (3.4)と一致する．Q̄

(ℓ+1,i)
k (i = 1, 2, . . . , j− 1)は (3.4)のように与えられると仮

定すると，Q̄
(ℓ+1,j)
k は (3.5)より，

Q̄
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と導かれる．ただし，f̄k,j = −
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t=0{[Q̄
(ℓ+1,t)
k + (Q̄

(ℓ+1,t)
k + ck)

∑∞
p=1(−Q̄
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k−1 /ck−1)

p]Ē
(ℓ+1,t)
k−1

/ck−1}−
∑M−1

t=j ḡk−1,t−αk−1
∑j−1

t=0 ḡk−1,t+
∑j−1

t=0 ḡk,tである．ここで，f̄k,jに含まれる Q̄
(ℓ,t)
k , Q̄

(ℓ,t)
k−1 (t=

0, 1, . . . , j − 1)に対して帰納法の仮定を用いると，f̄k,j は q(ℓ), e(ℓ)の関数と見なせる．また，f̄k,j は
(3.6)の第 1式と第 2式を満たす．以上より，k = 1, 2, . . . ,mに対して (3.4)および (3.6)の第 1式と
第 2式が成り立つ．
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ここで，新たな変数を次のように定義する．

p
(ℓ,j)
k := −α2

k−1βk−1

j−1∑
t=0

Ē
(ℓ,t)
k−1 −αk−1βk−1

M−1∑
t=j

Ē
(ℓ,t)
k−1 + Q̄

(ℓ,j)
k +αkβk

j−1∑
t=0

Ē
(ℓ,t)
k +βk

M−1∑
t=j

Ē
(ℓ,t)
k . (3.9)

ただし，βk := 1/(1− αk)である．このとき，p
(ℓ,j)
k , e

(ℓ,j)
k の ℓから ℓ+ 1への時間発展について次の

補題が得られる．

補題 3.2. k = 1, 2, . . . ,mに対して p
(ℓ)
k := (p

(ℓ,0)
k , p

(ℓ,1)
k , . . . , p

(ℓ,M−1)
k ), p(ℓ) :=(p

(ℓ)
1 ,p

(ℓ)
2 , . . . ,p

(ℓ)
m )⊤

∈ RmM とする．k = 1, 2, . . . ,mに対して |Q̄(ℓ,j)
k | < ckならば dhToda II (3.3)は次のような離散力学

系に書き換えられる．p(ℓ+1) = Ap(ℓ) + f(p(ℓ), e(ℓ)),

e(ℓ+1) = Be(ℓ) + g(p(ℓ), e(ℓ)),
(3.10)

A = diag(1, 1, . . . , 1) ∈ RmM×mM ,

B = diag(B1, B2, . . . , Bm−1) ∈ R(m−1)M×(m−1)M , Bk = diag(αk, αk, . . . , αk) ∈ RM×M ,

f := (f1,f2, . . . ,fm)⊤ ∈ RmM , fk := (fk,0, fk,1, . . . , fk,M−1),

g := (g1, g2, . . . , gm−1)
⊤ ∈ R(m−1)M , gk := (gk,0, gk,1 . . . , gk,M−1),

f(0,0) = 0, Df(0,0) = O, g(0,0) = 0, Dg(0,0) = O. (3.11)

証明. (3.9)において ℓを ℓ+ 1で置き換えて，(3.4),(3.5)を用いると，

p
(ℓ+1,j)
k =− α2

k−1(αk−1βk−1 + 1)

j−1∑
t=0

Ē
(ℓ,t)
k−1 − αk−1(αk−1βk−1 + 1)

M−1∑
t=j

Ē
(ℓ,t)
k−1 + Q̄

(ℓ,j)
k

+ αk(αkβk + 1)

j−1∑
t=0

Ē
(ℓ,t)
k + (αkβk + 1)

M−1∑
t=j

Ē
(ℓ,t)
k + f̂k,j (3.12)

が得られる．ただし，f̂k,j= −α2
k−1βk−1

∑j−1
t=0 ḡk−1,t−αk−1βk−1

∑M−1
t=j ḡk−1,t+ f̄k,j+αkβk

∑j−1
t=0 ḡk,t

+βk
∑M−1

t=j ḡk,tである．ここで，αkβk + 1 = βkに注意すると (3.12)は

p
(ℓ+1,j)
k = p

(ℓ,j)
k + f̂k,j (3.13)

と表わされる．(3.9)より Q̄
(ℓ,j)
k は p

(ℓ,j)
k , Ē

(ℓ,j)
k (j = 0, 1, . . . ,M − 1)の線形結合なので，fk,j(p

(ℓ),

e(ℓ)) = f̂k,j(q
(ℓ), e(ℓ))なる関数 fk,j が存在する．(3.13)をベクトル表記すると (3.10)の第 1式が得

られる．ここで，(q(ℓ), e(ℓ)) = (0,0)ならば p(ℓ) = 0なので，fk,j(0,0) = 0である．よって，f は
(3.11)の第 1式と第 2式を満たす．同様に，gk,j(p

(ℓ), e(ℓ)) = ḡk,j(q
(ℓ), e(ℓ))なる関数 gk,j も存在し，

gk,j(0,0) = 0なので，(3.10)の第 2式と (3.11)の第 3式と第 4式が導かれる．

補題 3.2より，dhToda II (1.3)は中心多様体が存在する離散力学系 (2.1)と同じ形に変形されるこ
とがわかり，次の定理が得られる．

定理 3.3. k = 1, 2, . . . ,m, j = 0, 1, . . . ,M − 1に対して |Q(ℓ,j)
k − ck| < ckとすると，dhToda II (1.3)

に関連する中心多様体 h∗ : RmM → R(m−1)M が存在する．

定理 3.3の仮定は，k = 1, 2, . . . ,m, j = 0, 1, . . . ,M − 1に対して 0 < Q
(ℓ,j)
k < 2ck と書き換えら

れ，dhToda II変数の正値性より，十分大きな ℓに対して必ず満たされる．つまり，dhToda II (1.3)に
関連する中心多様体は平衡点の近傍において必ず存在することがわかる．

5



4 dhToda II変数の漸近挙動

本節では，中心多様体理論を利用して dhToda II (1.3)の局所解析を行う．離散力学系 (3.10)の中
心多様体 h∗に対して e(ℓ) = h∗(p(ℓ))が成り立つため，離散力学系 (3.10)より，

h∗(Ap(ℓ) + f(p(ℓ), h∗(p(ℓ))))−Bh∗(p(ℓ))− g(p(ℓ), h∗(p(ℓ))) = 0

が得られる．ここで，ϕ(0) = 0, Dϕ(0) = Oを満たす C1 級関数を ϕ : RmM → R(m−1)M とする．
さらに，ϕに対する作用素Mを

Mϕ(p(ℓ)) := ϕ(Ap(ℓ) + f(p(ℓ), ϕ(p(ℓ))))−Bϕ(p(ℓ))− g(p(ℓ), ϕ(p(ℓ))) (4.1)

とする．補題 3.1, 3.2の証明を部分的に利用すると，f(p(ℓ),0) = 0, g(p(ℓ),0) = 0なので，ϕ(p(ℓ)) = 0

とすると (4.1)より，

M(0) = ϕ(Ap(ℓ) + f(p(ℓ),0))− g(p(ℓ),0) = ϕ(Ap(ℓ)) = 0

が得られる．[1, 6]によると，離散力学系 (3.10)の中心多様体 h∗は p(ℓ)が十分小さいとき h∗(p(ℓ)) =

O(∥p(ℓ)∥q)となる．ただし，q > 1である．このとき，ℓ → ∞における離散力学系 (3.10)の漸近挙
動は低次元化された離散力学系

p(ℓ+1) = Ap(ℓ) + f(p(ℓ), h∗(p(ℓ))) = p(ℓ) + f(p(ℓ),O(∥p(ℓ)∥q)) (4.2)

の ℓ → ∞における漸近挙動を調べればよい．離散力学系 (4.2)の零解は明らかに安定であり，[6]よ
り漸近挙動に関する定理を利用すると，dhToda II変数の漸近挙動について次の定理が導かれる．

定理 4.1. Q
(ℓ∗,j)
k , E

(ℓ∗,j)
k が平衡点 (ck, 0)に十分近いとき，ℓ ≥ ℓ∗を満たす ℓが大きくなるにつれて

(ck, 0)へ指数的に近づく．また，∥p(ℓ)∥, ∥e(ℓ)∥はそれぞれ 0, O(∥p(ℓ)∥q)へ指数的に近づく．

5 まとめ

本報告では，まず dhToda IIに関連する中心多様体の存在を示した．中心多様体上では dhToda II

と低次元化された離散力学系の漸近挙動は一致するため，低次元化された離散力学系に対する平衡
点付近での安定性を介して，平衡点付近における dhToda IIに関する指数的収束性を示した．以上よ
り，dhToda IIに基づくアルゴリズムの終盤における安定した収束性が明らかとなった．
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