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離散可積分系の観点からの dqds法の拡張について

京都大学大学院情報学研究科 前田一貴 (MAEDA Kazuki)
京都大学大学院情報学研究科 本　諭 (TSUJIMOTO Satoshi)

概 要 行列の標準固有値計算アルゴリズムである dqds法を，離散可積分系の観点から拡張することを考え

る．得られたアルゴリズムは行列の一般化固有値を計算するアルゴリズムとなっていることを明らかにする．

1 はじめに

本稿では，RII格子 [5]と呼ばれている非自励離散可積分系の漸近挙動を考察する．RII格子は離散 2次元
戸田階層から簡約化操作により導出でき [6]，Hankel行列式で書ける解を持つ．特に（非周期）有限格子境
界条件を課した場合，RII 格子の Lax対の波動関数として現れる RII 多項式 [3]を用いることで初期値問題
を解くことができ，ある変数が 𝑡 → +∞で最高次の多項式の根へと収束していくことが示される．この議論
においては，RII多項式が直交多項式を拡張したある種の直交性を持つことがとなっている．

この結果を，本研究では一般化固有値問題へと応用することを考える．背景として，dqds法 [2]と非自励
離散戸田格子の関係がある．dqds法は三重対角行列の固有値を反復計算によって求める手法であり，その
高速・高精度性でよく知られているものである．RII格子を考えることで，dqds法のある意味で拡張とみな
せる三重対角行列束向けの一般化固有値計算アルゴリズムを構成することができ，従来法よりも高速・高精

度なものとなることが期待される．本稿で提案する数値解法の実用化に向けたより詳細な研究が今後の課

題となっている．

2 RII格子

モニック型の RII格子は次で与えられる：

𝜅𝑡+𝑛+1𝑞(𝑡+1)
𝑛 + 𝜆𝑛𝑒(𝑡+1)

𝑛
1 + 𝑞(𝑡+1)

𝑛

1 + 𝑞(𝑡+1)
𝑛−1

− 𝑠(𝑡+1)(1 + 𝑞(𝑡+1)
𝑛 )(1 + 𝑒(𝑡+1)

𝑛 )

= 𝜅𝑡+𝑛𝑞(𝑡)
𝑛

1 + 𝑒(𝑡)
𝑛+1

1 + 𝑒(𝑡)
𝑛

+ 𝜆𝑛+1𝑒(𝑡)
𝑛+1 − 𝑠(𝑡)(1 + 𝑞(𝑡)

𝑛 )(1 + 𝑒(𝑡)
𝑛+1), (2.1a)

𝑞(𝑡+1)
𝑛−1 𝑒(𝑡+1)

𝑛
1 + 𝑞(𝑡+1)

𝑛

1 + 𝑞(𝑡+1)
𝑛−1

= 𝑞(𝑡)
𝑛 𝑒(𝑡)

𝑛
1 + 𝑒(𝑡)

𝑛+1

1 + 𝑒(𝑡)
𝑛

. (2.1b)

ただし 𝑛, 𝑡 ∈ ℤは独立変数，𝑞(𝑡)
𝑛 , 𝑒(𝑡)

𝑛 は従属変数，𝜅𝑡+𝑛, 𝜆𝑛, 𝑠(𝑡)はパラメータである．𝜅𝑡+𝑛𝑞(𝑡)
𝑛 , 𝜆𝑛𝑒(𝑡)

𝑛 をそれぞ

れ 𝑞(𝑡)
𝑛 , 𝑒(𝑡)

𝑛 と置き直し，𝑞(𝑡)
𝑛 , 𝑒(𝑡)

𝑛 が十分 0に近ければ，RII格子 (2.1)のフローは非自励離散戸田格子

𝑞(𝑡+1)
𝑛 + 𝑒(𝑡+1)

𝑛 − 𝑠(𝑡+1) = 𝑞(𝑡)
𝑛 + 𝑒(𝑡)

𝑛+1 − 𝑠(𝑡),

𝑞(𝑡+1)
𝑛−1 𝑒(𝑡+1)

𝑛 = 𝑞(𝑡)
𝑛 𝑒(𝑡)

𝑛

のフローに漸近していく．

RII格子は離散 2次元戸田階層から簡約化操作により導出でき，モニック型の場合の Lax対は 𝑥をスペク
トルパラメータとして

(𝑥 − 𝑠(𝑡))(1 + 𝑞(𝑡)
𝑛 )𝜑(𝑡+1)

𝑛 (𝑥) = 𝜑(𝑡)
𝑛+1(𝑥) + 𝑞(𝑡)

𝑛 (𝑥 − 𝜅𝑡+𝑛)𝜑(𝑡)
𝑛 (𝑥), (2.2a)

(1 + 𝑒(𝑡)
𝑛 )𝜑(𝑡)

𝑛 (𝑥) = 𝜑(𝑡+1)
𝑛 (𝑥) + 𝑒(𝑡)

𝑛 (𝑥 − 𝜆𝑛)𝜑(𝑡+1)
𝑛−1 (𝑥) (2.2b)
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で与えられる．(2.2)から，波動関数 𝜑(𝑡)
𝑛 (𝑥)が満たす一般化された固有値問題

𝜑(𝑡)
𝑛+1(𝑥) = ((1 + 𝑤(𝑡)

𝑛 )𝑥 − 𝑣(𝑡)
𝑛 ) 𝜑(𝑡)

𝑛 (𝑥) − 𝑤(𝑡)
𝑛 (𝑥 − 𝜅𝑡+𝑛−1)(𝑥 − 𝜆𝑛)𝜑(𝑡)

𝑛−1(𝑥) (2.3)

が得られる．ただし，

𝑣(𝑡)
𝑛 = −𝜅𝑡+𝑛𝑞(𝑡)

𝑛 − 𝜆𝑛𝑒(𝑡)
𝑛

1 + 𝑞(𝑡)
𝑛

1 + 𝑞(𝑡)
𝑛−1

+ 𝑠(𝑡)(1 + 𝑞(𝑡)
𝑛 )(1 + 𝑒(𝑡)

𝑛 ), 𝑤(𝑡)
𝑛 = 𝑞(𝑡)

𝑛−1𝑒(𝑡)
𝑛

1 + 𝑞(𝑡)
𝑛

1 + 𝑞(𝑡)
𝑛−1

.

3 RII多項式

波動関数 𝜑(𝑡)
𝑛 (𝑥)に対して，境界条件

𝜑(𝑡)
0 (𝑥) = 1, 𝜑(𝑡)

−1(𝑥) = 𝜑(𝑡)
−2(𝑥) = ⋯ = 0

が課されているとき，非負整数 𝑛について 𝜑(𝑡)
𝑛 (𝑥)は 𝑥の 𝑛次多項式となる．これに応じて，RII 格子にも

𝑒(𝑡)
0 = 0の境界条件が課せられる．この場合の 𝜑(𝑡)

𝑛 (𝑥)を RII多項式と呼ぶ．さらに𝑁 をある正整数として，

𝜑(𝑡)
𝑁+1(𝑥) = 𝜑(𝑡)

𝑁+2(𝑥) = ⋯ = 0

という条件も課すことにする．これに応じて，スペクトル変換 (2.2a)を 𝑛 = 𝑁 については

𝜑(𝑡+1)
𝑁 (𝑥) = 𝜑(𝑡)

𝑁 (𝑥) (3.1)

と定める．このとき，𝑒(𝑡)
𝑁 = 0となる．

RII多項式に対応して，次の 2つの𝑁 次三重対角行列

𝐴(𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑣(𝑡)
0 𝜅𝑡

𝜆1𝑤(𝑡)
1 𝑣(𝑡)

1 𝜅𝑡+1

𝜆2𝑤(𝑡)
2 ⋱ ⋱

⋱ ⋱ 𝜅𝑡+𝑁−2

𝜆𝑁−1𝑤(𝑡)
𝑁−1 𝑣(𝑡)

𝑁−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

, 𝐵(𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 1
𝑤(𝑡)

1 1 + 𝑤(𝑡)
1 1

𝑤(𝑡)
2 ⋱ ⋱

⋱ ⋱ 1
𝑤(𝑡)

𝑁−1 1 + 𝑤(𝑡)
𝑁−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

を作り，行列束 (𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡))の一般化固有値問題

𝐴(𝑡)𝜱(𝑡) = 𝑥𝐵(𝑡)𝜱(𝑡)

を考える．𝑥が (𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡))の固有値であることは，𝑥が特性多項式 det(𝑥𝐵(𝑡) − 𝐴(𝑡))の根であることと同値
である．𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡)の 𝑛次首座小行列をそれぞれ 𝐴(𝑡)

𝑛 , 𝐵(𝑡)
𝑛 で表すとき，

𝜑(𝑡)
𝑛 (𝑥) = det(𝑥𝐵(𝑡)

𝑛 − 𝐴(𝑡)
𝑛 )

である．実際，

det(𝑥𝐵(𝑡)
𝑛 − 𝐴(𝑡)

𝑛 ) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

𝑥 − 𝑣(𝑡)
0 𝑥 − 𝜅𝑡

𝑤(𝑡)
1 (𝑥 − 𝜆1) (1 + 𝑤(𝑡)

1 )𝑥 − 𝑣(𝑡)
1 𝑥 − 𝜅𝑡+1

𝑤(𝑡)
2 (𝑥 − 𝜆2) ⋱ ⋱

⋱ ⋱ 𝑥 − 𝜅𝑡+𝑛−2

𝑤(𝑡)
𝑛−1(𝑥 − 𝜆𝑛−1) (1 + 𝑤(𝑡)

𝑛−1)𝑥 − 𝑣(𝑡)
𝑛−1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

𝑛 = 1, 2, … , 𝑁 ,

であるから，行列式の 𝑛行目での展開を考えることで，𝜑(𝑡)
𝑛 (𝑥)が満たす三項間漸化式 (2.3)が得られる．
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次の多項式を導入する：

𝐾(𝑡)
𝑘 (𝑥) ≔

𝑡+𝑘−1

∏
𝑗=𝑡

(𝑥 − 𝜅𝑗), 𝐾𝑘(𝑥) ≔ 𝐾(0)
𝑘 =

𝑘−1

∏
𝑗=0

(𝑥 − 𝜅𝑗), 𝐿𝑙(𝑥) ≔
𝑙

∏
𝑗=1

(𝑥 − 𝜆𝑗).

そして，𝒟(ℒ (𝑡))を有理関数 𝑥𝑚

𝐾(𝑡)
𝑘 (𝑥)𝐿𝑙(𝑥)

, 𝑚 = 0, 1, 2, … ; 𝑘, 𝑙 = 0, 1, … , 𝑁 ,で張られる線型空間とする．この

とき，RII多項式 {𝜑(𝑡)
𝑛 (𝑥)}𝑁

𝑛=0に対応して，以下に示すように線型汎関数ℒ (𝑡) ∶ 𝒟(ℒ (𝑡)) → ℂで次の直交関
係式を満たすものが存在する：

ℒ (𝑡) ⎡⎢
⎣

𝑥𝑚𝜑(𝑡)
𝑛 (𝑥)

𝐾(𝑡)
𝑛 (𝑥)𝐿𝑛(𝑥)

⎤⎥
⎦

= ℎ(𝑡)
𝑛 𝛿𝑚,𝑛, ℎ(𝑡)

𝑛 ≠ 0, 𝑛 = 0, 1, … , 𝑁 − 1, 𝑚 = 0, 1, … , 𝑛, (3.2a)

ℒ (𝑡) ⎡⎢
⎣

𝑥𝑚𝜑(𝑡)
𝑁 (𝑥)

𝐾(𝑡)
𝑁 (𝑥)𝐿𝑁(𝑥)

⎤⎥
⎦

= 0, 𝑚 = 0, 1, 2, … . (3.2b)

ただし，𝛿𝑚,𝑛は Kroneckerのデルタである．直交定数 {ℎ(𝑡)
𝑛 }𝑁−1

𝑛=0 は，任意に選ぶことができる定数𝐻 (0) ≠ 0
の自由度を除いて，次のように一意に定まる：

ℎ(𝑡)
0 = (1 + 𝑤(𝑡)

1 + 𝑤(𝑡)
1 𝑤(𝑡)

2 + ⋯ + 𝑤(𝑡)
1 𝑤(𝑡)

2 … 𝑤(𝑡)
𝑁−1)𝐻 (𝑡),

ℎ(𝑡)
1 = (𝑤(𝑡)

1 + 𝑤(𝑡)
1 𝑤(𝑡)

2 + ⋯ + 𝑤(𝑡)
1 𝑤(𝑡)

2 … 𝑤(𝑡)
𝑁−1)𝐻 (𝑡),

⋮

ℎ(𝑡)
𝑁−1 = 𝑤(𝑡)

1 𝑤(𝑡)
2 … 𝑤(𝑡)

𝑁−1𝐻 (𝑡).

ただし，

𝐻 (𝑡+1) = 𝑞(𝑡)
0

1 + 𝑒(𝑡)
1

1 + 𝑞(𝑡)
0

𝐻 (𝑡).

なお，RII多項式 {𝜑(𝑡)
𝑛 (𝑥)}𝑁

𝑛=0を用いて構成されるある 2つの有理関数列が，この線型汎関数ℒ (𝑡)について

双直交することが知られている [1, 7]．
𝜑(𝑡)

𝑁 (𝑥)の零点（行列束 (𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡))の固有値）を 𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑁−1とし（𝑛 = 𝑁 のスペクトル変換 (3.1)から
わかるようにこれらは時間 𝑡に依存しない），これらが全て単純である（相異なる）と仮定する．このとき，
𝑓 (𝑥) ∈ 𝒟(ℒ (𝑡))に対して

ℒ (𝑡)[𝑓 (𝑥)] =
𝑁−1

∑
𝑖=0

𝑐(𝑡)
𝑖 𝑓 (𝑥𝑖), 𝑐(𝑡)

𝑖 ≔
ℎ(𝑡)

𝑁−1𝐾(𝑡)
𝑁−1(𝑥𝑖)𝐿𝑁−1(𝑥𝑖)

𝜑(𝑡)
𝑁−1(𝑥𝑖)𝜑(𝑡)

𝑁
′(𝑥𝑖)

, 𝑖 = 0, 1, … , 𝑁 − 1,

でℒ (𝑡) を定めれば，直交関係式 (3.2)が満たされることが示される．ただし，𝜑(𝑡)
𝑁

′(𝑥)は 𝜑(𝑡)
𝑁 (𝑥)の導関数

である．これより，ℒ (𝑡)のモーメントを

𝜇𝑘,𝑙,𝑡
𝑚 ≔ ℒ (𝑡) ⎡⎢

⎣

𝑥𝑚

𝐾(𝑡)
𝑘 (𝑥)𝐿𝑙(𝑥)

⎤⎥
⎦

で定めれば，

𝜇𝑘,𝑙,𝑡
𝑚 =

𝑁−1

∑
𝑖=0

𝑐(𝑡)
𝑖 𝑥𝑚

𝑖

𝐾(𝑡)
𝑘 (𝑥𝑖)𝐿𝑙(𝑥𝑖)

が得られる．このモーメントを用いると，RII多項式は次のように行列式を用いて表される：

𝜑(𝑡)
𝑛 (𝑥) = 1

𝜏𝑛,𝑛,𝑡
𝑛

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

𝜇𝑛,𝑛,𝑡
0 𝜇𝑛,𝑛,𝑡

1 ⋯ 𝜇𝑛,𝑛,𝑡
𝑛−1 𝜇𝑛,𝑛,𝑡

𝑛

𝜇𝑛,𝑛,𝑡
1 𝜇𝑛,𝑛,𝑡

2 ⋯ 𝜇𝑛,𝑛,𝑡
𝑛 𝜇𝑛,𝑛,𝑡

𝑛+1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝜇𝑛,𝑛,𝑡
𝑛−1 𝜇𝑛,𝑛,𝑡

𝑛 ⋯ 𝜇𝑛,𝑛,𝑡
2𝑛−2 𝜇𝑛,𝑛,𝑡

2𝑛−1
1 𝑥 ⋯ 𝑥𝑛−1 𝑥𝑛

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

, 𝑛 = 1, 2, … , 𝑁 , (3.3a)
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𝜏𝑘,𝑙,𝑡
−1 ≔ 0, 𝜏𝑘,𝑙,𝑡

0 ≔ 1, 𝜏𝑘,𝑙,𝑡
𝑛 ≔ |𝜇𝑘,𝑙,𝑡

𝑖+𝑗 |0≤𝑖,𝑗≤𝑛−1 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

𝜇𝑘,𝑙,𝑡
0 𝜇𝑘,𝑙,𝑡

1 ⋯ 𝜇𝑘,𝑙,𝑡
𝑛−1

𝜇𝑘,𝑙,𝑡
1 𝜇𝑘,𝑙,𝑡

2 ⋯ 𝜇𝑘,𝑙,𝑡
𝑛

⋮ ⋮ ⋮

𝜇𝑘,𝑙,𝑡
𝑛−1 𝜇𝑘,𝑙,𝑡

𝑛 ⋯ 𝜇𝑘,𝑙,𝑡
2𝑛−2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

, 𝑛 = 1, 2, … , 𝑁 . (3.3b)

ここで，スペクトル変換 (2.2a)より，線型汎関数の時間発展を

ℒ (𝑡+1)[𝑓 (𝑥)] = ℒ (𝑡) [𝑥 − 𝑠(𝑡)

𝑥 − 𝜅𝑡
𝑓 (𝑥)]

により定めることができる．したがって，モーメントの関係式

𝜇𝑘,𝑙,𝑡+1
𝑚 = 𝜇𝑘+1,𝑙,𝑡

𝑚+1 − 𝑠(𝑡)𝜇𝑘+1,𝑙,𝑡
𝑚

が成り立ち，これよりモーメントの 𝑐𝑖 ≔ 𝑐(0)
𝑖 を用いた表示として

𝜇𝑘,𝑙,𝑡
𝑚 =

𝑁−1

∑
𝑖=0

𝑐𝑖𝑥𝑚
𝑖 ∏𝑡−1

𝑗=0(𝑥𝑖 − 𝑠(𝑗))

𝐾𝑡+𝑘(𝑥𝑖)𝐿𝑙(𝑥𝑖)
(3.4)

を得ることもできる．

4 Hankel行列式解とその漸近挙動

RII多項式の行列式表示 (3.3)とスペクトル変換 (2.2a), (2.2b)，およびモーメントの関係式

𝜇𝑘,𝑙,𝑡
𝑚 = 𝜇𝑘+1,𝑙,𝑡

𝑚+1 − 𝜅𝑘𝜇𝑘+1,𝑙,𝑡
𝑚 = 𝜇𝑘,𝑙+1,𝑡

𝑚+1 − 𝜆𝑙+1𝜇𝑘,𝑙+1,𝑡
𝑚

を用いると，有限格子境界条件 𝑒(𝑡)
0 = 𝑒(𝑡)

𝑁 = 0を課した RII格子の初期値問題に対して，Hankel行列式解

𝑞(𝑡)
𝑛 = (𝑠(𝑡) − 𝜅𝑡+𝑛)−1 𝜏𝑛,𝑛,𝑡

𝑛 𝜏𝑛,𝑛+1,𝑡+1
𝑛+1

𝜏𝑛−1,𝑛,𝑡+1
𝑛 𝜏𝑛+1,𝑛+1,𝑡

𝑛+1

, 𝑒(𝑡)
𝑛 = (𝑠(𝑡) − 𝜅𝑡+𝑛)

𝜏𝑛−1,𝑛−1,𝑡+1
𝑛−1 𝜏𝑛+1,𝑛,𝑡

𝑛+1

𝜏𝑛,𝑛−1,𝑡
𝑛 𝜏𝑛,𝑛,𝑡+1

𝑛
(4.1)

を与えることができる．このように解が Hankel行列式を用いて書けることは，RII 格子が離散 2次元戸田
階層から簡約化により導出できることの帰結である．モーメントの表示 (3.4)を Hankel行列式 𝜏𝑘,𝑙,𝑡

𝑛 の各成

分に代入し，Cauchy-Binetの公式で展開することで

𝜏𝑘,𝑙,𝑡
𝑛 = |𝜇𝑘,𝑙,𝑡

𝑖+𝑗 |0≤𝑖,𝑗≤𝑛−1 = ∑
0≤𝑟0<𝑟1<⋯<𝑟𝑛−1≤𝑁−1

⎛⎜⎜
⎝

𝑛−1

∏
𝑖=0

𝑐𝑟𝑖
∏𝑡−1

𝑗=0(𝑥𝑟𝑖
− 𝑠(𝑗))

𝐾𝑡+𝑘(𝑥𝑟𝑖
)𝐿𝑙(𝑥𝑟𝑖

)
⎞⎟⎟
⎠

⎛⎜
⎝

∏
0≤𝛼<𝛽≤𝑛−1

(𝑥𝑟𝛽
− 𝑥𝑟𝛼

)2⎞⎟
⎠

(4.2)

を得る．そこで，仮定として，(𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡))の固有値 𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑁−1は全て実数で，添字が 𝑥0 > 𝑥1 > ⋯ > 𝑥𝑁−1

となるように付けられており，全ての時刻 𝑡でパラメータを 𝑠(𝑡) < 𝑥𝑁−1，および 𝜅𝑡+𝑁−1 ≪ 𝑥𝑁−1 となるよ

うに選んだとする．すると，(4.2)を Hankel行列式解 (4.1)に代入することで，十分大きな 𝑡での漸近挙動
として

𝑞(𝑡)
𝑛 =

𝑥𝑛 − 𝑠(𝑡)

𝑠(𝑡) − 𝜅𝑡+𝑛

+ 𝑂 ⎛⎜⎜
⎝

max
⎧{
⎨{⎩

∏𝑡
𝑗=0(𝑥𝑛 − 𝑠(𝑗))

∏𝑡−1
𝑗=0(𝑥𝑛−1 − 𝑠(𝑗))

∏𝑡+𝑛−1
𝑗=0 (𝑥𝑛−1 − 𝜅𝑗)

∏𝑡+𝑛−1
𝑗=0 (𝑥𝑛 − 𝜅𝑗)

,
∏𝑡

𝑗=0(𝑥𝑛+1 − 𝑠(𝑗))

∏𝑡−1
𝑗=0(𝑥𝑛 − 𝑠(𝑗))

∏𝑡+𝑛−1
𝑗=0 (𝑥𝑛 − 𝜅𝑗)

∏𝑡+𝑛−1
𝑗=0 (𝑥𝑛+1 − 𝜅𝑗)

⎫}
⎬}⎭

⎞⎟⎟
⎠

,

𝑒(𝑡)
𝑛 = 𝑂 ⎛⎜⎜

⎝

∏𝑡−1
𝑗=0(𝑥𝑛 − 𝑠(𝑗))

∏𝑡
𝑗=0(𝑥𝑛−1 − 𝑠(𝑗))

∏𝑡+𝑛−1
𝑗=0 (𝑥𝑛−1 − 𝜅𝑗)

∏𝑡+𝑛
𝑗=0(𝑥𝑛 − 𝜅𝑗)

⎞⎟⎟
⎠

が得られる．これより，仮定の下で 𝑞(𝑡)
𝑛 → 𝑥𝑛−𝑠(𝑡)

𝑠(𝑡)−𝜅𝑡+𝑛
, 𝑒(𝑡)

𝑛 → 0, 𝑡 → +∞,がわかる．特に (𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡))の成分で見

れば，𝑣(𝑡)
𝑛 → 𝑥𝑛, 𝑤(𝑡)

𝑛 → 0である．
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5 一般化固有値計算アルゴリズム

前節の結果を利用して，与えられた行列束 (𝐴(0), 𝐵(0))の一般化固有値を計算する方法を提案する．まず，
与えられた行列束の成分から，初期時刻 𝑡 = 0の変数の値を次で計算する：

𝑒(0)
0 ≔ 0, ̃𝑒(0)

𝑛 ≔
𝑤(0)

𝑛

𝑞(0)
𝑛−1

, 𝑒(0)
𝑛 ≔ ̃𝑒(0)

𝑛
1 + 𝑞(0)

𝑛−1

1 + 𝑞(0)
𝑛

, 𝑛 = 1, 2, … , 𝑁 − 1, 𝑒(0)
𝑁 ≔ 0, (5.1a)

𝑞(0)
𝑛 ≔

𝑣(0)
𝑛 − 𝑠(0)(1 + 𝑤(0)

𝑛 ) − (𝑠(0) − 𝜆𝑛) ̃𝑒(0)
𝑛

𝑠(0) − 𝜅𝑛
, 𝑛 = 0, 1, … , 𝑁 − 1. (5.1b)

そして，𝑡 = 0, 1, 2, … について順に，ある補助変数 𝑑(𝑡+1)
𝑛 を導入することにより得られる dqds法の漸化式

に似た次の形の式で時間発展を計算する：

𝑑(𝑡+1)
0 ≔ (𝑠(𝑡) − 𝜅𝑡)𝑞(𝑡)

0 − (𝑠(𝑡+1) − 𝑠(𝑡)), 𝑑(𝑡+1)
𝑛 ≔ 𝑑(𝑡+1)

𝑛−1
𝑞(𝑡)

𝑛

𝑞(𝑡+1)
𝑛−1

− (𝑠(𝑡+1) − 𝑠(𝑡))(1 + 𝑞(𝑡)
𝑛 ),

𝑛 = 1, 2, … , 𝑁 − 1,

(5.2a)

𝑞(𝑡+1)
𝑛 ≔

(𝑠(𝑡+1) − 𝜆𝑛+1)𝑒(𝑡)
𝑛+1 + 𝑑(𝑡+1)

𝑛 (1 + 𝑒(𝑡)
𝑛+1)

𝑠(𝑡+1) − 𝜅𝑡+𝑛+1
, 𝑛 = 0, 1, … , 𝑁 − 1, (5.2b)

𝑒(𝑡+1)
0 ≔ 0, 𝑒(𝑡+1)

𝑛 ≔ 𝑒(𝑡)
𝑛

𝑞(𝑡)
𝑛

𝑞(𝑡+1)
𝑛−1

1 + 𝑞(𝑡+1)
𝑛−1

1 + 𝑞(𝑡+1)
𝑛

1 + 𝑒(𝑡)
𝑛+1

1 + 𝑒(𝑡)
𝑛

, 𝑛 = 1, 2, … , 𝑁 − 1, 𝑒(𝑡+1)
𝑁 ≔ 0. (5.2c)

ここで導入した 𝑑(𝑡+1)
𝑛 は，dqds法の場合と同様に漸化式から減算を除去する役割を果たしており，これに

より高精度計算が可能となることが期待される．また，これは箱玉系を考えるうえでも有用な役割を果たし

ていた [4]．
以下では簡単な数値例により，実際に RII格子を用いて三重対角行列束の一般化固有値が計算できること

を確認する．入力の行列束 (𝐴(0), 𝐵(0))として 6次の三重対角行列束

𝐴(0) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

10 −1
−1 10 −1

−1 10 −1
−1 10 −1

−1 10 −1
−1 10

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

, 𝐵(0) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

6 1
1 5 1

1 4 1
1 3 1

1 2 1
1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

を与え，これをモニック化（det(𝐵𝑛)が 𝜑(0)
𝑛 (𝑥)の最高次係数になるので，これで 𝜑(0)

𝑛 (𝑥)を割る）した後，
初期値の 𝑞(0)

𝑛 , 𝑒(0)
𝑛 を (5.1)で計算し，RII格子の反復計算 (5.2)を行うプログラムを Python 3.2.3で書き，Intel

Core i5 760 2.80 GHzマシンの Linux 3.6.6 (x86_64)環境上で実行した．図 1がその結果で，反復計算の経

表 1: RII格子による計算結果と GNU Octaveの qz(A, B)の結果との比較．

𝑄𝑍 (Octave) RII格子

44.17963155383303 44.17963155383306
5.94913474626031 5.94913474626025
3.44425405187032 3.44425405186801
2.42003434517876 2.42003434518057
1.77202800727841 1.77202800727841
1.28203771442731 1.28203771442731
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図 1: RII格子を用いた一般化固有値計算の例．𝐴(𝑡)と 𝐵(𝑡)の対角成分の比 𝑣(𝑡)
𝑛 /𝑢(𝑡)

𝑛 をプロットしている．左

図：𝑠(𝑡) = 0, 𝛼𝑡+5 = −1, 𝑡 ≥ 0．右図：𝑠(𝑡) = 1.282, 𝛼𝑡+5 = −10000, 𝑡 ≥ 0．

過（𝐴(𝑡)と 𝐵(𝑡)の対角成分の比 𝑣(𝑡)
𝑛 /𝑢(𝑡)

𝑛 ）をプロットしたものである．ただし，𝑢(𝑡)
𝑛 = 1 + 𝑤(𝑡)

𝑛 ．左図と右図

ではパラメータの設定が異なり，左図では 𝑣(𝑡)
0 /𝑢(𝑡)

0 の値が 𝑡 = 100程度でもまだ収束していないのに対し，
𝑠(𝑡)の値を最小固有値付近に選んだ右図では 𝑡 = 20程度までで速やかに収束していることが見てとれる．後
者のパラメータの場合，全ての 𝑛について |𝑤(𝑡)

𝑛 | < 1.0 × 10−16 となることを停止条件としたところ，𝑡 = 48
で計算が停止した．表 1が最終的に求まった値を，GNU Octave 3.6.3の qz(A, B)（𝑄𝑍 法と呼ばれる手法
を用いて行列束の固有値を計算する関数）の結果とともに示したものである．これより，確かに RII格子の

反復計算によって問題の固有値が計算できていることが確認できる．
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