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離散戸田方程式の解の組合せ論的な表示とその非自励化

京都大学大学院情報学研究科 上岡修平 (KAMIOKA Shuhei)

概要

非自励離散戸田格子の初期値問題を組合せ論的に厳密に解く. 重み付き径路を用いて連分数
と行列式を組合せ論的に解釈することにより, 非自励離散戸田格子のタウ関数に対して非交叉
的な径路による組合せ論的な表示を与える.

1 非自励離散戸田格子

Maeda–Tsujimoto [5]の運搬車付き箱玉系に関する研究において導出された (修正)非自励離散

戸田格子 ((modified) nonautonomous discrete Toda lattice, nd-Toda lattice)

q̃(t+1)
n + ẽ(t+1)

n = q(t)n + e(t)n+1 + ξt+1, (1a)

q̃(t+1)
n ẽ(t+1)

n+1 = q(t)n+1e(t)n+1, (1b)

q(t+1)
n + e(t+1)

n+1 = q̃(t+1)
n + ẽ(t+1)

n+1 − ξt+1, (1c)

q(t+1)
n e(t+1)

n = q̃(t+1)
n ẽ(t+1)

n (1d)

を考える. 主たる従属変数は q(t)n と e(t)n であり,補助変数として q̃(t)n と ẽ(t)n を,時刻 tに依存する非

自励パラメータとして ξt を含む. 本稿では (1)を半無限格子 n = 0, 1, 2, . . .の上で扱い,端点 n = 0

において次の境界条件を課す:

e(t)0 = 0, q(t)0 =
q̃(t−1)

0 q(t−1)
0

q(t−1)
0 + ξt

. (2)

本稿では非自励離散戸田格子 (1)の初期値問題を考え,その厳密解を組合せ論的に書き下す.

タウ関数 τ
(t)
n,k (k = 0, 1)を従属変数変換

q(t)n =
τ
(t)
n,0τ

(t)
n+1,1

τ
(t)
n+1,0τ

(t)
n,1

, e(t)n =
τ
(t)
n+1,0τ

(t)
n−1,1

τ
(t)
n,0τ

(t)
n,1

, (3a)

q̃(t)n =
τ
(t)
n+1,1τ

(t−1)
n,1

τ
(t)
n,1τ

(t−1)
n+1,1

, ẽ(t)n =
τ
(t)
n−1,1τ

(t−1)
n+1,1

τ
(t)
n,1τ

(t−1)
n,1

(3b)

により導入する. このとき非自励離散戸田格子 (1)は次の双線形方程式の連立系に帰着する:

τ
(t−1)
n,1 τ

(t)
n+1,0 = τ

(t−1)
n+1,1τ

(t)
n,0 + ξtτ

(t)
n,1τ

(t−1)
n+1,0, (4a)

τ
(t)
n+1,1τ

(t−1)
n+1,0 = τ

(t)
n,1τ

(t−1)
n+2,0 + τ

(t−1)
n+1,1τ

(t)
n+1,0. (4b)
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ただし n = 0, 1, 2, . . . で境界条件は τ
(t)
0,k = 1. 双線形方程式系 (4)から非自励離散戸田格子の行列

式解が見つかる. 任意関数 f (t)n で分散関係式

f (t+1)
n = f (t)n+1 + ξt+1 f (t)n (5)

を満たすものをとる. このとき (Hankel)行列式

τ
(t)
n,k = det( f (t)i+j+k)

n−1
i,j=0 (6)

は双線形方程式系 (4)の解である. 証明は行列式の Plücker関係式に依る.

2 初期値問題

次の初期値問題を考える.

問題. 非自励離散戸田格子 (1)の t = 0における初期値を

q(0)n = a2n, e(0)n = a2n+1, n = 0, 1, 2, . . . , (7)

により定める. このとき任意時刻 t = 0, 1, 2, . . .におけるタウ関数 τ
(t)
n,k の値を,初期値 an および非

自励パラメータ ξt の関数として書き下せ.

本稿の主目的は,この初期値問題の厳密解を組合せ論的に書き下すことである.

初期値問題の解の土台になるのは行列式解 (6)である. 注目すべきは行列式解 (6)において,非自

励離散戸田格子が線形化されていることである. つまり (4)と (6)を q(t)n と e(t)n から f (t)n への (τ(t)
n,k

経由の)従属変数変換とみなすとき,元々の非線形方程式系 (1)は線形方程式 (5)に書き換わる. 線

形方程式 (5)の初期値問題を解くのは容易であり,その解は

f (t)n =
t

∑
k=0

f (0)t+n−kek(ξ1, . . . , ξt), t, n = 0, 1, 2, . . . . (8)

ただし ek(ξ1, . . . , ξt)は t変数 k次の初等対称多項式であり,

ek(ξ1, . . . , ξt) = ∑
1≤j1<···<jk≤t

ξ j1 · · · ξ jk . (9)

この事実から非自励離散戸田格子の初期値問題は次の二つの小問題に帰着する:

1. 変数 f (t)n の t = 0における値 f (0)n を初期値 an の関数として書き下せ.

2. 変数 f (t)n を成分とする行列式 τ
(t)
n,k の値を (6)と (8)から求めよ.

以下ではこれらの小問題を解いて初期値問題の解を導く.
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図 1 接地した正径路 P (an および 1は直上の枝の重み).

2.1 変数 f (t)n の初期値 f (0)n を求める

f (0)n の値は (3), (6), (7)から導かれる方程式系

a2n =
τ
(0)
n,0 τ

(0)
n+1,1

τ
(0)
n+1,0τ

(0)
n,1

, a2n+1 =
τ
(0)
n+2,0τ

(0)
n,1

τ
(0)
n+1,0τ

(0)
n+1,1

, τ
(0)
n,k = det( f (0)i+j+k)

n−1
i,j=0,

n = 0, 1, 2, . . . , k = 0, 1, (10)

を f (0)n に関して解くことにより求まる. これは Padé 近似の qd アルゴリズム (例えば Baker–

Graves-Morris [2, Chapter 4])に現れる方程式系であり,形式的冪級数の連分数展開に関する次の

方程式と等価である:

∞

∑
n=0

f (0)n zn =
1

1 −
a0z

1 −
a1z

1 −
a2z

1 − · · ·

. (11)

ただし f (0)0 = 1と正規化した.

組合せ論における Flajolet [3]の結果は, 方程式 (11)の右辺にある (Stieltjes)連分数を冪級数展

開するための手法を与える. 二次元平面R2 上の (向き付けられた)径路 (path) Pで二種類の (有向)

枝 (1, 1), (1,−1)により構成されるものを考える. 径路 Pは二つの端点 (始点と終点)がともに x軸

(y = 0)上にあるとき接地しているという. また x 軸より下に節点を一つも持たないとき正である

という. 図 1に接地した正径路の例を示す.

任意の径路 Pに対して重み w(P)を次のように定める. まず Pの各枝 eに対して次の規則で重み

w(e) を付ける: e が直線 y = n から y = n + 1への (1, 1) 枝であるとき w(e) = an, (1,−1) 枝で

あるとき (高さに依らず) w(e) = 1. このとき

w(P) = ∏
e∈P

w(e). (12)
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ただし右辺の積は P に含まれる枝 e 全てにわたってとる. 例えば図 1の径路 P の重みは w(P) =

a2
0a3

1a2 である. 径路 Pに含まれる (1,−1)枝の数を d(P)で表す.

補題 1 (Flajolet [3]). Stieltjes連分数に関して次が成り立つ:

1

1 −
a0z

1 −
a1z

1 −
a2z

1 − · · ·

= ∑
P

w(P)zd(P). (13)

ただし右辺の (形式) 和は始点を原点 (0, 0) に持つ (有限長の) 接地した正径路 P 全てにわたって

とる.

補題 1の帰結として f (0)n の値は次のように径路の言葉で組合せ論的に求まる.

系 2. f (0)n の値は an の斉 n次多項式の形で与えられ,

f (0)n = ∑
P

w(P). (14)

ただし右辺の和は始点と終点をそれぞれ (0, 0)と (2n, 0)に持つ正径路全てにわたってとる.

例えば

f (0)0 = 1, f (0)1 = a0, f (0)2 = a2
0 + a0a1, f (0)3 = a3

0 + 2a2
0a1 + a0a2

1 + a0a1a2. (15)

2.2 行列式 τ
(t)
n,k の値を求める

今タウ関数 τ
(t)
n,k は行列式 (6)により与えられている. 行列式の成分 f (t)n は初等対称多項式による

表示 (8)を持つ. 従って行列式の Binet–Cauchyの公式および対称関数の Jacobi–Trudiの公式 (例

えば Stanley [7, Chapter 7])より,行列式 τ
(t)
n,k は Schur多項式を用いて

τ
(t)
n,k = ∑

λ⊆(n)t
sλ(ξ1, . . . , ξt)det( f (0)t+i−λ′

j+j+k)
n−1
i,j=0 (16)

と展開できる. 右辺の和は n 行 t 列の長方形 (n)t に含まれる Young図形 λ 全てにわたってとり,

行列式の中に現れる λ′ = (λ′
0 ≥ · · · ≥ λ′

n−1)は λに共役な Young図形 (整数分割)である. また

sλ(ξ1, . . . , ξt)は t変数の Schur多項式であり, Young盤による次の表示を持つ:

sλ(ξ1, . . . , ξt) = ∑
T

∏
(i,j)∈λ

ξTi,j . (17)

右辺の和は Young図形 λの半標準盤 T = (Ti,j)(i,j)∈λ (1 ≤ Ti,j ≤ t; Ti,j ≤ Ti,j+1; Ti,j < Ti+1,j)に

ついてとっている.
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図 2 非交叉的な径路集合 P = {P0, P1, P2} (t = 8, n = 3, k = 0, λ = (3, 2, 2, 1)).

タウ関数 (16)において, 和の中の行列式 det( f (0)t+i−λ′
j+j+k)

n−1
i,j=0 は Young図形 λ ⊆ (n)t の取り

方に依存する. Young図形 λ ⊆ (n)t を一つ固定するとき,この行列式の値は組合せ論的に厳密に評

価することができる. 系 2より,行列式の (i, j)成分は径路による表示

f (0)t+i−λ′
j+j+k = ∑

Pi,j

w(Pi,j) (18)

を持つ. ただし Pi,j は始点と終点をそれぞれ (−2(i + k), 0)と (2(t − λ′
j + j), 0)に持つ正径路であ

る. このような行列式に対しては非交叉径路に関する Gessel–Viennotの補題 [4, 1]が適用可能で

ある. その帰結として

det( f (0)t+i−λ′
j+j+k)

n−1
i,j=0 = ∑

P
w(P0) · · ·w(Pn−1). (19)

ただし P = {P0, . . . , Pn−1} は接地した正径路 n 本からなる集合であり, 次の条件を満たすもの全

てを動く:

(i) Pj は始点と終点をそれぞれ (−2(j + k), 0)と (2(t − λ′
j + j), 0)に持つ正径路である.

(ii) P0, . . . , Pn−1 は非交叉的である. つまりどの二本 Pj と Pk (j ̸= k)も節点を共有しない.

図 2 に t = 8, n = 3, k = 0, λ = (3, 2, 2, 1) (λ′ = (4, 3, 1)) の場合の非交叉的な径路集合

P = {P0, P1, P2}の例を示す.

最終的に (16)と (19)を併せて非自励離散戸田格子の初期値問題の解を得る.

定理 3. 非自励離散戸田格子 (1)の初期値問題の解はタウ関数

τ
(t)
n,k = ∑

λ⊆(n)t
sλ(ξ1, . . . , ξt)∑

P
w(P0) · · ·w(Pn−1), t, n = 0, 1, 2, . . . , k = 0, 1, (20)

により与えられる. ただし右辺の二つ目の和において P = {P0, . . . , Pn−1} は (Young図形 λ に依

存する)接地した正径路 n本からなる集合であり,上記の二条件 (i)と (ii)を満たすもの全体を動く.
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タウ関数 τ
(t)
n,k の正値性は初期値 an と非自励パラメータ ξt の正値性から保証される. 特に (20)は

タウ関数 τ
(t)
n,k の減算を含まない表示を与えている. これより非自励離散戸田格子の超離散類似 (運

搬車付き箱玉系) [5] に対しても, (20) の超離散化により (自励系における Nakata [6] の解のよう

な)組合せ論的な解が構成可能であると考えられる.
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