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不動点定理について

横浜国立大学工学研究院　　斎藤革子 (SAITOH Noriko)

齋藤　曉 (SAITO Satoru)

　「非可積分写像を特徴付ける Julia 集合は可積分極限でどのように消滅するの

か」という問題について、不動点定理という観点から考察する。特に、これまで調

べられてこなかった周期点で、可積分極限では不定点に漸近するものについて考察

する。

よく知られているように Poincaré-Birkhoff の不動点定理 [1]は、

「２つの同心円に挟まれた領域のそれ自身への連続で且つ全単射な写像 R2 → R2 につい

て、面積が保存し且つ 2つの同心円が互いに逆方向に回転するならば、少なくとも２つの

不動点が存在する」

ことを主張する。これは非常に強力な定理であり、低次元写像の振る舞いを解析するときに有用

となる。しかしその反面、このままでは条件が強すぎるので多くの場合に適用できないため、条

件を緩める研究も幾つか成されている [2]。

本研究の目的は、上記定理を一度離れ、様々な条件の下での不動点定理を調べて見ることで

ある。差し当たりここでは、複素 d 次元の有理写像 Cd → Cd について p ≥ d/2 を満たす p 個

の保存量を持つ場合を考えたい。上の実２次元面積保存写像は d = 2, p = 1 なのでこの条件

p ≥ d/2を満たす。

複素 d次元有理写像については、次の定理が成り立つ [3]。

■IVPP定理 複素 d次元有理写像が p ≥ d/2個の保存量を持つとき、次の一方が成り立つ。

(a) 或る一つの周期の周期点が多様体を成せばすべての周期の周期点は多様体を成す。

(b) 或る一つの周期の周期点が離散集合を成せばすべての周期の周期点は離散集合を成す。

IVPP 定理に於いて、各周期毎に定まる多様体は保存量の値で決まり、d 次元複素空間に埋

め込まれた同じ周期を持つ点のみから成り、不変周期点多様体 (invariant variety of periodic

points, IVPP)と呼ばれる。Julia 集合は反発周期点集合の閉包であり、Julia 集合を持つ写像は

非可積分であることを合わせて考えれば、IVPP定理の (a)のケースは可積分写像、(b)のケー

スは非可積分写像にそれぞれ対応することが分る。

不動点定理という観点からこの IVPP定理を捉えれば、以下のことが言える。ただしここでは

周期点も各周期写像の不動点と考える。
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1. 自明な事として、写像の不動点条件は d個の独立変数に対する d個の多項式方程式である

ことから、不動点は d次元複素空間に必ず存在する。

2. 定理の (a)の条件を満たす可積分写像 f を一つ定め、それから連続パラメーター δ に依存

して変形した f0 = f を満たす写像 fδ は非可積分、即ち定理の (b) の条件を満たすとす

る。このとき、写像 fδ の n周期点で、δ → 0の極限で写像 f の n周期 IVPPに漸近する

ものが存在する。

Poincaré-Birkhoff の不動点定理でその存在が示されるのはこの 2の状況で生成される、謂わ

ば IVPP起源の周期点に他ならない。しかし、周期点のすべてがこのタイプのものばかりではな

い。実際、可積分極限で消滅したり、写像の不定点になったりするものが在る。そのことを以下

で考えたい。

■１次元写像の場合 λを定数とした可積分写像 f(z) = λz の変形

f(z) = λz
δ−−−−→ fδ(z) = z

λ+ z

1 + λ′z
, δ := λλ′ − 1

を考える。写像 fδ は z = −λでゼロ点、z = −1/λ′ で１次の特異点を持つ。因子

g(z) =
λ+ z

1 + λ′z

に注目すれば、この関数は z = −λの近くで小さく、−1/λ′ に近づけば発散する滑らかな関数で

あるから、どこかに g(z) = 1となる点がなければならない。その点を zf とすれば

zf =
1− λ

1− λ′

であることが容易に分かるが、このとき fδ(zf ) = zf であるから zf は写像の固定点である。言

い換えると、ゼロ点と特異点が在れば、必ず固定点が存在し、ゼロ点と特異点が消滅する点で固

定点も同時に消滅する。実際パラメーター δ を用いて zf は

zf =

{
−λ− δ

1−λ′

− 1
λ′ − δ

λ′(1−λ′)

と２様に書くことができ、δ = 0の極限でゼロ点と特異点は固定点に一致する。このことを図示

すると以下のようである。

−1/λ′

zf

δ→0−−−→

−λ
−1/λ′

zf

−λ
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■高次元写像の場合 我々は複素 d次元空間の点 z = (z1, z2, ..., zd) ∈ Cd の有理写像を考えて

いる。f(z) ∈ Cd を可積分写像とすれば、その n回写像を

f
(n)
j (z) =

N
(n)
j (z)

D
(n)
j (z)

, j = 1, 2, ..., d

と表すことができる。ただし N
(n)
j (z), D

(n)
j (z)はそれぞれ z の多項式である。

この写像の n周期点条件は

N
(n)
j (z)− zjD

(n)
j (z) = 0, j = 1, 2, ..., d

であるが、上の 1次元写像の場合と同様にこの条件は

N
(n)
j (zf ) = D

(n)
j (zf ) = 0, j = 1, 2, ..., d (1)

で定まる zf によっても満たされる。このような点 zf は不定点と呼ばれる。

ここで小さな連続パラメーター δ を導入して可積分写像 f(z, 0) := f(z) を非可積分写像

f(z, δ)に変形しよう。この写像も

f
(n)
j (z, δ) =

N
(n)
j (z, δ)

D
(n)
j (z, δ)

, j = 1, 2, ..., d

と多項式の比で表せるとする。一般に N
(n)
j (z, δ)と D

(n)
j (z, δ)は N

(n)
j (z)と D

(n)
j (z)よりも次

数の高い多項式であり、可積分極限 δ → 0で分子と分母の多くの因子が突然キャンセルし合う。

N
(n)
j (z, δ) = 0の解は写像 f

(n)
j (z, δ)のゼロ点集合であり、D

(n)
j (z, δ) = 0の解は同じ写像の

特異点集合を表す。可積分極限 δ → 0に於けるこれらの点の振る舞いは次のように 2つの場合

に分かれる。

(i) 分子と分母の因子のうちで δ = 0で一致してキャンセルし合い、ゼロ点と特異点が同時に

消滅するため可積分極限では寄与しない。

(ii) 消滅せずに残る因子は可積分極限でN
(n)
j (z)及びD

(n)
j (z)に一致するので、写像 f

(n)
j (z, δ)

のゼロ点と特異点は δ → 0で (1)の zf に一致するものをそれぞれ含まなければならない。

zf は可積分写像に於ける n周期点であるから、上の (ii)により非可積分写像 f(z, δ)は可積分

極限で不定点 zf に漸近する n周期点を持つことが結論される。このように、可積分極限で不定

点に漸近する不動点は有理写像に特異的に現れるものである。この場合一つの不定点に対して複

数の異なる周期の周期点が可積分極限で漸近し、その漸近する方向によって周期が異なることが

具体的な写像を解析的に調べることによってこれまでに分かっているが、より詳細な研究が更に

必要と考えられる。
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