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3次元等質空間内の曲面と可積分系

山形大学理学部 井ノ口順一 (INOGUCHI Jun-ichi)

概 要
3次元定曲率空間内の曲面はサイン・ゴルドン型方程式を構造方程式にもち,種々の構成法が知られ
ている. Dorfmeister氏,小林真平氏との共同研究により,定曲率でない 3次元等質空間内の曲面で,可
積分系の構造をもち,ループ群を用いた構成法を許容するクラスが発見されたことを報告する.

1 背景

1.1 sinh-Gordonの微分幾何

Mを 3次元ユークリッド空間 R3 の曲面とする. 位置ベクトル場を f , 単位法ベクトル場を nと
する.
定義 I = d f · d f , II = −d f · dn をそれぞれ (M, f )の第一基本形式, (nに関する)第二基本形式と
よぶ.

Mの各点のまわりで I = eu(dx2 +dy2)と表示できる局所座標系 (x,y)がとれる. この (x,y)を等温
座標系とよぶ. このとき z = x+ yiは局所複素座標を定める.
定義　H = 2e−u( fzz̄ ·n)をMの平均曲率, Qdz2をホップ微分とよぶ (ただしQ = fzz ·n). ホップ微
分の零点は臍点(umbilic point)とよばれる.

Hが定数函数である曲面を平均曲率一定曲面(CMC-surface)とよぶ. とくにH = 0の曲面を極小
曲面とよぶ.
(M, f )の積分可能条件は次で与えられる.

uzz̄ +
1
2

H2eu −2|Q|2e−u = 0 (ガウス方程式), Qz̄ =
1
2

Hzeu. (コダッチ方程式).

コダッチ方程式よりMが CMCであることと Qdz2が正則であることが同値であることがわかる.
Hが 0でない定数のとき,臍点ではない点のまわりではQ = H/2となる等温座標系 z = x+ yiが
とれる. そのような座標系を等温曲率線座標系(isothermic coordinate system)とよぶ. この座標系の
もとでは積分可能条件は sinh-Gordon方程式 uzz̄ +H2 sinhu = 0になる.

註極小曲面の場合は積分可能条件がリウヴィル方程式 uzz̄ = 2e−uとなる z = x+ yiがとれる.

1.2 Lax表示

CMC曲面の積分可能条件は変形: Q 7−→ Qλ = λ−1Q (λ ∈ S1)で不変であるから, Iを第一基本形
式, H を平均曲率, Qλ dz2 をホップ微分にもつ CMC曲面 fλ が存在する. したがって f の 1径数変
形族 { fλ | λ ∈ S1}が存在する. この族を f の同伴族(associated family)とよぶ. 各 fλ に沿う正規直
交フレームをとる.

Fλ = (e−u/2( fλ )x,e−u/2( fλ )y,nλ ) : D ⊂ M → SO3.
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ここで Dは zの定義域を表す. 次に Fλ の SU2へのリフトをΦ = Φλ で表す. するとΦに対する線
型微分方程式系Φz = ΦU , Φz̄ = ΦV ,

U =

(
uz/4 −λ−1Heu/2/2

λ−1Qe−u/2 −uz/4

)
, V =

(
−uz̄/4 −λ Q̄e−u/2

λHeu/2/2 uz̄/4

)

が得られる. これは λ をスペクトル径数として含む Lax方程式である. この Lax方程式を CMC曲
面の Lax表示とよぶ. 波動函数 Φは Φ : D×S1 → SU2 という写像であるが, Φ : D → ΛSU2,σ とい
う写像とみなすことができる. ここで

ΛSU2,σ = {g(λ ) : S1 → SU2 | σ(g(λ )) = g(−λ )}, σ(X) = σ3Xσ−1
3 , σ3 = diag(1,−1)

である. ΛSU2,σ を SU2の twisted loop groupとよぶ. σ : SU2 → SU2は 2次元球面 S2のリーマン対
称空間表示 S2 = SU2/U1を定める.
単位法ベクトル場 nは n : M → S2 ⊂ R3という写像を定める ( f のガウス写像). H が一定という

条件は nが S2への調和写像であること (nzz̄//n)と同値である. とくにH = 0は nが正則写像 (有理
型函数)であることと同値である.

1.3 DPWの方法

CMC曲面 (あるいは sinh-Gordon方程式の解）から Lax方程式とその解Φが得られた. Lax方程
式の初期値問題の解法を復習する. ポテンシャルとよばれるデータ ξ = ∑−1

j=−∞ ξ j(z)λ j dzをひとつ
選ぶ. ξ は単連結開リーマン面 Dで定義された loop algebra Λsl2Cσ（twisted loop groupのリー環）
に値をもつ正則 1次微分形式である.

定理(Dorfmeistet-Pedit-Wu [6])　

1. 与えられたポテンシャル ξ = ∑−1
j=−∞ ξ j(z)λ jに対し dC =Cξ を解く.

2. Cを twisted loop groupの Riemann-Hilbert分解 (岩澤分解)

ΛSL2Cσ = ΛSU2,σ ·Λ+SL2Cσ , Λ+SL2Cσ = {γ(λ ) = I+ ∑
j>0

γ jλ j ∈ ΛSL2Cσ}.

に沿ってC = ΦV+と分解すればΦは Lax方程式の解である.

3. R3 = su2と同一視し, S2 = Ad(SU2)⃗iと表示する. ただし i⃗ = diag(i,−i). すると

fλ :=
∂
∂ t

Ψλ ·Ψ−1
λ −Ad(Ψλ )⃗i, λ = eit

は nλ = Ad(Ψλ )⃗iをガウス写像にもつ CMC曲面の 1径数族 (同伴族)である.

このレシピを DPWの方法とよぶ. DPWの方法を用いて描かれた CMC曲面については [10]を参
照されたい.
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2 DPWの方法 (一般形)

より一般に, DPWの方法は,リーマン面で定義され,リーマン対称空間G/Kに値をもつ調和写像
に適用できる.

C∞ 写像 ψ : D ⊂ C → G/K の Gへのリフト Ψ : D → Gを framing とよぶ. α = Ψ−1dΨは積分
可能条件 (Mauer-Cartan equation) dα + 1

2 [α ∧α] = 0をみたす. リー環の分解 g = k⊕pに沿って
α = α0 +α1と分解する (α0 ∈ k, α1 ∈ p). さらに α1 = α ′

1 +α ′′
1 と分解する. (α ′

1は dz, α ′′
1 は dz̄で張

られる成分).

　　命題 ψ は調和写像⇐⇒ d(∗α1)+ [α ∧∗α1] = 0 (∗は Hodge star作用素).

スペクトル径数 λ ∈ S1を αλ := α0 +λ−1α ′
1 +λα ′′

1 で挿入する.

　　命題 (零曲率表示)　ψは調和写像⇐⇒ d+αλ は平坦,すなわち dαλ +[αλ ∧αλ ]/2 = 0がす
べての λ について成立.

零曲率表示よりΨ−1
λ dΨλ = αλ の解Ψλ が存在する. したがって調和写像の 1径数族ψλ := Ψλ ·K

が得られる.
Ψλ : D→ ΛGσ = {γ : S1 → G | σ(γ(λ )) = γ(−λ )}

を extended framingとよぶ. σ はリーマン対称空間 G/K を定める Gの対合である. ΛGσ を Gの
twisted loop groupとよぶ. Ψ−1

λ dΨλ =αλは調和写像に対するLax表示である. 実際αλ =Uλ dz+Vλ dz̄
と表示すれば,この方程式は

∂zΨλ = ΨλUλ , ∂z̄Ψλ = ΨλVλ ,

と書き直せ,その積分可能条件 ∂zVλ −∂z̄Uλ +[Uλ ,Vλ ] = 0は dαλ +[αλ ∧αλ ]/2 = 0に他ならない.

定理(Dorfmeistet-Pedit-Wu [6])　

1. twisted loop algebra ΛgCσ に値をもつ 1次微分形式 (potential) ξ = ∑∞
j=−1 ξ j(z)λ jdzをとり,常

微分方程式 dC =Cξ を解く.

2. Cを twisted loop groupの Riemann-Hilbert分解 (岩澤分解)

ΛGC
σ = ΛGσ ·Λ+GC

σ , Λ+GC
σ = {γ(λ ) = I+ ∑

j>0
γ jλ j ∈ ΛGC

σ}

に沿ってC = ΨλV+と分解すればΨλ は Lax方程式の解である.

3 DPWの方法の一般化

　一般化の方向性として次の 2つが考えられる.

1. 一般の等質空間に値をもつ調和写像 ψ : M → G/K.

2. 定曲率ではない 3次元等質空間内のCMC曲面,または極小曲面 (候補は Thurston幾何のモデ
ル空間).

3.1 等質空間G/K

一般の等質リーマン空間に値をもつ調和写像 ψ : M → G/Kの場合,零曲率表示は自動的にはみ
たされず,

U(α ′
1 ∧α ′′

1 ) = 0, [α ′
1 ∧α ′′

1 ]p = 0
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という条件を満たされねばならない. ここでU は 2⟨U(X ,Y ),Z⟩ = ⟨X , [Z,Y ]⟩+ ⟨Y, [Z,X ]⟩で定義さ
れる. しかしながら,これら 2条件をみたす調和写像を探すことは容易ではない (階数 1の偏微分方
程式に帰着する場合を除く). これらをみたす例をひとつ挙げる. 3次元双曲空間内の平均曲率一定
曲面 f : M → H3 = SL2C/SU2 のガウス写像 F = ( f ,n) : M → UH3 = SL2C/U1 はこれら 2条件を
常にみたし, DPW法を一般化した上で適用できる．この場合については以前に報告した [9] (報告
[8]も参照). 詳細については [3]を参照されたい. なおH3の CMC曲面の積分可能条件はH2 > 1の
とき sinh-Gordon方程式, H2 = 1のときリウヴィル方程式, 0 ≤ H2 < 1のとき cosh-Gordon方程式
である. H3内の極小曲面についての初期の重要な研究結果はAnderson [1], Polthier [12], Uhlenbeck
[14]等がある. またNovokshenov [11]は cosh-Gordon方程式の軸対称解で定まる極小曲面を考察し
ている. このとき cosh-Gordon方程式はパンルヴェ方程式 PIIIに簡約される.

3.2 Thurston幾何

Thurstonの３次元幾何における 8種類のモデル空間は定曲率空間 (E3, S3, H3), 直積空間 (S2 ×
R,H2 ×R),佐々木空間形 (Nil, S̃L2R),可解幾何のモデル空間 Solで与えられる [13]. これらの空間
は Solを除きU = 0をみたしている. 本稿でとりあげるのはHeisenberg群 Nilである. NilはR3に
次の群構造とリーマン計量を与えたものである.

(x1,x2,x3) · (x′1,x′2,x′3) = (x1 + x′1,x2 + x′2,x3 + x′3 + x1x′2 − x′1x2), dx2
1 +dx2

2 +ω ⊗ω.

ただし ω = dx3 +(x2dx1 − x1dx2)/2. 正規直交フレームとして

e1 = ∂x1 − x2∂x3/2, e2 = ∂x2 + x1∂x3/2, e3 = ∂x3 .

がとれる.

3.3 スピン幾何・Dirac作用素と可積分系

曲面 f : M → Nilに対し α = f−1d f とおき α ′ = (ϕ1e1 +ϕ1e2 +ϕ3e3)dzと表す. 曲面のスピン構
造を用いて

ϕ1 = (ψ̄2)
2 −ψ2

1 , ϕ2 = i{(ψ̄2)
2 +ψ2

1}, ϕ3 = 2ψ1ψ̄2.

でスピノル場(ψ1
√

dz,ψ2
√

dz̄)を定める. ⟨d f ,d f ⟩= eudzdz̄, h := eu/2⟨n,e3⟩とおくと,曲面の構造方
程式は次の非線型 Dirac方程式で与えられる.

D

(
ψ1

ψ2

)
= 0 with D =

(
0 ∂z

−∂z̄ 0

)
+

(
U 0
0 V

)
, U = V =−H

2
eu/2 +

i
4

h.

この非線型 Dirac方程式は Lax方程式Ψz = ΨU, Ψz̄ = ΨV に書き換えられる. ただし

U =

(
wz/4+Hz exp(−w/2+u/2)/2 exp(w/2)

Bexp(−w/2) −wz/4

)
,

V =

(
−wz̄/4 B̄exp(−w/2)

exp(w/2) wz̄/4+Hz̄ exp(−w/2+u/2)/2

)
,

B =
1
4
(2H + i)

(
A+

ϕ 2
3

2H + i

)
, Adz2 = II(2,0).
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この Lax方程式にスペクトル径数を次のようにして挿入できる.

Uλ :=

(
wz/4+Hz exp(−w/2+u/2)/2 −λ−1 exp(w/2)

λ−1Bexp(−w/2) −wz/4

)
,

Vλ :=

(
−wz̄/4 −λ B̄exp(−w/2)

λ exp(w/2) wz̄/4+Hz̄ exp(−w/2+u/2)/2

)
.

　　定理 (零曲率表示)　次の 3つの性質は互いに同値.

• f は CMC曲面.

• αλ =Uλ dz+Vλ dz̄とおくと,すべての λ ∈ C×に対し, dαλ +[αλ ∧αλ ]/2 = 0.

• Ad(F)diag(i,−i) : D→ GL2C/GL1Cは調和写像.

　　系 (零曲率表示)　次の 3つの性質は互いに同値.

• f は極小曲面.

• αλ =Uλ dz+Vλ dz̄とおくと,すべての λ ∈ S1に対し, dαλ +[αλ ∧αλ ]/2 = 0で αλ ∈ su1,1.

• Ad(F)diag(i,−i) : D→ SU1,1/U1 =H2は調和写像.

球面に値をもつ写像 gを g := f−1n : D→ S2 ⊂ nilで定め, f の法ガウス写像とよぶ. f が「x3軸に
平行な平面でない」という仮定の下では |g| ̸= 1であり, |g|< 1(または |g|> 1)と仮定できる.　今,
上半球面にポアンカレ計量を与えよう. すると f が極小であることと gが調和であることが同値で
ある. さらに上半球面を Ad(SU1,1)diag(i,−i),と同一視すれば gは Ad(F)diag(i,−i)と一致する.
H2 = SU1,1/U1 はリーマン対称空間なので DPWの方法が適用でき, Lax方程式の解 (extended

framing)を構成できる. extended framingから曲面 f を求めるために Sym型の公式が必要である.

定理リー環 su1,1をNilのリー環 nilと線型空間として同一視する (リー環としては同型でないこ
とに注意).

• Ψλ をH2 = SU1,1/U1に値をもつ調和写像に対する extended framingとする.

• mλ :=−iλ∂λ Ψλ ·Ψ−1
λ − 1

2
Ad(Ψλ )diag(i,−i)を求める.

• m̃λ := (off diagonal part of mλ )−
i
2

λ (diagonal part of ∂λ mλ )を求める.

• fλ = exp m̃λ は Nilの極小曲面を与える.

註　

• H2への調和写像が定める可積分方程式は「符号違い」の sinh-Gordon方程式 uzz̄ − sinhu = 0
である. uzz̄ + sinhu = 0とは解の性質が著しく異なる.

• H2への調和写像は (1+2)次元ミンコフスキー時空内の空間的平均曲率一定曲面のガウス写
像としても表れる ([7]参照). DPW法を用いた空間的平均曲率一定曲面の構成については,
Brander, Rossman, Schmitt [2]参照.
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• 本稿で報告した Nilの極小曲面に対する DPW法は SL2R内の H = 1曲面及び H2 ×R内の
H = 1/2曲面にも適用できる.

• 一般の Lie群への拡張については [5]を準備中である.
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