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KP差分方程式系とその解の構造

早稲田大学名誉教授　広田良吾 (HIROTA Ryogo)

概要

BKP差分方程式系列の構造はパフィアンの加法公式を使って簡明にできることを示した
が、KP差分方程式系列とその解の構造もパフィアンの加法公式を使うと簡明になること
を示す。

1 はじめに

KP方程式系とその解の構造についてはOhta et al.の論文 [1] で、詳しく調べられている。
この論文の目的は BKP方程式系で使われたパフィアンの加法公式 [2]を使って、KP方程
式系の解の構造を簡潔に記述することである。
まず KP方程式の復習から始める。KP(Kadomtsev-Petviashvili)方程式は双線形形式で

(D4 − 4D1D3 + 3D2
2)τ · τ = 0. (1)

と表される方程式である [3]。2ソリトン解は

τ2 = 1 + exp(η1) + exp(η2) + a12 exp (η1 + η2), (2)

ηj = (pj − qj)x1 + (p2j − q2j )x2 + (p3j − q3j )x3, j = 1, 2, (3)

a12 =
(p1 − p2)(q1 − q2)

(p1 − q2)(q1 − p2)
. (4)

と表現される。方程式 (1)を差分化したKP差分方程式は、Miwaによって次式

a(b− c)τ(l + 1,m, n)τ(l,m+ 1, n+ 1)

+b(c− a)τ(l,m+ 1, n)τ(l + 1,m, n+ 1)

+c(a− b)τ(l,m, n+ 1)τ(l + 1,m+ 1, n) = 0, (5)

で表現されている [4]。KP差分方程式の２-ソリトン解は式 (2)と同じ形である。

τ2 = 1 + α1 exp(η1) + α2 exp(η2) + α1α2a12 exp (η1 + η2), (6)
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exp(ηj) = [(1 + pja)/(1 + qja)]
l

×[(1 + pjb)/(1 + qjb)]
m

×[(1 + pjc)/(1 + qjc)]
n, for j = 1, 2, (7)

a12 =
(p1 − p2)(q1 − q2)

(p1 − q2)(q1 − p2)
. (8)

ここで、pj, qj と αj は番号 jのソリトンの波数ベクトルと位置に関係したパラメータであ
る。αjの値は任意であり、αj = 1としても解である。

2 シフト演算と τの シフト記号

独立変数が 3個 {k, l,m}のKP方程式を拡張して独立変数がm個の高次KP方程式を考え
る。このため {k, l,m}の代わりに {k1, k2, k3, · · · km}を導入する。KP差分方程式系で使わ
れているパラメータ a, b, cの代わりに新しい記号 a = 1/s1, b = 1/s2, c = 1/s3, . . .　を導
入する。 f が変数 {k1, k2, k3, · · · km}の関数であるとき、添え字を省略して f(k)で表す。
次にシフト演算子Eを導入する。演算子Eは f の変数 kj(j = 1, 2, · · · ,m)に作用して kj を
１だけシフトする.すなわち

E(f(k), kj1 , kj2 , · · ·) = f(k)|kj1=kj1+1,kj2=kj2+1,··· (9)

である。 さらに τ(k)のシフト記号を導入する。

τ(kl) = E(τ(k), kl) = τ(k1, k2, · · · , kl + 1, · · · , km),
τ(k̂l) = E(τ(k), k1, k2, · · · , k̂l, · · · , km)

= τ(k1 + 1, k2 + 1, · · · , kl, kl + 1, · · · , km + 1).

この記号 τ(kl)は特定の変数 klだけ τ(k)をシフトすることを示している。
記号 τ(k̂l)は特定の変数 klを除いたすべての変数で τ(k)をシフトすることを示している。

3 高次KP差分方程式

前述のOhta et al. の論文によるm次KP差分方程式は新しい記号を使うと∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 s1 s21 · · · sm−2

1 τ(k1)τ(k̂1)

1 s2 s22 · · · sm−2
2 τ(k2)τ(k̂2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 sm s2m · · · sm−2
m τ(km)τ(k̂m)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, m = 3, 4, · · · .
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と表現される。ここに現れるm次行列式はVandermonde行列式V (m)で次の積表示を持つ。

V (m) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 s1 s21 · · · sm−1

1

1 s2 s22 · · · sm−1
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 sm s2m · · · sm−1

m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)m(m−1)/2
∏

1≤i<j≤m

(si − sj)

MiwaによるKP差分方程式 (m = 3)は新しい記号法を使うと次式で表現される。

(s3 − s2)τ(k1)τ(k̂1)− (s3 − s1)τ(k2)τ(k̂2) + (s2 − s1)τ(k3)τ(k̂3) = 0

4次のKP差分方程式 (m = 4)を具体的に求めると次式になる。

(s4 − s3)(s4 − s2)(s3 − s2)τ(k1)τ(k̂1)

−(s4 − s3)(s4 − s1)(s3 − s1)τ(k2)τ(k̂2)

+(s4 − s2)(s4 − s1)(s2 − s1)τ(k3)τ(k̂3)

−(s3 − s2)(s3 − s1)(s2 − s1)τ(k4)τ(k̂4) = 0.

4 ソリトン方程式はパフィアンの恒等式である

「ソリトン方程式は解の表示を正しく選べばパフィアンの恒等式に帰着する」[3]という信
念を抱いているので、m次KP差分方程式はどのようなパフィアンの恒等式になっている
のか？　と期待して高次KP差分方程式を眺める。τ 関数は値が１でも解になっている。そ
のとき恒等式は当然 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 s1 s21 · · · sm−1
1 1

1 s2 s22 · · · sm−1
2 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 sm s2m · · · sm−1

m 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

である。これは 全く trivial　な行列式の恒等式である。発想を変えて行列式表示からパ
フィアン表示に移る。m次のパフィアンを表現するために文字列 si (i = 1, 2, · · · ,m)と
s∗k (k = 0, 1, · · · ,m− 1)を導入し、次のパフィアンを定義する。

(si, sj) = 0, (si, s
∗
k) = (si)

k, (s∗k, s
∗
l ) = 0.

ただし、s∗0は特別で、(si, s
∗
0) = 0 (i = 1, 2, · · · ,m) とする。そのときm次のVandermonde

行列式は次のパフィアンで表示される。

V (m) = (s1, s2, · · · , sm, s∗m−1, s
∗
m−2, · · · , s∗1, s∗0)
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このパフィアンを使って、高次KP差分方程式を表示する。結果は次式となる。

m∑
l=1

(−1)l−1(sl, s
∗
0)τ(kl)(s1, s2, · · · , ŝl, · · · , sm, s∗m−2, · · · , s∗2, s∗1, s∗0)τ(k̂l) = 0,

m = 3, 4, 5, · · · .

ここで τ(k) = 1 とおくと、これはよく知られたパフィアンの恒等式

m∑
l=1

(−1)l−1(sl, s
∗
0)(s1, s2, · · · , ŝl, · · · , sm, s∗m−2, · · · , s∗2, s∗1, s∗0) = 0

である。この式は値が０になるパフィアン (同じ文字 s∗0が重複している）

(s1, s2, · · · , sm, s∗m−2, · · · , s∗1, s∗0, s∗0)

を最後の文字 s∗0で展開すると得られる trivial な恒等式である。 しかしパフィアンには行
列式と違って、驚くべき恒等式がある [3]。この恒等式は「trivial なパフィアンの恒等式に
任意の文字列を同次的に付加しても恒等式は不変である」と表現される。即ち、上の展開
式にNソリトン解を示す文字列 {1, 2, · · · , N,N∗, · · · , 2∗, 1∗}を次のように付け加えても恒
等式であることを示している。

m∑
l=1

(−1)l−1(sl, s
∗
0, 1, 2, · · · , N,N∗, · · · , 2∗, 1∗)

×(s1, s2, · · · , ŝl, · · · , sm, s∗m−2, · · · , s∗2, s∗1, s∗0, 1, 2, · · · , N,N∗, · · · , 2∗, 1∗) = 0

これが求めている「KP高次差分方程式が帰着すべき恒等式」である。

5 τ ′−関数のパフィアン表示
パフィアンの恒等式

m∑
l=1

(−1)l−1(sl, s
∗
0, 1, 2, · · · , N,N∗, · · · , 2∗, 1∗)

×(s1, s2, · · · , ŝl, · · · , sm, s∗m−2, · · · , s∗2, s∗1, s∗0, 1, 2, · · · , N,N∗, · · · , 2∗, 1∗) = 0 (10)

と高次KP差分方程式

m∑
l=1

(−1)l−1(sl, s
∗
0)τ(kl)(s1, s2, · · · , ŝl, · · · , sm, s∗m−2, · · · , s∗2, s∗1, s∗0)τ(k̂l) = 0, (11)

m = 3, 4, 5, · · · .
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を結びつけるものは次式で表される τ ′N−関数（シフトされた τN−関数）のパフィアン表
示である：

τ(k) = (1, 2, 3, · · · , N,N∗, · · · , 2∗, 1∗),
τ(kl) = (sl, s

∗
0, 1, 2, 3, · · · , N,N∗, · · · , 2∗, 1∗))/(sls∗0),

τ(k̂l) =

(s1, s2, · · · , ŝl, · · · , sm, s∗m−2, · · · , s∗2, s∗1, s∗0, 1, 2, · · · , N,N∗, · · · , 2∗, 1∗)
/(s1, s2, · · · , ŝl, · · · , sm, s∗m−2, · · · , s∗2, s∗1, s∗0)

である。 この表示によって式 (11)は式 (10)に変換され「高次KP差分方程式がパフィア
ンの恒等式に帰着する」ことが証明される。

τ ′N−関数のパフィアン表示の証明は、パフィアンの加法公式 (see Appendix A)を使うと、
τ ′ij関数 (１～２ソリトン解）のパフィアン表示

τi,j(k) = (i, j∗),

τ(kl) = (sl, s
∗
0, i, j

∗)/(sls
∗
0),

τ(k̂l) = (s1, s2, · · · , ŝl, · · · , sm, s∗m−2, · · · , s∗2, s∗1, s∗0, i, j∗)
/(s1, s2, · · · , ŝl, · · · , sm, s∗m−2, · · · , s∗2, s∗1, s∗0)

に帰着する。このためKP差分方程式の 2ソリトン解 (6)を調べる。

6 N−ソリトン解
２-ソリトン解をパフィアンの加法公式が利用できる形に書き換える。結果は次式で表さ
れる。

τ2 = (1, 2, 2∗, 1∗), (i, j∗) = c0(i, j) + (a(i), b∗(j)),

(a(i), b∗(j)) = αi pq(i, j) ρp(i) ρq(j),

ρp(i) =
m∏
l=1

[sp(l, i)]kl , ρq(j) =
m∏
l=1

[sq(l, j)]kl

となる。ただし

pq(i, j) = 1/(−pi + qj), sp(l, j) = (sl + pj), sq(l, j) = 1/(sl + qj)

と定める。ここで i, jは任意の自然数で、c0(i, j)は i, jに依存する任意関数である。Miwa
の解を再現する時は c0(i, j) = δi,jを選ぶ。
N-ソリトン解は τN = (1, 2, · · · , N,N∗, 2∗, 1∗)で与えられる。
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7 変形したVandermonde 行列式

KP差分方程式の表示に使われているVandermonde行列式には有理式が全く含まれていな
い。このため τ ′N−関数の表示には使えない。有理式が含まれるようにVandermonde行列
式を変形する。新しいパフィアンの成分として、

(si, y
∗) = (si − y)−1, i = 1, 2, · · · ,m+ 1.

を導入し、変形されたVandermonde 行列式 V ′(m) を次式で定義する。

V ′(m) = (s1, s2, · · · , sm, sm+1, y
∗, s∗m−1, s

∗
m−2, · · · , s∗1, s∗0),

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 s1 s21 · · · sm−1
1 (s1 − y)−1

1 s2 s22 · · · sm−1
2 (s2 − y)−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 sm s2m · · · sm−1

m (sm − y)−1

1 sm+1 s2m+1 · · · sm−1
m+1 (sm+1 − y)−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
m+1≥i>j≥=1

(si − sj)
m+1∏
l=1

(sl − y)−1 (12)

上式 (12)は全体に因子
∏m+1

l=1 (sl−y)−1を掛けるとVandermonde行列式に変形できる。これ
がパフィアンの積表示 [2]に対応する行列式の積表示である。m個の文字列 {s1, s2, · · · , sm}
の中から任意にn個の文字列{sl1 , sl2 , · · · , sln}を選ぶ。この文字列と新しい文字pi = −sm+1,
qj∗ = −y∗ を使う。ただし (pi, q

∗
j ) = pq(i, j), (pi, s

∗
l ) = sp(l, i), (slk , q

∗
j ) = sq(lk, j)とする。

これらの文字列によって行列式の積表示 (12)を次式のように書き直す

V ′(n) = (sl1 , sl2 , · · · , sln , pi, q∗j , s∗n−1, s
∗
n−2, · · · , s∗1, s∗0),

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 sl1 s2l1 · · · sn−1
l1

, (sl1 + qj)
−1

1 sl2 s2l2 · · · sn−1
l2

, (sl2 + qj)
−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 sln s2ln · · · sn−1

ln
, (sln + qj)

−1

1 −pi (−pi)
2 · · · (−pi)

n−1, (−pi + qj)
−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= V (n) pq(i, j) P (n, i)Q(n, j)

ここで

P (n, i) =
n∏

k=1

sp(lk, i), Q(n, j) =
n∏

k=1

sq(lk, j)
−1,

pq(i, j) = (−pi + qj)
−1, sp(lk, i) = (slk + pi), sq(lk, j) = (slk + qj)

−1.
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である。文字 {pi, q∗j}を行の最後に移動し、式全体を V (n)で割ると、

(sl1 , sl2 , · · · , sln , s∗n−1, s
∗
n−2, · · · , s∗1, s∗0, pi, q∗j )

/(sl1 , sl2 , · · · , sln , s∗n−1, s
∗
n−2, · · · , s∗1, s∗0)

= pq(i, j) P (n, i)Q(n, j) (13)

が得られる。 この表示 (13)から以下に示すように τ ′−関数のパフィアン表示が得られる。

8 τ ′−関数のパフィアン表示
関係式、(i, j∗) = c0(i, j) + (a(i), b∗(j))に注意して、パフィアン
(sl1 , sl2 , · · · , sln , s∗n−2, · · · , s∗1, s∗0, i, j∗)を次式で定義する。

(sl1 , sl2 , · · · , sln , s∗n−2, · · · , s∗1, s∗0, i, j∗)
= (sl1 , sl2 , · · · , sln , s∗n−2, · · · , s∗1, s∗0)c0(i, j)
+(sl1 , sl2 , · · · , sln , a(i), b∗(j), s∗n−2, · · · , s∗1, s∗0)

ここで、パフィアンの新しい成分は次式で与えられている。

(slk , a(i)) = 0, (slk , b
∗(j)) = ρq(j) sq(lk, j), k = 1, 2, · · · , n

(a(i), b∗(j)) = pq(i, j), (a(i), s∗l ) = ρp(i) sp(l, i), (b∗(j), s∗l ) = 0,

l = 0, 1, 2, · · · , n− 2.

したがって

(sl1 , sl2 , · · · , sln , s∗n−2, · · · , s∗1, s∗0, i, j∗)
= (sl1 , sl2 , · · · , sln , s∗n−2, · · · , s∗1, s∗0)c0(i, j)
+(sl1 , sl2 , · · · , sln , s∗n−2, · · · , s∗1, s∗0, pi, q∗j )ρp(i)ρq(j)

である。これを式 (13)に代入するとパフィアン表示式

(sl1 , sl2 , · · · , sln , s∗n−2, · · · , s∗1, s∗0, i, j∗)
/(sl1 , sl2 , · · · , sln , s∗n−2, · · · , s∗1, s∗0)

= c0(i, j) + pq(i, j)P (n, i)Q(m, j)ρp(i)ρq(j) (14)

を得る。一方、パラメータ {sl1 , sl2 , · · · , sln} に対応する n個の独立変数
{kl1 , kl2 , · · · , kln}を考える。パフィアン τij = (i, j∗)を kl1 , kl2 , · · · , kln でシフトすると, 結
果は,

E(τij, kl1 , kl2 , · · · , kln) = c0(i, j) + pq(i, j)P (n, i)Q(n, j)ρp(i)ρq(j)

7



である。この式は表示式 (14)によって

E(τij, kl1 , kl2 , · · · , kln) = (sl1 , sl2 , · · · , sln , s∗n−2, · · · , s∗1, s∗0, i, j∗)
/(sl1 , sl2 , · · · , sln , s∗n−2, · · · , s∗1, s∗0)

となる。これが目的とする τ ′ij−関数のパフィアン表示である。
したがって τN が高次KP差分方程式、

m∑
l=1

(−1)l−1(sl, s
∗
0)τ(kl)(s1, s2, · · · , ŝl, · · · , sm, s∗m−2, · · · , s∗2, s∗1, s∗0)τ(k̂l) = 0,

m = 3, 4, 5, · · · .

の解であることが証明された。この証明法はNonautonomous KP差分方程式にもそのまま
利用できる [2]。

A Addition Formula for Pfaffians

パフィアンの加法公式 [2]は、パフィアンの恒等式の変形であり、次式で表される。

(β1, β2, · · · , β2n) = (d1, d2, · · · , d2m, b1, b2, · · · , b2n)/(d1, d2, · · · , d2m). (15)

ただし

(βi, βj) = (d1, d2, · · · , d2m, bi, bj)/(d1, d2, · · · , d2m).

i, j = 1, 2, · · · , 2n.

A.1 加法公式の証明

n次の加法公式 (15)を帰納法を使って証明する。ただし 1次の加法公式

(βi, βj) = (d1, d2, · · · , d2m, bi, bj)/(d1, d2, · · · , d2m) (16)

が i, j = 1, 2, · · · , 2n について常に成立していると仮定する。
帰納法を使うため、n− 1次の加法公式

(β1, β2, · · · , β2(n−1))

= (d1, d2, · · · , d2m, b1, b2, · · · , b2(n−1))/(d1, d2, · · · , d2m) (17)

が成立していると仮定する。
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n次のパフィアンの展開式、

(b1, b2, · · · , b2n) =
2n∑
j=2

(b1, bj)(−1)j(b2, b3, · · · , b̂j, · · · , b2n). (18)

を取り上げる。展開式はパフィアンの恒等式によって文字リスト {d1, d2, · · · , d2m}を同次
的に追加しても成立する。

(d1, d2, · · · , d2m, b1, b2, · · · , b2n)(d1, d2, · · · , d2m)

=
2n∑
j=2

(d1, d2, · · · , d2m, b1, bj)(−1)j(d1, d2, · · · , d2m, b2, b3, · · · , b̂j, · · · , b2n). (19)

式 (19)を (d1, d2, · · · , d2m)の二乗で割り、仮定 (16)と (17)を使うと

(d1, d2, · · · , d2m, b1, b2, · · · , b2n)/(d1, d2, · · · , d2m)

=
2n∑
j=2

(β1, βj)(−1)j(β2, β3, · · · , β̂j, · · · , β2n)

= (β1, β2, · · · , β2n) (20)

となる。すなわち n次の加法公式が得られた。証明終わり。
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