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流れ 方 向 に壁 が 振 動す るチャネル 流 のFloquet解 析

跡 部 隆*1

(2010年7月30日 受理)

1.緒 言

2枚 の平行平板 問の2次 元流れは,平 面Poiseuille

流と呼ばれ,2次 元平行流近似 のもとで線形化される非

圧縮Navier-Stokes方 程式の厳密解であることはよく知

られている.解 析的な取り扱いの容易さに加え,物 理的

にも比較的単純な流れ場であるため,これまでに数多く

の研 究がなされている.ま たこの流れは有限のレイノル

ズ数で不安定となり乱流に遷移 するため,一 様等方乱

流や壁乱流などともに乱流研究の対象としても研究者

の興 味を引いている.さ らに計 算機 とともに発 達した

CFD分 野 においては,い わゆるベンチマーク的な役割

も果たしてきた1・2).上述の臨界レイノルズta(:5772)も

この取組みの中で極めて高い精度まで求められた.な

おこれらの実験 的・数値的研究 においてはこの流れ場

をチャネル流,平 行 平板 間流れなどと呼び,厳 密性の

観点から平面Poiseuille流 と区別する場合も多い.

この流れ場については,流 体制御あるいは抵抗低減

を目的とした研究も多い.こ れらは大きく受動制御と能

動制御 に分けられ,前 者 は壁 面を波状にしたり溝を掘

ったりする例がある.後 者については壁を振動させるも

のが典型 的であり,波 状壁と組 み合わせた研究もある

3'8).この壁 の振動による抵抗低減効果はJungeta1.9)に

よって初めて報告された.彼 らは2枚 の平板を流れと直

角なスパン方 向に振動させ,壁 面近傍のせん断応 力な

どから摩 擦 抵 抗 を評 価 した.そ の後,Quadrioand

Riccolo)は抵抗低減 効果が実 に40%を 超えることを示し

た.また壁面近傍に注 目するとそこでの流れ場がStokes

層 に類似的だとして,抵 抗低減をStokes層 の安定性と

関連 させ た研 究もあるll),実 際Stokes層 も平 面

Poiseuille流 と同様 に同じ支配方程式の厳密解であるこ

とから,そ の線形結合 によって得 られる系を議論すると

いう観点からすると妥当である,しかしこの場合,流 れ場

は原理的に3次 元となるため問題を複 雑化してしまうと

いう欠点もある.

そこで本研 究では壁を流れ方向に振動させるケース

を取り扱う.これにより2次元性を確保して解析的な妥当

性 をより明確 にするとともに,系 の単純化によって流体

現象の基本 特性の抽 出を目指す.系 の安定性を議論

するにあたり,ここで対象とするような周期流の場合,一

般にはFloquet理 論が有力な手法となる.ただし問題は

流れ場を支配する方程式がFloquet解 析に適した単純

な常微分方程式に書き下すことができるかどうかである.

つまり本研究のメインテーマは,安 定性を支配する常微

分方程式の導出である,
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これを実現するため,筆 者 はコロケーション法の適用

を提案する.これにより支配方程式は周期的な係数行

列をもつ方程 式となり,簡 単な数値積分と合わせること

で周期変 動場の安 定性 が解析 可能となることを示す.

そしてその結果を直接数値シミュレーションの結果ζ比

較し,妥 当性を検証する.

第2章 で流れ場を設定し,続 く第3章 では安定性を

記述する時間依存型のOrr-Sommerfeld方 程式を導出

する.第4章 ではこの方程式からFloquet解 析が可能な

常微分方程式をコロケーション法を用いて導出するとと

もに,安 定性を記述するFloquet指 数を定義する.数 値

計算の結果を第5章 で議論し,第6章 で総括する.

2.主 流 の 設 定

壁面が流れ方向に振動する平行平板間流れを,

・通常の平面Poiseuille流

・振動平板上の境界層流れ(Stokes流)

の重ね合 わせとして考える.このことは,両 者の流れ場

がNavier-Stokes方 程式に平行流近似を課して得られ

る支配方程式,

の 解 で あ ること,お よび この 式 の線 形 性 か らそ の 重 ね 合

わ せ もや は り解 であ ることか ら妥 当で ある.こ こで 座 標 軸

を主 流,壁 面 垂 直,ス パ ン方 向 にそ れ ぞ れx,y,zと して い

るが,問 題 の性 質 か ら基 本 流UはU・=(U(y,t),0,0)と なる.

また ひ(〃)を 具 体 的 に 書 き下 す と以 下 の ようにな る.

ただしκ=価 で,こん,Ω はそれぞれ壁の振幅,振

動数である.ここで各量は主流の最 大値および壁面間

距離の112に より無次元化されている,以 下ではこの流

れ場をもとに議論を進める.

3.時 間 依 存 型Orr-Sommerfeld方 程 式

主流 に微小な撹乱が含まれる,以 下のような流れを

考える.

こ こ で1ε1<<1で,pは 圧 力 で あ る.(3),(4)式 を

Navier-Stokes方 程 式 お よび 連 続 の 式 に 代 入 し,整 理

す ると,次 のような線 形 撹 乱 方 程 式 が得 られ る.

いま撹乱が以下のような平面波タイプであらわされると

仮定する.

ここでiは 虚 数 単 位,a,Yは 実 数 で,そ れ ぞ れx,z方 向 の

波 数 であ る.こ の式 を(5)式 に 代 入 す ると,

が 得 られ る,た だ しκ=a2+Y2,Dはy方 向 の微 分 オ ペ

レー タ,Rは レイノル ズ数 を表 す.こ の 式 は 時 間 依 存 型

のOrr-Sommerfeld方 程 式 で あ り,Floquet解 析 の 基 礎

方 程 式 に なる.

4.Floquet指 数

まず(7)式 を以 下 の ように表 現 しな お す.

ここでgは 時間周期関数を含むオペレーターであり,そ

の周期は壁の振動の周期Tで ある.さてここでこの式が

以下のように書き下すことができるとする.

そ うす ると,Floquetの 理 論 に よりこの解 は 次 のような 形 に

なると期 待 され る.

ここでφ`(y,t)は 周 期Tの 時 間 周 期 関 数,1,tiはFloquet

指 数 と呼 ば れ る複 素 数 で,こ の 実 部 の 負,正 に より安 定,

不 安 定 が 決 定 され る.

さて(8)式 に 立 ち 返 る.こ の 式 を解 くた め,y方 向 に つ

い てチ ェビシェフ ・スペ クトラル コロケ ー ション法12)を 用 い



る.問 題 の 性 質 より,選 点 は 以 下 の ようなGauss-Lobatto

点 を採 用 す る.

これにより(8)式は以下のように表現される.

ここでDli)は(ハ1+1)×(N+1)の2階 の 微 分 行 列 で ある

12)
.も し左 辺 係 数 に逆 行 列 が 存 在 す れ ば,こ の 式 は,

と書き換えられ,

となる,Gの 具体的な形は以下のとおりである.

ここでδijはクロネ ッカ ー の デ ル タで ある.さ らに(9),(10)式

の 考 察 か ら,解 をN+1個 まで とるとき,(14)式 は 以 下 の よ

うに書 くことが できる.

ここで 上 式 を,

と表 せ ば,Floquetの 理 論 よりこの 解 が 以 下 のように 表 現

されることが期待される,

ここで Φ(t)は や は り周 期Tの 時 間 周 期 関 数 で ある.ま た

2はN+1個 のFloquet指 数 か らなる定 数 行 列 で,こ れ が

求 まれ ば よい ことになる,

これ を求 めるため,ま ず 次 の 関 係 式 を用 い る.

これ はFloquet理 論 か ら一 般 的 に成 り立 つ ことが わか っ

てい る.し たが って,

で あ り,

とな る,こ こでgの 固 有 値 をμ`,Fの 固 有 値 をaiとす れ ば,

であり,結局Fの 固有値が求まれば,上 式により系の固

有値μ己が求まることになる.Fの 固有値は(9)式を1周 期

にわたり数値的に積分することにより得られる.

5.計 算 結 果

対象とする流れ場をFig.1の ように設定する.2枚 の壁

が 幼 だけ離れて置かれ,そ の間を流体が流れる.壁 は

振幅Uw,振 動数 Ωで周期的 に振動する.主 流の最高

速度とhで 定義されるレイノルズ数を10,000に 固定する

と,この系を支配するパラメーターはUwと Ωだけとなる.

次 に(17)式 のG,す な わ ち(15)式 中 の右 辺 に現 れ る

速 度 分 布uを(2)式 に よって 準 備 す る.そ の 結 果 をFig.2

に 示 す,こ こで は118周 期 ごとの 各 タイミングで プ ロットし

てい る,ま たy方 向 の 対 称 性 か ら,下 半 分 の み を表 した.

壁 面 近 傍 はStokes層 の影 響 を大 きく受 けるが,y=O付

近 で は放 物 型 に 近 く,そ の影 響 は ほ とん どみ られ な い.

 Fig.l Schematic view of the flow field and the 

parameters.



これ をもとにパ ラメトリック計 算 を行 った,各 パ ラメー タ

に対 す るFloquet指 数 の値 をFig.3に 等 高 線 で 示 した.

中 立 安 定 曲 線 に"0"を 記 した,原 点 は 振 動 の な い,い

わゆ る平 面Poiseuille流 に対 応 す るもの で,こ こで の値

はOrszagi)に よって 得 られ た 値 と4ケ タまで 一 致 す ること

を確 認 した.こ の 結 果 は,超 臨 界 で あっ ても壁 の 振 動 に

よっ てパ ラメー タ空 間 に 部 分 的 に 安 定 領 域 が存 在 す る

ことを示 す,そ れ は海 溝 状 の 極 めて 安 定 な帯 域 を含 む,

Fig.4はDNSに よって得られた結果で,振 動のない

場合と比べた乱流遷移の加 速・減速の様子を調べたも

のである.強 い安定性を示す(減 速)領 域 はよく一致す

る.ただUwの 大きい領域及び Ωの小さな領域では不一

致が見られる,これは非線形性の影響だと考えられる.

6.ま と め

流れ方 向に壁 が振動するチャネル流の安定性 を,

Floquet理 論を用いて定量的に調べた.時 間依存型の

Orr-Sommerfeld方 程式がコロケーション法によ弾 純な

常微分方 程式に書き下せることを示し,そ れを用いて

Floquet指 数を数値的に算出した.そ の結果,超 臨界で

あってもパラメータ空間に安定な領域が存在することが

わかった.この結果はDNSに よる結果とよく一致した.
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Fig.4 Results from DNS.

Fig.3 Contour of the Floquet exponent.

Fig.2 Velocity profiles at each 1/8 period.


