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第4章 孤立共鳴ハミルトニアンの導出、 最適化及び正当性の評価

PCM解析ではrmsエミッタンスを定数として取り扱う。 本論では、 rmsエ

ミッタンスが時間的に変化する領域でもハロー解析が可能となる孤立共鳴ハミ

ルトニアンによる解析手法を開発した。 この章では孤立共鳴ハミルトニアンの

導山、 計算パラメータの段適化及び導山した孤立共鳴ハミルトニアンの正当性

について論じる。

4-1 ハミルトニアン 公式化

非線形共鳴をハミルトニアンで解析する際、 角変数及び作用変数に正準変換

するのが便利である[13]0 これは解析を行う際、 ハミルトニアンにおける無摂

動項は定数になるため、 残りの摂動項にのみ着目すれば良いからである。

空間電荷効果を含むベータトロン振動は

ρ，y;s) x" + K(s)x = っ
γpv 

eEv(x，y;s) y" - K(s)y = っ
γ-pv 

eB' 
で表される[13] 0 ここでK(s) =一ーでB'は四極磁石の磁場勾配である。 このとき

pν 

ハミルトニアンは

H( x . V. D ... D .. : S ì = Hfì ( x. v . D . . . D.. :S ì + �ψ(x，y;s) tx，y ，p x'Py;s) = Hotx，y，p λ 'Py;s) + 
、， 、I

Y-Pν 

となる。 ただしHoは空間電荷効果が無いときのハミルトニアン、 ψは実験室

系での空間電荷ポテンシャルである。 H，。について考える。 空間電荷効果が無

いときのベータトロン振動方程式の解は

x= 必;ξ cosゆλ (4-1 ) 

となる。 ここでんはこの粒子が初期条件として持つエミッタンスであるo :t\:
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(4-1 )を微分すると

pλPλ.+αλ.x =-fi3x石 川<Þx

となり、 さらに式(4-1 )で割ると

PX = _ tanゆx+αλ-
x 

ßx 
(4-2) 

が得られる。 正準共役変数 (x，y，Px' 川

f� " A-.  A-.\_ tanゆx+αx ，，2 tanゆ)1+αv 2 
Fì lx，y，仇，ゆv ) 一一， - - ' _" TÀ ' T Y/ 2ßλ 2ßy 

(4-3) 

を使って作用・ 角変数 (<Þx'めんの )に正準変換する。

p =2互x dx 

dR 
Pv=� 

Y dy 

配什一
Ah

「
d

てU
X

 
FJ
 

(4-4) 

J.. = _ dFì -)' d<þV 
(4-5) 

式(4-3)を(4・4)及び(4・5)に代入すると

x
2 

E 
J = Li(ta叫+αλ)= ，..， n .1\. _ 2 ..L =ム

2ßx d<þx \ ' À . � / 
2ßλcosL.ゆx
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J一三一

y 2 

という関係が得られる。 また正準方程式

dHO dめ 1
dJλ ds ßλ 

dHo _ dØy _ 1 

dJ)' ds ßv 

から

HO( Øx' øy， Jx' Jy;s) =ム+ム
ßx ßy 

であることがわかる。 さらにH。を簡単にするために新しい角変数

Vぶ(s) =仇(s)- f生+竺主s=仇(s)- f生+LLS
J X 

Co J ム �

1" rlr.: V、
lf/y(s) =ゆy(s)- J Tす

(4-6) 

及び作用変数人，1)1に正準変換する。 ただしCo及びRoは、 それぞれ円形加速器

の周長と平均半径、 Vλ，V"はx，y方向のbare tuneである。 1;:に関しては任意性が

有るので、

人=Jλ (4-7) 

ly = Jy 

という条件を与える。 第2種母関数
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(4-8) 

(4-9) 
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J" = 
dF2 -

Y dゆv

を用いると

である。 ただし、 H)は新しい「空間電荷効果が無いときのハミルトニアンJ

である。 式(4-9)に(4-7)及び(4-10)を代入すると、

Jλ Jv 1λ Jv . V }" 7 V 
H) ( 't/fx，Ix�s ) =一 + 一一一一 → + � J . .+:_Z_l.. =斗1..+斗 I

� � � � . �
- X ' 

�
- Y }も

r
}も

v

よって空間電荷効果の影響を受けながらベータトロン振動を行う

ハミルトニアンは

が得られる。

粒子について、

(4-10) 
pd
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ただしここで独立変数をsから0に変換する。
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。=土
R。

である。 このときのハミルトニアンをK(lfI x' lfI)心Jy �e)とする。 正準方程プ

dlflx _ 
òH 

ds òJλー

dlflλ. òK 
de òJλ・

と

dlfl x _ 

òe dV'λ・ー 1 dV'λ-
ds dS d8 Ro d8 

の関係を用いるとK=f?oHの関係が得られる。

まとめると

x=fi万� cos( V'λ+ V'O.x) 

y=♂訂 ∞s(lfI y + V' o.y ) 

V'o.x =ゆo.x - vλ 

lfI O，y =ゆO.y - vye 

。ox=j t=吋 f

。01=j f=吋
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(4-12) 



s= Ro8 

の変換により、 空間電荷効果の影響を受けながらベータトロン振動を行う粒子
のハミルトニアンは

I _ \ eR / _ _ � \ 

H( V' x' V'，， '/λ'/，，;8) =九九 + vvI" +づ一ψ(V'λ，V'y'/λ，/)';8)
、 I・ y-pν 、

(4-13) 

で与えられる。

3・2 空間電荷ポテンシャルの変形

x，y方向にガウス分布を持つ2次元ビームが作る空間電荷ポテンシャルは

伊(x，y;s) = よS L千五(;Y'，' 川 (4-14) 

メ，，.(s) = 1 ， ムft+ 2σλ(S)2 }1l-"+1/2 {t + 2σ，，(s) (4・15)

と表現できる[17]。ただしσλ1σvはx，y方向のrn1Sビームサイズ、 Nはs方向単
位長さ当たりの総粒子数である。

ここでは式(4-14)に(4-11)及び(4-12 )を代入し、 空間電荷ポテンシャルに関し
て「粒子自身のベータトロン振動に伴って振動する項ej(uvt+ν帆)Jと、 íß関
数、ビームサイズ及びfl u tter等の外部要因により、。に関する陽の関数として

振動する項g(η)(8)Jに分離する。ただし、jは虚数単位、U，Vは任意の整数で有

る。数学公ず
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を用いる。 式(4-14)を
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ψ例仲件伽仇(い仏W川xム仰州，yぷyメ川州;浮刈仲0的作)ト= ス芸さ 三 {弓守ヰ引;ヲ守千千引!:子子引;;子 円 11引;礼 [いんω 0μO X211寸 JルLし0，η1=1 I川ル�; I，"，U ，η7=2 
••. r= 1 \. ノ

(4-16) 

と変形し、 式(4-11)及び(4-12)を代入する。 式(4-16)右辺第i項は

人ox211=ん0(2ßxlxr co刊Vλ+l/fo，x) 

=戸1川町?)cos(211Jl)(川Oλ)+i (2nn )]

\111811ノ
作品，，，
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βμ'
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fh
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戸一ペ4

一一

fZ(?い
/つ\

1 'lー，1 (2n' 4411fI山λ~土T111山_/ .� r �:1 ]cos(2n -2/)l/f O.x COS(211 -2/)l/fλ 
4・\ 17. ノL 1=0 \. � ノ

1 11-1 (211' -EhZIOPJIVE i l | 幻 0(2n -2/)l/fo.x sin(2n -2/)l/f.� 

。に依存する項をまとめて ど り\8)で、表すと

=会(�:l )g�O) (e)Iλ川 27L lλ組2
zn)ぷJj川

合Iλ112 (?)d(Mn-21)VX (4-17) 

gj川8)=人oA11

gfj(0)=人oA11ω(2n - 2l)l/fo，x 

gFINO)=んoA11sin(211ー2/)l/fO，.� 
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となる。 同様に式(4-16)右辺第2項は

万人11Y211=fn，II(叫リCOS211 (V'y + V' O，y) 

=斗Zんんん川1υ川11

=27LMI川叩1 J
岩(2n{cos(2n - 21川s(2n一 恥 山一2l川仰一川

fつn\ 1 �ト1 (2n\ =三7rv lzIJV111 1P11+z士了五j .nß/1/.1 I -， Icos(2n - 2/)V'0，y cos(2n - 2l)V'y 
L " '" n ) L . 1 =0 " L ) 

1 
'!.:.1 (2n \ 一戸万lnPY1111 2 1 l | 幻n (2n - 2/)V'0，y sin(2n - 21)V'y 

=→去北(�l J引η叩叩ケ7下加νvい Jg� 3)ぷdP訓山州;??円川3勾引恰愉)代ゆ納(伊例0的)1万υ)Jr 1η1V+2;L計L
一2子長升戸がL占釘h討計LLμh「パ丙川rI人νr)Jr岩引1ηg凱1g劃2釘(2;1竹1JいいJg�同gぷω州;印似?沢(め仰伽伽州山S幻m州叫m川昨仙n川ρゆ(ρ似仰2幻μ1η1 叫

gjf)(0)=11，Jvfl 

gjj)(0)=ん，AHc州2nー2l)V'o. ì' 

d(0)=万人nßv切ゆ1ー2仰0，)'
となる。 式(4-16)右辺第3項については

ムバト)y21=ん(2ßλ )叶2ßyly r cos2(n-r) ( V'λ+V'川ω行V'y+ V'O，y) 
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となる。

式(4-17)、(4-18)及び(4-19)をまとめると、 空間電荷ポテンシヤルの作用・ 角

変数表示は

( ... ... T T .1)\ eNモ(-1f 1 (2nÌ，.(0) ψ(l/fλ，l/fv，I x，I，，�8) =一-L 一一一I <A Ig�U)(8)I_/ \T.A'T_I" .A ' )"  I 4πεo 1白 川 211い1ノ

+是主 {ぅ子会 IX115 (?)gW(0)cos(2n-2l)V
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となる。

3-3 孤立共鳴ハミルトニアンの導出

式(4-20)を(4-13)に代入すると、2次元ガウス分布ビームのベータトロン振動

に関するハミルトニアンが得られる。 ここでg(川(8) が少なくともリングl周に

ついての周期性、すなわち2πの周期性を持つと仮定し、これをフーリエ級数

に展開する。

g(η)(8) = エ G(k)(円)ejk8 

G仰刷(μ例k刈)ρ仰( 1付ωη川7) = 二壬!_ r:n口口2M勺VコVアいg(山(付川川η川刈\納(伊例0的8)e
L乙 πd州uU 

式(4-21)を式(4-20)に代入すると、式(4-21)の各項は

g(17)(8)e帆

(4-21 ) 

(4-22) 

(4・23)

という形で表される。 このとき各項のej(uvfvv、+k8)がハミルトニアンの振動項

を表す。

ここでハミルトニアンの振動項と共鳴項の関係を考える。 今、ハミルトニア

ンを

H = f(Jx)cos(uljfλ+ vljfy+k8) 

で表すと、正準方程式より

d J ， . a H ，. 1 .. \ • ( 1 rI \ � ，v X =一一=uf(Jλ)sin(uljfx +νljfy+k8) (4-24) d8 a ljfλ・ \ ・ /

となる。 ただしf(Jx)はJxに関する任意の関数である。 今、μV.LC.X+ V\ノS.C汁kzO
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の場合を考える。 ただし

V � � 
，

. = dlj/λ -s.c.x d8 

V � � ，， = d
lj/y -s.c.y d8 

でVs.c.x' vs.c. vはdepressed tune である。 このとき、 叫llj/λ十νlj/y + k8) ::::: COlωと考

えるこ と が で き る 。 こ のため作用 ・ 角変数 で表される位相空間上で 、

が(Jλ )sin (ulj/λ+νVけke )> 0を満足する (帆，lj/バドJy )を持つ粒子に関しては、 式

(4-24)よりJ.t・は時間と共に一方的に増加していく。 このような状態が共鳴とな

る。 UVs.c.λ+νVs.c.y + kが大きいとき、 式(4-24)は時間的に速く振動するため、

dJxの時間平均を取ると 0となる。 このとき、 Jxの変動が生じないため、 共鳴
d8 

は起きていないと言える。 以上のことから、 式(4-7)を式(4-6)に代入した式に

ついて、 UVs.cλ+νVs.c.y + k ::::: 0となる項、が、 ハミルトニアンの共鳴項であること

がわかる。 ハミルトニアンの時間平均を取ると、 速い振動を含む項は0になる
ため、 共鳴に寄与する項のみを残すことができる[16] 0 このようにして得られ

たハミルトニアンを孤立共鳴ハミルトニアンという。

ここで は、 x方向の共鳴のみがある場合を考える。 また最低次の共鳴が

2δVs.c.λ-1(:::::0の時に生じる ものと仮定する。 8，1(は整数である。 kがKの整数倍

になるたびに共鳴項が現れうる。 具体的な例を示すと、 最低次の共鳴が

4vs.cλ-1 ::::: 0 (このときδ =2，1(=1)のとき8\ノs.cλ-2:::::0及び12 vs.cλ-3:::::0も共鳴項

となりうる。 今、 式(4-20)の時間平均値を取り、 共鳴に依存する部分のみを抜

き出すことを考える。 ただしJx，lvはゆっくりと変化すると仮定する。 まず式

(4-20)右辺第5項、 第6項、 第 10項~第 15項については、 共鳴条件である遅

い振動項(28 vs.cλ-1(:::::0)が存在しないので、 時間平均は0となる。 次に式(4-

20)右辺第l項、 第4項 及び第7項について、 振動項は時間平均を取ると消え、

定数項のみ残る。

<第l項>= 品s rv(0)jf)(引 1 (4-26) 
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次に式(4-20)右辺第2項について考える。

<第2項>
=￡(sh:子会lx"� (2Inl�川江ザ

= ￡去�(� 円守守守千;?子子計!;子付片11ラ出ヤヤ:迭十←ヤ去古が計ドIιUυλJJ1η 1g訂訂(2;げ??竹九1主台主をむG(仰刷州州(伏例川川kめ刈刈)�仏j;1

+ 吟(倍2 守千11ヤヤヤ:迭十十ヤ去十ιドドIιUνxJJ1川1g訂訂C;1例??竹η1主企主会むG(仰州州(伏例州川kめ刈刈)�仏j;l

= ￡或記;バ(� 守千11ヤ:漬ヤか去古が計IιUλJ11Z訂r(rr凹??竹1111)Lk主含主UGq仰州(伏例川kめ刈)バ;

吟(告2 {守千うゴず子子;;子出!J子11ラ切ヤヤ;迭十←ヤ÷古ιドドIιじrλJJ1n?Z訂g釘訂C;川??竹1怪l主企主むG仰刷州州州(μ例川川k刈刈刈)�比;;1

+ 吟(倍2
守千11ヲヤヤヤ:迭十』ヤ去かι計計IιUνXJJIη1g訂討(rr肘??竹η1主含主むG仰州(μ例川k刈刈)�

一吟(倍2 {守千うゴ守子ヂ;子子日!J子11当切ヤヤ:迭十←ヤ去古ιドドlιUνXJJ1η1g討(2;1)竹η1主企主会むG引仰刷州叫州(伏例州州kめ刈刈州)�万山;?山Jリj巾1トバJ一-21幻1)帆い一一寸州刊kω叫刊0叫
め
}
) ) 

(4-29) 

式(4-29)に関してk=i7( (iは整数)のみを抜き出すと

=￡去�(� 守千11ヲ子ヤヤヤ;迭》←ヤ去古ιドドIιUrXJJlη1Z訂討(2n竹1}��G(i1C刈刈刈)�仏;;1l)い州一 2幻刈ルl)

公(倍2 守守千11ラ切ヤヤヤ;÷十かh去古ι計ドIιUνぶJJl刀1Z訂訂(日(2;1)竹引1}注}主主伽州州)�州j
+吟(倍2 円守守守千;;子子日!;子片印11ヲ示hヤヤ:迭十十ヤ去古ι計打lιUνXJfl川1Z訂討(rr肘??竹lJ注J主主伽thin{(211 ー ル ilC8}) 
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一吟(告2 {与守守千うづず子子;;子出!J子17当当ヤヤ;÷十←h去古が計ドIιUrXJJ1η1g訂計(2;1)竹1J注J左主G(伽例州州(iμ川州川iは川刈川K刈刈刈)�仏;;1Jリhμμ川i7hμμ)いμ川S幻山i川n

となる。周波数が(211-2l)vs.c.xーはとなる項のみを残すと

=コぞ� (f (-_!!"土lλ，，'f (今世G(ik)jIlj吋2n - 21)1jI x + iK8} ) �/レ比c o \い11=斗1 Iι」 ん l片=0 \ ル ノ， = ∞ / 

法(告2 守守千fl当ヤヤヤ:古十かヤ去古ι計計lιUνλJJI川lg討C;l竹1)下)
+吟(倍2 千去古 が計IιUXJ11g訂(rけC;l)竹竹1 ) i ν主
一七に与与引子引 {生三 己ヰ;;1:

:
: 土れlんXIηl'f (門マ?引1I昆2 G伽州州州(iμ川川川iは川刈川K刈刈刈)バ仏j;1Jμ川lリhμμjいμ川州S幻m叫tn川n吋{(2n - 2l)tf!x 一 iK8} ) 

�/ι<:'0 \11 = 1 H ; � 1=0 \ ι ノ /

となり、上式の第1項及び第3項についてのみi=-iに変換すると

=っ与{ z qi土l."'f (2:1 ìf G(ーlf);ljc州211 - 21)tf!λ一iK8} )
『引Jレ叫 co \いIη1 =斗1 Iιぶ �ゐ一 1=0 \ . ノ ;=1 / 

法(倍2 {円守守守千うづ守千子:;子子日!;子日11ヲヤヤヤ;古十←ヤ去古ι釘計 IιUνXJJI η1g訂町(2;1下)
+ 吟(倍2 守千17当ヤヤヤ:迭』ヤ去ι計ドιUν1η1=訂計(2，n干( 一→イ州吋州iは川刈K刈刈)�

一吟(倍2ヲラIλ115(?十

=￡; (Z L子会JIllg (712 purrj叩叫 川
公告守:十組?)さ川いi仰

ただし

P(iKMIl.j=G(-ikillj+C(ikillj 
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Q(ik)jIlj=jG(-ik)j1lj-jG(ik)jj (4・31) 

となる。 211-2l = 2iδのとき共鳴が起きるので、時間平均によりl= /1 - iδが残る。

よって0:::;l:::;/1-1より11 � i8かつi三lが残る。 よって式(4-20)右辺第 2 項の共鳴

項は

eN ∞ ∞ 1 ( 1 . . ，\I1 ( 2/1 \_， . ，( 1 \ 

< 第 2 項>=ネ;Z E;;ilーすl l n-i6 | P(ikKIll-i5C叫δVλ-K8)

+造2主 ，:! (引(ムJQ川
となる。

式(4・20)右辺第3項についても同様にすると

くれ項>=-4LZ三五引'(ムトiKι叫δ'l'x - K8) 

+￡;2 五 五引 ' (ム )Q(ir)jfJ- i5叫

P(ik)j12j=G(-ik)jれG(ik)jljj

Q(ir)jljj=jG(一川jIjj- jG(jk)jfl

が得られる。

次に式(4-20)右辺第5項について

相項>=￡;(12 平日(2:](士f '(;r /)� ' (2n �2rJ 
色G(k)川
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(4・33)

(4-34) 

(4-35) 



= 品剖(主 円守守守千:;子子!J子::;Z (t口川川:つ1r)〕r(t!f引fつJ(問士引引ザザfγ1ηト門1ト円1一→1引'(
怪仰刷叫叫)r印)�)�:'J cos日;

壬仰刷州叫)Mrjr7
周波数が(2n-2r -21)vs.c.x - iKとなる項のみ残すと
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=￡;(12ザ'� C)(ケJ(士f'(;J"�rll�2rJ 
恰叫州一-21ト山一山1トι4一- 2l叫2幻刈l)l/f帆什Uλx - l K8一→ωi岬ω

+ 2 αω伽州州州iは川刈川K刈刈刈)Mrh;r7

P(iK)�I�:'.1 = G(-ÎK)�)�:'J + G(iK)日/ (4-36) 

Q(ik)jll=jG(-ik)札 -jG(iK)札 (4-37) 

となる。 2n-2r -2l = 2i 8のとき非線形共鳴が起きるので、 l=n-rーi8が残る。
よってO�l�n-r-lよりr� n -i8及びi三1が残り、 またl�r�n-lより11.三1 + i8が
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残る。 よって

く れ項> = 品2 2 iδ千訂
X[P(iK")�'�:'，I1-"-i8 c叫28lf1 x - K(8) + Q( i K" )日11-，.-i8 sin仰Vλ- K(8) ] ( 4 -3 8 ) 

が得られる。

式(4-20)右辺第6項についても式(4-38)と同様にして

都項> 二 法2 2 5守11 劃 ':r:l三二)(士r r (�' J
x[ -P(i K" )�'�;.，Il-"-i8 sin i(均1-rO)+Q(ik)fin-I-iδC叫28lf1λ-1(8) ] ( 4 -3 9 ) 

P(i1( )札=G(-ik)jil+G(ik)札 ( 4-40) 

Q(ik)jfl=jG(一川ι-jG(iK)札 (4-41 ) 

が得られる。

式(4-26)----- (4-41)をまとめると、 孤立共鳴ハミルトニアンは

付(lfIx'/λ;，/y�8)) = ザλ・+ vyly + 与苧判註何(伊例仲附引仰仇伽(机料v帆b州υ川いλ川Jバλ ，/川 ムι1人ん.λド1ド，1
y - p \νJ \ 

(4-42) 

い(lfIλんIJ))=4tz t (!?)G(o叫士r

\1111111ノ
人一
2/Illl111\

 

\1ーーーノ
ん一
2/fill--\

 

6
7川、、lノハUfi\

 

G \11111ノ
』，
r'

n

勺ん
\、11111/ノ

/111111\

ly一
2

ハ|ノ

-

F4
EF

 

/ril--\
一
一

引っ1

n
n

/ur/I

今ん

o

vl人

〔J

n
r

\iHlノ

/Il--\

仰い

V合

l一
，m

l一
川

∞
Y-
M
∞

すんコ

一
ハU
一
ハU

N一
ε
N一
ε

と
何
e一

付

+

+

 
ハUK

 
V

 
向、。今んF3

 

0

 

ハしσ、υ
\1111411I/

 

。0
2
一/flail-L\

 

\1Ill11ノ
九一
2/fIll111\

 

∞

てノロ

∞

て/何
一同

一
ハU

N一
応
e一
1

一
A斗+

 

64 



+￡;2 IU(引(ム)S2(i，n)叫8V'x - K8) 

+乏;Ziiぅ;!JJ劃:�)(
2;)(三二)(士)1112h(i111)叫8V'x-K8) 

+￡;Z iザ劃f)(?)(ffふ)(士)11-12)Isdnl)sin仰x -K8) 

となる。 ただし

Sl(M)=P(ikil l-15+Q(ik);1jJ-iδ 

S2(川)=-P(ik)jfJ-J+Q(ikill-i5

S') (i， 11，け=P(iK)日 11-14+Q(iKMT n-1→

S4(川

である。

式(4-44) -- (4-47)について考える。 フーリエ係数G(k)(り)について

G(k)(η) =μ(k )(η) 
+ 

jv( k)(η) 

と定義する。 定義式(4-22)より

G(k)(I7) =訂ng(17) (8)e -jk8 d8 

=土(九(内8)∞s(kO)dO-j-L fg(η)(8)sin (k8)d82π Jo 0 ， - I ' 1 
J 2π.10 
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(4-43) 

(4・44)

(4-45) 

( 4-46) 

(4-47) 

(4-48 ) 



g(川(θ)は実数のみからなる関数なので

u枇刷川(μ例ωkめげ)メ( η川) = 二壬!_ en九コVγアいg(山g (77)付川1 η川7リ内畑)(ゆ納(伊例0的作伽)μ川C∞州O
よ4乙πJU ( 4-49) 

ν(k)(11) =ーよ れ(η)(8)sin(k8)d8
よ乙π ・川U ( 4-50) 

である。 これを用いるとG(-k)(η)について

G(ーめ(η)=土23(可)(8)e Jk 8d8
L冗 刈

= 土iug( 刊 。) ∞s(kO)dO+ji- fg(り)(8) sin(k8)d8 
π 山o U \ I \ I � 2π 山O

= u(k)(可) -j ν(k )(η) 

となる。 故に式(4-48)--(4-50)から

P(i]()(可)=G(-i]()(川+G(i]()(η) = 2u(i]()(可) (4・51) 

Q(i]()(η) = jG( -i]()(可) -jG(i]()(η)= 2ν(i]()(η (4-52) 

が得られる。 式(4-44)--(4-47)は式(4-51)及び(4-52)を代入することで簡単にな

る。 まず式(4-44)について

円λU
、、B』J
，，
，，aa、，，、、‘，，ノK

 
〆's‘.、u

 
今ん一一PO

 
、hf/K
 
，，z，、、pa
 

(4-53) 

Q(ik)j1115=2ν(ik)jljJ-i5 (4-54) 

である。 定義式
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gJlj(0)=人OPAl1ω(2n - 21)tjI O，X 
43)(0)ニムoAW

及び式(4-15)を、式(4-49)及び(4・50)に代入すると

u(ik)j1 l，)ーiδ=l f j2π PJ1 ω(2iÔtjl O，X) cos( i K(8)d8dt 三万o JO (t + 2σノ)1+l/2(f+h2)l/2

ν(ik)j2)s= l fj2π PIll s仰向O，X)州k8)dωf-2n JO JO ( f + 2σλ2)11+l/2(f+h2)!/2 

となる。式(4-53)-- (4-56)を式(4-44)に代入すると

SI (ム1市土i∞jM PIll mi(均O，X+ K(8)dωf 
o (t + 2σノr+1/2(t + 2σv2)l/2 

が得られる。式(4-45) -- (4-46)についても同様にすると

(4-55) 

( 4-56) 

(4-57) 

S2(M)=-lj∞f:π PxlI s川2δtjI0，λ・+K:8 )d8dt (付8)πo JO (t + 2σx2Y1+l/2(f+h2)l/2 

制llr)=jj;jf(f+2J;;;・12σ12)IJS仇+K(8) d 8d f ( 4 -59) 

S4(川市-lfj2π A11-"ß，J sini(26VOλ+ K(8)dωt (“0) πo JO (t + 2σノ)-J+l/2(f+h2)1+l/2

が得られる。尚、G(0)�10)，G(O)�13)， G(O)�l�:' は 定 義 式(4- 15)及び、

g�O) (8)二人Oßx'
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g�3)(8) =メ1JV11

g;?〕〔6〕=fn，tPJ1ー}PvI

を用いることにより

G(O)�10) =土日fjUh A 

。(t+ 2σλ2f+1/2(t+2σf)12 (4-61) 

G(O)�13) =土I2fj?ih p 

o (t + 2σf)l/2(f+h2yl+l/2 (4-62) 

引仰刷州O的叫)�
o (t + 2σx2)日+l/2(f+h2)I+l/2 (4-63) 

r∞ dt 
で与えられる 。 さらにJ O 1 . 2\11-，.+1/2/.. ， 2\，.+112に関する数学公式 ( 付録 A 参

. V I t +αL I I t + bL I 
照)を用いて式(4-57) ---- (4-63)をfで積分すると、
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(4-64) 
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(4-65) 
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(4-67) 

州)= jg GIlltC111 (ご)"d() (4・68)
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(4-69) 

11 (2η-2)!! α1.0 = (-1) 
(21l-1)!! 

hyl=2(日-1山

2川�I ( ，パ 1 ， (-1)川一川 ( 11-lì 叫ん2111+1 = ヱ | |(-l)-u GUffl一川 + | | 
� " U ) ' / 11 . ..'''- U 11 

2m + 1 " m ノ

川一一
ν

一一ハUC
 

C17，r，川一lー
g C1 {m-

1
1 +V + (-r

r
-1 

7-Jr u)1日+1
u -2r + 1 

gc v( n 〉-l)- fYl+ν 日u-:t rm-1-vJ 
( 11 ì 川 (-1)U-17 (ト 1ì M"_ EC111 v レー� _ v )( -1) -111 +ν +E2u-21+ l | μ j 

h
x(

e) 
=--

20"x(σλ +σy ) 

h.n， ( e)一

ßy

- 2σλ (σx+σy ) 

が得られる。

得られた孤立共鳴ハミルトニアン式(4-42)は0に依存しているので、 第2種

母関数F2 (lI'x' P_r' e) を使って新しい角変数

V I = VI - fL O 
A

λ
28 

( 4-70) 
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及び作用変数

Px = Ix (4-7 1 ) 

へ正準変換する。

、，，J'一

、A

FJ

V
 

ヘ
d
てd

F-

E
P勺

「AU一
「.パυ

一一x

 

v
 

(4-72) 

af'" H2=(H)+てム
os 

(4-73 ) 

ここでH2 ( \}J x ' 1 x ' Iy ; e)は新しい孤立共鳴ハミルトニアンである。式(ι70)及び(4-

72)より

ろ(t;/λ乃)=(lI'λーか)ペ (4-7 4) 

が得られ、式(4-74)、(4-73)及び(4-74)より

州川=い-却川 (4-7 5) 

い(\}J.，. ， t;/.ìι吋=去211G(0件士J
+￡;Zi(77)G(0)?)(-2)11 

法主主Z(7)(2t)(10G(0)jfJ(-t)111-t)I
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吟2 1主む�! (引 ' ( ム)ド司刈刑仰川 (i仰似川川山iυM川仰1刀吋ゆ 伽1)れ仰)μ川C∞ os(州幻叫川叱州
) 

吟2 1主む ，:! (託( 十一士引引引叫叫)"川九凡1η11l1〔LL(Lし1ηム1f三?1二;い<5 )S2ら以仰山(i似似川川山iυ川川仰11吋ゆ1)の)片S

+ ￡ぷ;三221i守守守千千!J子?::ど:了τ1芝芝訂(C口:つ)(��り刈�J工)〔L(L1fγf;ふUば�)(阿(白問士引引訂引りrγIηト門l1-r(ト門1一→1ηr(閣(巳m山2引引Jトμ川1}んμいい勾削削仙仙(i仰仰川iυ川1η1υ川rけ川)

+ ￡￡; 2 Ii 守千千11ど:了1劃:O)(r?り)(三三ユふ)川 (倍同 t引引U訂ザrγ 11ト円 l1-r(ト円一→-r( �引引J ら以ω山(i，，似iυ川川川川11.r川山山山1υ川内川r け巾刷帆 )片川凶S引sin川n附 ) 

( 4-76) 

が得られる。 ここで式(4-75)及び(4-76)について、 正準方程式より

dly = _ dH2 = 0 d8 d'l'v 

すなわち、 lνは保存量となる。 よって1)1のみを含む、 式(4-75)の右辺第2項及
び式(4-7 6)の右辺第2項を削除すると、 最終的に「ベータトロン振動と空間電

荷力の間で起きる非線形共鳴Jを表す孤立共鳴ハミルトニアン Hiso は

Hiso (lJ1λι 1，， ) =(丸一三)ぃ光州IλIy)) (4-77) 

い(\}J x ' '1' y ， 1 x ' Iy ; 8 ) ) =品217)G(0)jf)(引1
\1111111ノ
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+￡;2主i(-t)f1(ム)sl (i.n)c州民)

法2 1主むj五託(十一t引引U引)"川"(口'(
法2 li {守千ザうプず子ヂヂ;;子子!;子?::ど守;了τ1苦劃r翫訂(:叩(つ1rr川)(2;川(2;引!fりJ1)r(Lロfrf三ゴユ1;ん司�)(町t引引Uザザf 'ηトl1-r( �'ト川1一→-r( �'引別(巳問山?引引} S3んμいいふ削削蜘仰 (i，1似川iυ川11.rけ叫)

+￡詰;三2吉1i千劃7つ)(��り!つゴ)(土二)(士rr(�，)よ(i，n，r)sin附)

(4-78) 
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となる。 式(4-77)について

空riso = 0 
d8 

より、 Hisoは保存量である。
式(4-78)は数値的に計算される。 このためi及び11に関する和を有限個で打ち

切る必要が有る。 打ち切り範囲をそれぞ、れlmax，rlma 

い('I'x・ tfI .\ 川0))=￡;Z i(!?)G(0)?)(引1

+哉さ岩(7)(
2
;;:了)(!?)G(0)jfJ(-t)1

tzzt(-2)11(ム)SI山s同)

吟2 主釦�!(託(ぐ一引t引nムJs2ら以別仰2メ山ル州川(i仰似iυ川11
+ 三造去23;fη1ZZ主5 {守千うゴ守千千;;子子!;子11了τ1芝r劃訂 (じfつr){rr(tr!プり九fつ11)XLr (L口1三どr三二羽 ふ:8)(町t引引Uザザ rγ1η炉門寸1ト~ 一叶- '(;引釘)'μμI}んμいいぷ削削蜘S3(i，11似似iυM川川川l1.r川山山1υ川州rけ巾仰)μ川C∞Oω州S州 ) 

+三tZi守11訂XZ:)(三二)(i r'( �，)'ら(i，n，r)sin(2i代)
(4-79) 

を非線形共鳴解析に使用した。 式(4-79)を計算するためには、 式(4 - 64) --- ( 4・69)
を数値的に求めねばならない。 このときん，ßy，tflo.λの他にσλ，σyのデータが必要
である。 ここでは非線形空間電荷効果による現実的なビームサイズの変化を取
り入れるため、 第l章で述べたエンベロープ振動方程式の解ではなく、 シミュ
レーション結果を用いた事が特筆される。

3-4 非線形共鳴の定量的解析手法

まず、 式(4-77)の計算例として、 baretuneが (Vx，Vy ) = (7.123，5.229)、ビーム強
度が8.5 X 1011 pppで10周目のときに起きる構造共鳴に関する、 孤立共鳴ハミル
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ここではん=0 と仮定し

b 

トニアンのcontour plot を図4-1 に示す。 後述するが、
た。 横軸及び縦軸はそれぞれ角変数、 作用変数である。

60 

50 

40 

30 

20 

nu
 
'EEE&
 

[℃何
出回
口出国
民]
KH

a 

60 

50 
[℃何'H
5
5
E
ピ]
V4

6 5 3 4 
\V x [rad] 

2 ハU
ハU

6 5 2 3 4 
\f'x [rad] 

nu
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(b)PATRASH結果の対比

位相空間

(a)孤立共鳴ハミルトニアン、
分布での粒-図4-1

耳支ノトイ直

このとき、resonance islandの境界がセパラ
トリクスとなる。 セパラトリクスにおける作用変数の最大値を(r:max、

を Iιλx川川;m川η

疋量的な評価の指標として、resonance widthではなくIxmax及びIxminを用いた。

Ixmax及びIλminの計算方法を 示す。 まず不動点を求めるために

4つのresonance islandが見える。

( 4-80) 

(4-81) 

CNi--aHi50-o 
d8 èJI_r 

dI17- affiso-o 
d8 èJ\f'x 

を数値的に 計算する。 式(4-80)及び(4-81)で求め た不安定不動点の座僚を

(\f'o，lo)、 安定不動点の座標を(\f'ぃ11 )とする。 セパラトリクスは不安定点上を通

セパラトリクス上のハミルトニアンの値はHiso (同，lo，ly )となるo

セパラトリクス上の\f'x = \.f'lでlxmax及

過するので、

からわかるように、 構造共鳴時
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び、Iλminとなるので、Hiso ( "'Pl ，! x' Iy) = Hiso ( "'P 0 ，! 0 '!y )を数値的に計算することにより、

lλ'max及びlλmillが求まる。

4-5 計算パラメータ1)'及びl'lmaxの決定

dI " aH 
式(4-77)に関して ーム=一一」旦= 0よりIは保存 量 である。 すなわち式(4-77)

、 do atJ/y y

中でIvは任意性を持つ。 式(4-77)を用いて非線形共鳴解析を行うためには、 Iy

依存性を調べ、 可能ならば最適なIvを決定する必要が有る。 このために、l1max

を十分大きい値( nmax = 50)に固定し、 Ivを変化させたときの構造共鳴に関す

る共 鳴Ilf� を 調 べ た 。 結 果 を 図 4-2 に 示 す 。 計 算 条 件 は bare tune が

(VX' vy ) = (7 .123，5.229)、 ビーム強度が8.5x 1内pp のときで、 時間変化するビーム

サイズとして 10周自のシミュレーション結果を用いた。 Ivが大きくなるほど

共鳴rlJ�が小さくなり、 やがてIv三15πmm mradでresonance islandは消失するこ

とがわかる。Iv三15πmm mradでresonance islandが消失する原因は、tune spread 

(付録B参照)から説明できる。 図4-2と同じ計算条件を代入し得られた tune

spreadを図4-3に示す。 図4-3から構造共鳴を起こすVs.c.x= 7がAIλ+Bろ=C (た
だしA，B，Cは定数)で近似できる線分上にのみ存在することがわかる。 すなわ

ちVs.cλ=7となる粒子について、Iyの増加とともにIxは減少し、Iy � 15πmm mrad 

でVs.cλ=7となる粒子は存在しなくなる。 これが図4-2でIy三15πmn1lnradのと

きresonance islandが消失した原因である。 Resonance islandの境界でハローが

発生することを考えると、 Iy= 0となる粒子数を減少させる、 すなわちy方向に

ビームを広げることにより、 x方向のハローを抑制できることがわかる。 非線

形共鳴解析を行う際の最適な1)1として、 以後共鳴|幅が最大となるん=0 π n1m
mradを採用した。

次に式(4-7 9)に関して、 打ち切り範囲l'lmaxを決定する必要がある。 最適な

I1maxを決定するために、l1maxを変化させたときの構造共鳴に関するIxmax及び

Iλmillを調べた。 計算条件はbare tune が (Vx'Vy ) = (7.123，5.229)、 ビーム強度が

8.5 x 10" ppp の時で、 時間変化するビームサイズとして10周目のシミュレーシ

ヨン結果を用いた。 結果を図4-4 に示す。l1max � 10 以上で結果が飽和すること、

及びT1max < 10では正しいresonance islandの位置及び 大きさを計算できないこと

がわかる。 これは式(4-14)におけるxに関して 20次以上取り込む必要が有るこ

7 4  



とを示す。 ハローとなる粒子はresonance islandの境界、 すなわち位相空間上

で原点から離れた位置に存在するため、 常に非線形空間電荷力の高次の項を受

けながらベータトロン振動を行う。 このことが、 ハローの位置及び大きさを決

定する際に、 非線形空間電荷力の高次の項を必要とする原因となる。 以後の計

算ではl1max = 20で計算を行った。

6 5 4 3 2 

60 

ハU
ハU

20 

ハU'EEA
 

50 

40 

30 

{
克
巳
日
自
民}
ぷ

a 

6 5 2 3 4 
'l'x[rad] 

60 

ハu
nu
 

50 
{℃司
自
日
自
民}
ぷ

6 5 4 

\fIx[rad] 

3 2 

40 

ハU
ハU

30 

20 

ハU'EEA
 

芝
居H
E
E
S
ぷ

C 

6 5 4 3 2 

60 

ハu
nu
 

50 

40 

30 

20 

10 

[
ヨ
-S
E
E
S
ぷ

\f'x[rad] 

AU

Au

 

nu

nu

 

m

即m
 

m
 

mm 
構造共鳴の1"依存性
mrad] (b ) 1

)， = 2 [π 

mω] (d) 1" = 6 [π 

\f'x[rad] 

図4-2

1)1 = 0 [π mm 

1)1 = 4 [π mm 
( a) 

(c) 

75 



20 

匂
().
ト

10 15 
Jx[πmm n1rad] 

ハミルトニアンで計算した
水平方向のtune spread。
Bare tune = (7.123， 5.229) 

5 

図4-3

20 

ハU

15 

5 

{
七
百
E
E
E
ピ]
と

H
H
B
安
{
目
ヨ
ヨ

5・
包]

24.0 

23.0 

22.0 

21.0 

23.5 

22.5 

21.5 

20.5 
20 

7.00 

6.90 

6.80 

6.95 

6.85 

6.75 

{
力
2
5
5
5
Mh}
5
5
uA

18 
n 

Ixmax及び、Ixminのn 依存性
max 

孤立共鳴ハミルト ニ アンの正当性

16 14 12 ハU8 6 

図4-4

6.70 
4 

ノ\ロ

4-6 

導出した孤立共鳴ハ ミルトニアン式(4・77)の正当性を評価するために、
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シミュレーション結果

との 比較を行った。 計算条件はbare tuneが ( vλ，Vy ) = (7.123，5.229)で、

ーの位置Iλmax及びIxminのビーム強度依存性に関して、

るビームサイズとして10周目のシミュレーション結果を用いた。 結果を関4-
ハミ ルトニアン結果は si n1ulat ion結果 とほぼ一致した。 この結果か

ら式(4-77 )は正しいものと判断した。 またシミュレーション結果から得られた

「非線形共鳴、 すなわちハロー形成の原因が、 ベータトロン振動とガウス分布

が作る非線形空間電荷力の間で生じる非線形共鳴である」といっスペキュレー
ションは正しいこと がわかった。 ビーム強度が5.5X 10"ppp以下の場合、 孤立
共鳴 ハミルトニアン及びPATRASHの結果からはresonance islandを観測でき
なかった。 またビーム強度が上がると、 共鳴幅が大きくなった。

強度が増加するに従い、 ビーム中心近傍でのチューンシフトが大きくなり、

の結果、 図4-3 における構造共鳴を起こすVs.c.x = 7を表す線分、 AIλ+ B1v = C中

の定数Cが大きくなるためだと思われる。
最後に重要な 特徴として、 共鳴条件となる線分A九+ B1v 

= C上でんが大きく

なる程、 x方向の共鳴幅が大きくなることが挙げられる。 このことは図4-2及
び図4- 3で共通している特徴だ が現時点では未解析である。 この特徴は次の節

で重要となる。

時間変化す

これはビーム
そ

5に示す。
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第5章 孤立共鳴ハミルトニアンを用いた非線形共鳴解析

第4章で求めたガウス分布に関する孤立共鳴ハミルトニアンを用いて、 ベー

タトロン振動と振動する空間電荷力の間で生じる非線形共鳴について解析を行

った。 ハローが resonance islandの境界に生じると考えられることから、 非線

71ラ共H鳥の級相を明らかにすることで、 ハローの形成状態を知ることができる。

この章では非線形共鳴に関する解析結果について詳述する。

本研究では、 ビームの入射から、 平衡状態、へ達する聞の、 遷移過程での非線

形共鳴に着目し、 それぞれの b are tune で、 遷移過程におけるパラメトリック

共鳴の時間変化を、 入射してから10周目までの時間|隔で調べた。 着目した理

由の一つに、 遷移過程ではシミュレーションによるポアンカレマップ解析が難

しいことが挙げられる。 わずか数ターンで平衡状態へ達するので、 ポアンカレ

マップを描くには、 多くのテスト粒子数を適切に配置させる必要が有る。 これ

は多大な労力を必要とする作業である。 もう一つの理由として、 式(4-77)が適

用可能なのはガウス分布のビームにのみである点が挙げられる。再分布により、

ビームの分布がガウス分布から著しく変化すると、 式(4-77)は適用不可となる。

図3ヴ及び図3・8 で示したように、 入射してから10周目までは、 ほほガウス

分布を維持している。 よって入射してから 10 周目までは式(4-77)が適用でき

ることがオっかる。

5-1 孤立共鳴ハミルトニアン解析結果

ハローの形成及び平衡状態への到達

まず(7.123，5.229)のビームについて、 遷移過程における非線形共鳴の特徴を

調べるために、 ビーム強度が 8.5X 1011 pppで 10周目におけるrnlsビームサイズ

の時間変化を用いて式(4-77)及び(4-79)を計算した。 式(4-43)からわかるように、

ある i つの非線形共鳴条件28vs.cλ-K�Oを満た す場合、 任意のiについて

i( 28vs.c.x -K) � 0を満たしうるため、 複数個の非線形共鳴を引き起こす可能性が

ある。 前章で述べたように、 過渡状態におけるrmsビームサイズに関して、 振

動数 28のラティスの構造によるエンベロープ振動の他に、 振動数14の不整合

によるエンベロープ振動が見える。 遷移過程では、 fi 1 an1en ta ti on による塗りつ

ぶしが完全に終了しておらず、 不整合が残るためである。 これは(7.123，5.229)

のとき不整合による共鳴(図5-1-a参照)を励起する条件2vs.c.x -14 � 0、 及び

構造共鳴(図5-1-b参照)を励起する条件4vs.c.x - 28 � 0 の両方を満たす。 この

ため遷移過程では、 不整合による共鳴と構造共鳴を重ね合わせたパラメトリッ

78 



をJJJjJ I包することカfわかる。ク共鳴( [苅5-1-c参照)

b 

60 

50 

ハU

40 

30 

20 

支
出何回
日
日
ピ}
ぷ

a 

60 

40 

30 

50 
{
言
-E
5
5
ビ]
ぷ

6 5 2 3 4 
\f'x[rad] 

ハU
ハU

6 5 2 3 4 
\f'x[rad] 

。

。

C 

60 

50 

40 

30 

20 

ハU-EEEA
 

{
B
・5
5
5
SKH

6 5 2 3 4 
\f'x[rad] 

ハu
nU
 

非線形共鳴の共存。

不穏合による非線形共IlG

(b) 併造共鳴成分。
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:XI 5-1 

(a) 

(7.123，5.229)のビームに関する、 パラメトリック共鳴のH与問変化を図5-2にノハ

す。 図4-3 からわかるように、(7.123，5.229)のビームは不整合による共鳴条件

つの4 周日は2vs.c.x -14 
::::: 

0及び構造共鳴条件4vs.c.x -28勾Oの両方を満たす。

2つの resonance isla ndが支配的であるのに、 その後時間

の経過と共に2つのresonance islandが4つのreson a nce islandへ分離していく

様子がわかる。 これは入射直後はsmear outによる不整合の消失が無いために

不整合による共鳴が支配的であるが、 時間の経過と共に塗りつぶしによる不磐

が顕著となり 不整合共鳴は消失することを示す。 また図4・3からわか
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るように情造共同の条イ午4vs.c.x - 28::::: 0をIx = 13π mm mradと比較的大きい/λーで、

満足している。11tr節で述べたように、 1.\が大きい純子が共I!CJ条件を{I日jたすとき、

共鳴rl1高は大きくなる。 このため|災I 5-2はパラメトリック共I!与が不終合共鳴から

梢造共I!らへ抗移することを示している。
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同様にして(7.203， 5.229)のビームに|刻する、 パラメ

を図 5-3に示す。 このときの10周日におけるtune spreadを|災

5-4から不整合による共鳴条件2vs.c.x -14 ::::: 0 J.;えび榊造共鳴条件4v.\".c.x - 28::::: 0の11

方を満たすことがわかる。 凶 5・3から、(7.123， 5.229)のビームと同様にl周目は

2つのresonance islandが 支 配的であるが、 その 後時間の 経 過 と共にreso nance

が消失していく様チがわかる。 不笠合による共鳴が消失する過紅は

(7.123， 5.229)のビームと同様である。 しかし図 5-4からわかるように構造共鳴の

\f'x[rad] 

、経合による非線形共鳴から梢造共鳴への推移。

l周口 (b) 3周目 (c) 5周

トリック共鳴の|時間変化

5-4に示す。 � 

(d) 
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条件4v.\'.c.x - 28:::::: 0を満たすIλが非7tに小さい( 10 )1可 日 でlx = 4.00π mm mrad)ため、

共鳴11J，�は非常に小さく (式(4-77)で計算したとき、 10刷11でl.xmax = 6.27π及び

/λ'min = 1.99nmn1 mrad) 、 情造共I!日は無視できる。 このため|ヌJ 5-3は、

リックJ� I!応が不終合j� I!日のれlj失と共に討すえることを示している。
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図5-4 ハミルトニアンで計算した
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Bare tune = (7.203， 5.229) 

寸-.
ト

、、N-.
ト

20 

15 

nu

 

ハU

{
同)
何

河口

口出国
民]
h円

(7.203，5.229) の

ハローは生成せず、

実際シミュ

ハローが生成

また

ハローがresonance islandの境界に生じることを考慮すると、

ビームに関しては、 パラメトリック共鳴が消失するので、

すぐに平衡状態へ達することがハミ ル ト ニ アン結果から予想でき、

レーション結果と一致する。 一方(7.123，5.229)のビームに関しては、

リック共鳴が不整合共鳴から構造共鳴へ推移していることから、

されることが予想される。 このことはシミュレーション結果と一致する。

シミュレーション結果において、 平衡状態へ達するまでに数十ターン要したの

トリック共鳴の推移が原因ではないかと考えられる。

トノてラメ
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第6章 結論

本研究の一環として、 まず大強度円形加速器における粒子集団の挙動を調べ

るために、 シミュレーションコードPATRASHを開発した。 次にハロー形成の

メカニズムを解明するために、 非線形共鳴の観点から解析を行った。 特に平衡

状態へ達する前の過波状態における非線形共鳴の遷移過程を、PATRASHより

得られるrmsビームサイズの情報及び孤立共鳴ハミルトニアンを用いて調べた。

以下に得られた結果をまとめる。

( 1 ) 粒子集団の挙動を調べるために、 空間電荷を含むベータトロン振動に関

する軌道計算を行うシミュレーションコードPATRASHを開発した。 空間電

荷電場はハイブリッドツリー法を用いて計算した。 シミュレーションパラメ

ータの最適化を行った後、 シミュレーションコードの正当性を評価するため

にベンチマークテストを行った。

(2) PATRASHの結果から、 粒子集団の挙動に関する以下のような知見が得ら

れた。

一般に不整合な分布を持つ粒子集団が加速器に入射される。 非線形空間電

荷力は、 不整合の消滅・非線形共鳴の励起、 またハローの形成を引き起こし、

粒子集団の分布を変化させる。 これにより非線形空間電荷力が変化し、 さら

に粒子集団の再分布を生じる。 やがてラティスによる収束力と非線形空間電

荷力がつり合うところで、 平衡状態へ達する。

(3) 平衡状態へ達する前の、 過渡状態、におけるハロー形成を調べるために、

「ガウス分布の空間電荷が生じる非線形空間電荷力Jと「ベータトロン振動」

の聞でx方向に生じる非線形共鳴に関する孤立共鳴ハミルトニアンを導出し

た。このとき現実的なrmsビームサイズの時間変化を取り入れるために、flTIS

ビームサイズに関してPATRASHの結果を用いた。

(4) 孤立共鳴ハミルトニアンを数値的に取り扱うために、 パラメータの最適

化を行った。

まず保存量であるy方向の作用変数lyを決定するために、 Iyを変化させて

孤立共鳴ハミルトニアンを計算し、resonance islandの大きさを比較した。ろ

が大きくなる程resonance islandは小さくなることがわかった。 このため空

間電荷効果による非線形共鳴の効果をより明らかにするために、 本論では
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lv = 0を採用した。 ここで、 ハローの形成はresonance islandの境界に生じる

と考えられている。 一般に、 x方向のハローを抑制するためにはx方向のビ

ームサイズを広げることが考えられるが、1)' = 0近傍の粒子数を減少させる、

すなわちy方向にビームサイズを広げることでも、 x方向のハローを抑制す

ることカすできることカすわかった。

次に孤立共鳴ハミルトニアンを数値的に解くためには、 ガウス分イ11を

Taylor展開する|祭に生じる高次の項X2nについて、 最大次数llmaxを決定する

必要がある。 17maxを決定するために、 l1maxを変化させながらresonance island 

の大きさを調べた。 llmax � 10で結果が飽和することがわかった。 これはガウ

ス分布のTaylor展開について最低X20まで取る必要が有ることを示している。

ここでは11.max = 20を採用し、 孤立共鳴ハミルトニアンを計算した。

(5) 導出した孤立共鳴ハミルトニアンの正当性を調べるために、 ビーム強度

を変えてresonance islandを計算し、 PATRASHから得られる結果との比較を

行った。 孤立共鳴ハミルトニアンの結果はPATRASHの結果とほぼ一致した

ため、導出した孤立共鳴ハミルトニアンの正当性が得られたものと判断した。

(6) 過渡状態におけるハローの形成及び平衡状態への到達を、 非線形共鳴の

観点から調べるために、 孤立共鳴ハミルトニアンを用いた解析を行った。 過

渡状態では、 不整合状態が時間と共に消滅する過程を含んでいる。 このため

不整合により生じる非線形共鳴が必ず生じること、 及び不整合の消滅と共に

不整合による非線形共鳴も消失することがわかった。 不整合による非線形共

鳴の他に、 ラティスの構造によるエンベロープ振動の周波数と depressedtune 

が整数比になることにより構造共鳴が生じる。Depressedtuneの状態により、

不整合による非線形共鳴から構造共鳴へ推移する場合が存在し、 このような

場合はハローを形成することがわかった。 また不整合による非線形共鳴が消

失し、 他に非線形共鳴が生じない場合は、 粒子集団は平衡状態へ達すること

がわかった。

(7) 開発したシミュレーションコード PATRASH について、 入力すべきパラ

メータはビームパラメータ(ビーム強度、 4次元位相空間上の分布、 理想粒

子の持つ電荷及びエネルギ一等) 、 加速器パラメータ(ラティスの構.成、 磁

場の強度) 及びハイブリッドツリー法に関するパラメータ(レベル及びハイ

ブリッド処理のためのグリッド数)である。 ここでハイブリツドツリー法は、

テスト粒子数やビームサイズ等のビームパラメータに対して、 非常に敏感で
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あることに注意する必要がある。 ハイブリッドツリー法に関するパラメータ

を少し変えただけで、 計算時間に天地の差が開く。 このためビームパラメー

タを変化させる場合は、 下準備としてハイブリッドツリー法に関するパラメ

ータを変化させながら、 テスト計算を行う必要が有る。 このことに注意すれ

ば、 ハイブリッドツリー法及び軌道計算部分に関しては、 ブラックボックス

として扱える よう工夫し て いるた め 、 KEK-PS 以外の加速��に関して

PATRASHは適用可能であり、 高精度な計算結果を与えうると確信している。

また孤立共鳴ハミルトニアンの式(4-77)及び(4-79)に関して、 計算に必要

なパラメータは、 第4章で述べたようにビームパラメータ(ビーム強度及び

σλ1σyのデータ)及び加速器パラメータ(bare tune， ßx，ßy，ljIo，x)である。 これ

らのパラメータは数値計算を行うことにより容易に計算できる。 このため他

の加速器以外への適用は容易である。 ただし、 式(4-77)及び(4-79)はガウス

分布のビームに関する孤立共鳴ハミルトニアンの式である。 他の分布につい

ては、 式(4-14 )のようにx及びyに関して Taylor展開した空間電荷ポテンシ

ヤルを用意すれば、 ガウス分布の場合と同様の計算手順を取ることにより孤

立共鳴ハミルトニアンが求まる。 ビームコアの振動が励起する非線形パラメ

トリック共鳴理論としての枠組みは、 一般的な形で活かし得る。

最後に本研究から得られたハロー形成抑制の為のガイドラインについてまと

める。

( 1 ) 円形加速器では、 高磁場を得るために、 偏向磁石の垂直方向のギャップ

を狭く設計する。 このため、 垂直方向に非線形共鳴が生じハローが形成され

ると、 容易にビームロスと成りうる。 また「垂直方向の空間電荷効果」を弱

めるために「垂直方向にビームを広げる」という方法も、 垂直方向のギャッ

プが狭いため使えない。 ここで垂直方向の非線形共鳴を抑制する方法のーっ

として、 水平方向にビームサイズを広げるというものが挙げられる。 第3章

で述べたように、 Ix = 0近傍の粒子数を減少することで、 非線形共鳴による

ハロー形成数を減少させることができる。

(2) 構造共鳴を避けるように、 bare tuneを調整するo KEK-PSのような四階

対称な円形加速器では、 ラティスの構成によるエンベロープの振動数は必ず

4の倍数となる。 よって少なくとも depressed tuneの整数倍が4の倍数に成

らぬように、 bare tuneを調整すれば良い。
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r∞ dt 
付録A Jo (t +α2 )"-"+1/2 (t + bつ\'・+1/2の積分

1∞ dt 
o (t +α2)"-"+I/2(t+bフγ+1/2について考える。

(a) r = 0のとき

s=日に変数矧するo S: ds = S;ムより

f; 
(t

+刊11+lf(f
+げ

= 2 f∞ ds 
んS2吋S2+b2 _a2 

となる。ここで積分公式

j Jrqヨ
(ただし111三1)を使う。c= b2 - a2，m = nより

=2J)11 5 引っ l )[ l- C�f
+l ]

となる。数値解析を行う際に、分母のb2_ a2が邪魔なので一般形に変形する。
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2 (bJ:lJ;) 11 g 出 (n �11 - (�r+l ] 

リ一
川以、/】同

(-1)" 

(-1 )" 
:，J， . ， 11 

f(n，O，t) 
α勺- 1)" (b +α)" 

(A-1 ) 

b 
G 

ただし

的O，t) = ぎ 出 (γ) 1_t2k+l ) (A- 2) 

である。 ここで

f(n，O，t) = (t -1)" g(n，O，t) (A-3 ) 

g(n，O，t) =ヱαMILt (A-4 ) 

と仮定するo Qn.uの漸化式を求める。 式(A-4)を式(A-3)に代入した式について

f(l1， 0， t) = (t - 1)11ヱQ'l.LJU

= 吉 川-l)i
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が得られる。 さらに式(A-8)及び(A-9)は

al1.2/11 -

( ，ハ 1+1 ， ( _1)'11- 11-1 (ト1ì
川+l = E l J( -i)-t 叫1.2/11- u+1 + 

(A-8) 
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(A・11) 

に変形できる。 式(A-7)、 (A-10)及び(A-11)を式(A-4)に代入すると、 式(A-1)及

び(A-3)より

(00 dt 内 (-1)'1 ，�1� (bì 
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が求まる。

(b) r = nのとき
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付録B Tune spreadの導出

「ガウス分布のビームが作る空間電荷効果」の影響を受けながらベータトロ

ン振動を行う粒子のハミルトニアンは、 空間電荷ポテンシャル式(4-20)を(4-

13 )に代入した式で表される。 Depressed tuneは、 正準方程式
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