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第3章 分子場近似

第3章 分子場近似

要旨

スピンS三lを持つ3次元 ANNNIモデルの熱力学諸量及び転移温度を分子場近似

に基づいて求める. 競合方向の各層の(多重極)磁気モーメントに関する多元の超越

方程式を数値的に解き、 自由エネルギーを極小にする解を求めることによって各モデ

ルの磁気相図を決定する. [2-2]モデルにおいてはS二1/'2 A NNNI(l2-21 )モデルで得ら

れている「悪魔の花」と呼ばれる相図と同様な磁気相図が得られ、 その振舞も定性的

iこ一致することを示す. [3-4]モデルにおいては「悪魔の花」的磁気相図が得られるが、

マルチフェイズ点近傍において温度変化にともなって逆位相矯造相(A相)→変調情造

相(M 相)→強磁性相 (F相)→M相→常磁性相(P相)というリエントラント転移を示

すことを明らかにする. l2-4Jモデルの磁気相図は、[2-2J及び[3-4]モデルとは異なり、

変調構造は常に強磁性的でありその出現領域は非常に狭く、 熱力学的諸量の温度依存

性も[2-2]及び[3-4]モデルとは異なり、 双2次交換相互作用の性質を強く反映してい

ることを明らかにする.

マルチフェイス点近傍における自由エネルギーの詳細な計算より、[3-41モデルでは

3ーサイト4ースピン相互作用に含まれるぐの部分が1イオン異方性項のような働

きをするためにエントロビー効果によりF相が安定化し、 このリエントラン卜転移が

出現することを明らかにする. また、 このリエントラント転移の領域はスピン量子数

の増大とともに広がり、S> 1 [3-4]モデルにおいて「悪魔の花」が部分的に崩壊して

いることを示す. 一方、[2-4Jモデルにおいてもエントロビー効果によりF相が安定

化するが、 その領域はスピン量子数の増大とともに狭くなることを明らかにする.

[2-41モデル及び[3-4Jモデルで現れる高温でのF相は、 いずれもエントロビー効果

によって安定化しており、 このような振舞は高次のスピン間相互作用を持つ系の特徴

と考えられる. しかしながら[2-4]モデル及びl3-4]モデルではF相のスピン量子数依

存性が逆転している.
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第3章 分子場近似

1 . 分子場近似の適用

多体系の分配関数を正確に求めることは、 ANNNlモデルのような古典系であって

も困難で、 さまざまな近似法が提案されてきたt) - J) その1つに分子場近似と呼ばれ

る非常に有用な近似法がある1) 分子場近似は、 ある1つのスピンと相互作用してい

る他のスピンを、 その熱平均値のまわりの揺らぎを無視し、 熱平均値で置き換えるこ

とで多体効果を取り込み、 多体系のハミルトニアンを1体系のハミルトニアンに帰着

させる近似である. 分子場を導入したことによって得られた1体系のハミルトニアン

に基づいて計算されるスピンの期待値をはじめに置き換えた熱平均値と等しいと置く

ことによって、 スピンの熱平均値を自己無撞着に求めることができる.

12ヲ13， J斗

z 

ケ

シX 

図3-t 3次元ANNNIモデル.
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第3章 分子場近似

3種類の3次元S三I ANNNIモデルをハミルトニアン
H=一 号豆〉j人人tリlβS叫I

によつて、 ひとまとめにして記述する. ここでJI)は図3-1に示されている双 1次交
換相互作用J小1，及びんを表している. JIJk及びJ'lkはご一軸方向の次隣接層間3-サ
イト4ースピン相互作用人及び双2次交換相互作用んを表している. ここでは特に、
Jo二J， > 0， J 2 < 0， J J < 0及び九<0の場合について考える. いま、 SI及びst2をそ
のスピンの属する層内における熱平均値<S， >及び<SIZ>を用いて、

SI二(SJ+ (Si- (S)) ， (3-2) 

S� = (S�) + ( S� - (Sn ) ， (日)

と書く. これらを (3-1)式に代入し、 熱平均値からの揺動の2次以上を無視すると、

次の分子場近似のハミルトニアン

[2-21及び[3-4]モデル:
H泊二一手[s川1:-t(Sj)J1j一(s;)h; 1 

[2-4Jモデル:
H凶二一手計沖仲[卜卜いSξ叩j戸h川一t封抑祁抑抑い杭仰仰州S叱叫ザj)1机)1

が得られる. ここで(…)は熱平均値を表し、片及び内・は
hj=Xjtj(St)+喜久ik(幻)(Sk) ， 

二4Jo{S))+巾Sjー，)+ (S1+ ，)) + J，( (Sj_') + (S1+')) 

+ J3( (s�_，)(S1_') + (川(S1+'))
h;=手Jjk(s;)+;EJぷ)(Sk) ， 

= J 3 ( S j _ ， ) ( S 1 + ，) + J.( (リ+ (川)
である. (3-4)""'" (3--6)式より第j層のスピンの熱平均値<再>及び<SjZ>は

Z H S; αp l f3 ( SJhj + S�h: ) I 
( S;) = �j=: 「L J J:!.， (r = 1，丸 (3-7)

s�-s exp ! (3( SJhJ + S�h: ) ! 
で与えられ、 1スピンあたりの自由エネルギーは

(3-lね)

(3-4b) 

(3-5) 

(3ベミ)
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またエントロビーは

(3-り)

と書ける. ここで、(3 = 1 / ku T， k 13はボルツマン定数である. 以下の議論ではkll二lに

とっている.

(3-1)式で記述される3種類の3次元Sさ1 ANNNIモデルにおいて、l2-2]モデルの

場合にはz一軸方向の最隣接層間及び次隣接層間相互作用はともにスピン演算子に関し

て2次の項である. これに対し、[3-4]及び[2-4]モデルの場合には次隣接層間相互作

用がスピン演算子に関して4次の項であり、 5>1になるとスピン演算子の2次の項

である最隣接層間相互作用と比較して大きな効果を持つようになる. したがってみIJい

み111及びょμlが等しい場合でも、 5> 1のとき[2-2]， [3-4J及び[2-4Jモデルにおける

次隣接層間相互作用の効果を直接比較することはできない. そこで規格化されたスピ

ン変数σj三5j / 5を導入して(3-1)式を

H=- q
〉

λjUPI-54 手JKσtσj σk - S
4三 Jlka � σ; ， (山)

と書き直したときの、 z一軸方向の最隣接層間及び次隣接層間相互作用の比

K2三12/1ぃ K3三5213/1，及び町三SZJ4/Jlを各モデルに対する競合の強さを表す新

しいパラメータとして採用する.
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第3章 分子 場近似

2. 一般化帯磁率

常磁性状態にスピンのサイトに依存した外部磁場H，を加えたとき、 誘起される

く毛>及び<42〉を(3-7)式を用いてh，W及び尺に関して1次の微小量まで計算する

と

( 5;)ごa(! ( h J -川H;) ， (3-11) 

(かI+:!:52+l;s-M l (日)

と書ける.ここでα=5(5+ 1)/3， g及び�lBはそれぞれg因子及びBohr磁子を表す.

常磁性状態においても<S〉は有限値をとるので(3-6)式から明らかなように、12-41

モデルの場合には可が微小量とならず(3-12)式のように書くことができない. した

がって、 ここでの議論は[2-2J及び[3-4]モデルに限られ、 [2-4]モデルに関しては別

の方法を用いて解析する.

次に、 <SF及びHjのフーリエ展開

(5;) =手(5q)exp( iq サ， (3-13 ) 

H j =手 H q吋 iq ' rj) ， (3-14) 

を導入し 、 特定のモー ド H II に同調する <SII>を求めると、(3-11) ，._ (3-14)式より

川二子[{ J(山山 -gfLn Hq] ， (3-15) 

を得る、 ここで.J(q)及びJ(q)はそれぞれ次の式で定義される双1次型及び3ーサイ

ト4-スピン型相互作用のフーリエ成分

J(十 字 Ju吋;q' (rj-r;) ]
J(q) = 喜 久ベiq. (rJーへ) ]

である. 波数ベクトル qに依存した一般化帯磁率を
(5q) χ(q) = - Ng�百十'

により定義すると、 χ(q)は(3-15)式より

χ(q) ==t 
T - T(q) 

で与えられる. ここで

(3-1凸)

(3-17) 

(3-18) 

(3-19) 

()り) c= 陥 (g 内 ) 2 ， (σ3 一-2引叩川

T穴川川(句ωqω) 二 αイ中巾[レいJパ( q)+ はaJ (q句ωqω叫)
である. (3-16)， (3-17)及び(3-21 )式より、 格子定数を1としてT (q)の具体的な表式

を求めると

óó 
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となる.

常磁性状態から温度を下げて行くとき、 最初に出現する秩序状態は(3-22)式を最大

にする波数ベクトルqに対応するスピン配列を持っている K = K2 + (α/ゲ )K，とお

き、KO = 1() / 1， >い<0の範囲でT(q)が最大となる臨界波数qc = (ぷ(.( の を求め
る -1/4 <K < ()のとき強磁性相ぷ=q�. = (/二o (F相)、 K < -1/4のとき変調構造相

q: =q; = ()， q: = ω一 l (_ 1 / 4K) (M相)となる それぞれに対応するT(qJをT及び

Tとすると

示 =片2(1+ K) 日)

Tm /1 _ ，"， ( 1 \ 
万: 二 4K o - 2\K+ 8�}' (3-24) 

と なり、 常磁性相(p 相) ， F相及びM相の3相が共存するリフシッツ点、(LP)は十 T ) f l 4K+2 一 lい二斗←卜ト一 ) σ ，α11) \ 4 ' ' ''0 . 2 

で与えられる.

[2-2J及びr3-41モデルに対する臨界波数q�のK2 (K 1)依存性を図日に示す 基底

状態が逆位相構造相(A相)のとき、 [3-4Jモデルに対する波数qの温度変化幅は

[2-2]モデルよりも大きい. また[3-4]モデルのK3 -q�曲線はスピン量子数によって

異なるが、 [2-2]モデルにおいてはスピン量子数に依存せず唯一つの曲線によって与

えられる. 2つのANNNIモデルに対する秩序一無秩序転移温度Tc' Tm及びLPの表

式を表3-1 Iこ、またこれらから求められたえあるいは九のK2 ω 依存性を図3-3に

示す. [2-2Jモデルにおいては、 LPはスピンによらずバ= - 1 / 4 であり、 T<:， Tm及び

T*は単にスピンの大きさS(S+ 1)ααに比例して移動する. したがって、 温度を

T/α1，と規格化することにより、[2-2]モデルのT(' (九 )は、 図3-3に示されている

ようにスピンによらず唯一つの曲線で表される. 一方、[3-41モデルにおいては

T' /α11はスピンによらず[2-2Jモデルと同じ値をとるが、LPを与える相互作用比は

K 3 = -3 S / 4( S + 1)であり、 バよりも小さく、 スピンの増加とともに減少する. この

変化は3-サイト4ースピン相互作用に含まれている<久>の温度依存性に起因してい

る. (3-7)式からわかるように、F相においてdjZ>は温度の上昇とともにその値が減
少する.このため[3-4]モデルでは高温になるにつれて11とムとの競合が弱まり、
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図3-2 臨界波数q�のK2ω 依存性 比較のためT二()における波数も示す

表3-1 [2-21及び[3-41モデルのT(りとしP

Tc /αJ[ Tm/ aJ LP 

4・
[2 -2] 4K 0 + 2 + 2K 2 4K，， - 2 K ..， - 一一 K2一-一

4o - '� 2 4K 2 

づ 2 (5+ 1) 2(5 + 1) _ 35 " 35 [3 - 4] 4K ()- 35
K 3 ー 4(5 + 1 )K3 

4Ko+ 2+ -\ �
3S 

< ' K 3 、

óg 
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6 
[2-2]MODEL 

[3-4]MODEし
8=1 

T/aJ1 

Ferro or Modulated 

只υ

MP 
_._ 

0.5 
-κ2(3) 

。

図3-3 えあるいは九のK2 ω 依存性、 LPはリフシッツ点を示す

図3-3に示されているように[2-2]モデルに比べてより一円の大きい領域までF相を

安定化すると考えられる. また同様の理由から[2-2]モデルに比べてさらに高い温度

領域までF相が安定化されると考えられる. 規格化されたスピン変数σ/三Sj / Sを用

いて、 転移点近傍の<σ戸 を求めると(3-l2)式より

(σト手 [ 1 +占。山引:]
h; = 5〉K3 (σ) (Ok) ， 

(3-2n) 

(3-27) 

を得る. ph ; の係数はスピン量子数の増加とともに大きくなるため相対的に<σ戸 の

減少が大きくなる. したがって、[3-4]モデルでは高温においてスピン量子数Sが大
きいほどJ，とみとの競合が弱まるため、 図3-3に示されているようにスピン量子数S
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が増加するにつれて高い温度領域までF相が安定化されると考えられる.

上で述べたようにl2-41モデルではhjeが転移点近傍においても微少量とならないた

め、 (3-12)式のように書けず、一般化帯磁率より秩序一無秩序転移温度を解析的に求

めることができない. しかしながら、相互作用比hの全領域ではなく、 F相からP

相への相転移が出現する領域に限ると、以下の議論より転移温度Tを解析的に求め

ることができる. F相からP相への相転移が出現する領域においては、熱平均値にサ

イト依存性が無く

(ペ) == (S') (r = 1， 2)， 

と考えて良い. したがって(3-5)及び(3-6)式は

hj二h == 2 (210 + 11 ) ( S) ， 
h:=h本== 21斗(S2) ， 

と書ける.このときスピンの熱平均値<S>及び<ゲ>は (3-7)式より

2 p s;以p I ß ( S Jh + S� h * ) I (S， ) ニ31 =: 「 L 、 JJ ， (r 二 1，2)，
至5 吋 ß l S Jh + S� h" ) J 

(3-2�) 

(3-29) 

(3-30) 

(3-31) 

で与えられる.転移点近傍ではい)ごO即ちhごOであるので、 (3-31 )式を微少量に関

して1次の項まで展開すると

\ �-s S; ( 1 + Sμ 
(S ， ) ご 占~ j : 、 �， (r戸=1上，2)，

S�S ( 1 + S川内(S�ßが)
となり、(3-29)式より転移点、において

L ßchS�exp( S�ß〆)
(S) == �j=-

5
5 r k \ ノ ニ 2Bc(210 + 11 ) (S2)(S) ， 

5豆Zζ5 以叫p吋(S宅巾j》p ノ

円ヱ 玄 円 sjcxp (sjPJ18)
(S2) == 勺S \.、 J

5E w(ゆcが )
を得る. (3-33)式へ (3-30)式を代入して

BÞ. == ， K� 三0.，
(2 K o + 1 )S2 

と置けば、転移温度は
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kll久 司2Kベ1 5J cxpbd:)
J

2 5 吋us� )
によって与えられる. 各スピン量子数に対する転移温度の具体的な表式を書くと次の

ようになる.

(3-36) 

s= 1のとき

J1 

4(2Ko + l)eu ← K4 
1 + 2e(L 2Ko + 1 

(3-37) 
knTc 

S二3/2のとき
knTc (2Ko + 1) (1 + ge20) 

2( 1 + e2a) 

4K. 
α= 

9( 2Ko + 1) 
(3-38) 

J1 

5=2のとき

knTc 
1) 

、llJ
α
 
4
 一々
寸ノ

+一
4e

♂一
+

fl\一
u

、ElIJ一
ρし

11
一ftl\

.
一
づ】

.
一
+

nu-
K-
l 

川/}
一

fI11、一
A斗
一一一

4(2Ko+ 1) (3-39) 

S二5/2のとき

九九 ( 2 K 0 + 1) (] + 9 e2 0 +切6U) 4K. 
α= 

2S(2Ko + 1) 
(3-40) 

J) 2( 1 + e20+ e60) 
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3. 磁気相図及び熱力学的性質

前節では、 秩序一無秩序転移温度Tç (九)を解析的に求め、 各モデルの転移点近傍

の振舞について考察した. 本節では秩序相内における、 スピン構造の温度変化を調べ、

各モデルに対する詳細な磁気相図を描く.

万一面内に働く相互作用みは強磁性的であるから、 同じ層内に属するスピンは全て

等しい熱平均値をとり、 波数ベクトルのx及びy成分は常にゼロと考えて良い. した

がって、 波数ベクトルのうち問題となるのはこ成分だけである. 以後波数といえば、

最隣接層間の距離を単位としたq， /2π三qを表すものとする. こ一軸方向のスピン構

造は整合相(commensurate phasc)を考える限り、 N層ごとに周期的に同じスピン構造

が繰り返し現れるから(3-7)式は2N個の連立方程式となる.

周期境界条件を満たすN個のスピンからなる種々のスピン構造は、 波数qによって

指定され、 各qについて(3-7)式は解を持ち、 その値は温度とともに変化するが、 そ

れらはイテレーションにより自己無撞着に数値的に求めることができる. 各温度で実

際に出現する安定なスピン構造は、 このようにして得られたさまざまな波数qに対応

するスピン構造のうち(3-8)式で与えられる1スピンあたりの自由エネルギーを最低

にするものとして決定される. あらゆるスピン惰造を考えるためには、 Nを無限大に

取らなくてはならないが、 計算上の制約から、 ここではNの最大を17層とした. N

をさらに大きく取ることによって、 より複雑なスピン構造を考慮することができるが、

そのようなスピン構造は極めて狭い温度領域で安定化するにすぎず、 磁気相図に大き

な影響を及ぼすことはないため考察から除外したの.

各スピン量子数に対する(3-7)式の連立方程式の具体的な表式を以下に与える;

S = 1 

2eßh:sinh(r3h ) 
(5) = � . 内 RI ・ ，f 、

l 十二er Jcosn( 
2υe〆p仰山h

(ドS可;つ)ト= ' 川 臼h. I (川2
l 十二er J C osru I)n 

(3-41 ) 

(3-42) 
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s == 3/2 

5=2 

5= 5/2 

(仲久サ小)ト3e2ß引hパ叶Iぺ:
2{eい勾m川川山山M川山山川川:L……川じωω吋ベOω州お油ベh (半明) +村山…じωωOωおh (問 牛叫叫)} ) (収勾叫小)ト二 ν削削引州川ßi伽叫itりIJ…川じωωOω叫S油h(伴半)い+刊山じ以ωベo
十いいlペ仏JC……川じ以ωωoω)氾S

4e-tf)h �川(2ßhj) +ゾ川n市h))(5)) = 

1 + 2e-tßit;coベ2ßh)) + 2e2ßh;ω市hj)

(5可功;つ) = 

8e�ßh } ω咋ßhj) + υν2e2ßh祁m附ßi伽ßh ' ((り、川 l叱叫じ以o吋)

1 +ゾ川山似j) + 2e2ßh�cosh(Bhj) 
， 

( 5j)こ が叶 5r�h
j) + 3e2�";Sinh(竿) + 叶年)

2 e6ßh;cOSh(竿) + e2�h; COSh(半) + ベ

3-1 [2-2Jモデル

第3章 分子場近似

(3--D) 

(3----44 ) 

(3-45) 

(3---46 ) 

(3-47) 

(3-48) 

イテレーションによる解の1例としてS二I ， K2 = - (). 60の場合のさまざまな温度に

おける、 安定なスピン借造を図3-4に示す. 温度の上昇とともに、 スピン構造が次々

と変遷していく様子がわかる. また図3-5は安定なスピン構造の波数の温度依存性

( r悪魔の階段J )である. N→∞において、 階段と階段との間に無数の短い階段が

存在することが知られている. 図3-6は(3-'))式によって与えられるエントロビーの
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数値微分により求めた比熱の温度変化である. 波数の飛ひ、に対応して比熱に異常が現

れていることが図3-5及び図3-6の比較からわかる. 比熱の鋭いピークは、 その温度

領域でのエントロビーの急激な変化(飛び)意味し、 秩序一無秩序転移を除き、 相転

移が1次転移的であることを示している. 各K2に対する計算結果より、 図3-7に示さ

れている S二1 l2-2]モデルの磁気相図が得られる. 点 (丸、T)=(一0.5， 0) において無数

の相が縮退しており、 この点はマルチフェイズ点(Multi-phωc poi nl� M P)と呼ばれてい

る. 得られた磁気相図はS= 1I2 ANNNIモデルの磁気相図4)の構造と非常に良く似て

いて、 定性的に同様の振舞をすることを示唆している. 一般化帯磁率による秩序一無

秩序転移温度 Tç ( Tm)の議論からも予想できるように、 温度をTIαJ，と規格化するこ

とにより任意のスピン量子数に対して同様な磁気相図が得られ、 S三1 [2-2Jモデルの

定性的振舞はスピン量子数に依存しないことがわかる.

<SZ> 

丁/J1=0 1，「ト
\ イ ム 'z Antiphase -�r_l-\rF 打 、、rv-L\I-r ι

丁/J1=2.20
q=1/5 

T/J1ニ2.30
q=3/16 

T/J1=2.70 
q=î/6 

T/J1=3.20 
q二2/1 1 

T/J1>3.74 
Para 

[デ叫斗、 μ斗、 j�L z - 1 ト \しl/ \JJ/ \Lj/ 」

-;て|)|入TY己民::lfz
仁、 4じじし�r-r-rd'J-�J、 ア

σ 
一・-・ー-・-・-・一一--.-・-←・-・ →-- z

図3-4 S二1 l2-21モデルにおける、 安定なスピン構造の温度変化( K2 = - ()ら0)

破線は第一フーリエ成分、 ボルツマン定数は1にとってある.
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3-213--+1モデル

l2-21モデルの場合と同様の計算を行う. 図3-Hは5=1、h二一().(1における安定なス

ピン借造の波数の温度依存性である. 出現する波数及び順番は異なるが「悪魔の階段」

的振舞を示す. 図3-9はエントロビーの数値微分により求めた比熱の温度変化である.

[3-4]モデルにおいても秩序一無秩序転移を除き、 相転移が1次転移的であることを示

している. l2-2]モデルの場合と同様に、 各K)に対して(3-41)式， (3-42)式をイテレー

ション法で計算し、 安定な磁気構造を決定し、 図3-10に示されているS二1 13斗|モ

デルの磁気相図が得られる. l2ご|モデルと同様に、 NIP点は点(K}，T)二(一0.5， 0)に

あり、 有限温度では無数の変調構造相(M相)が出現する. [2-21モデルとの比較の

ため、 両モデルの磁気相図の相境界を重ねて描いたものが図3-11に示されている、

ここでM相内の相境界は省略されている. あるK2 (KJ)の値に着目すると、 l3-41モデ

ルでは[2-21モデルに比べて、 M相-F相転移はより高温で、 M相-A相転移はよ

り低温でそれぞれ起こっていることがわかる. これも秩序一無秩序相転移温度Tç (九)

の場合と同様に[3-4]モデルに現れる分子場 ヘ に<42〉を含む項が存在することに起因

する. この項のため、[3-41モデルにおけるよとみとの競合は高温になるにつれr2之l

モデルにおけるJ1とみとの競合に比べて弱くなる. したがって、 系の温度を上昇さ

せたとき[3-4]モデルではF相が高温まで安定化し、 F相-M相転移は[2-21モデル

よりも高温側で起こることになる. また同様の理由により、[3-4Jモデルでは温度を上

昇させたとき、A相が低い温度から不安定となり、 A相-M相転移は[2-2Jモデルよ

りも低温側で起こることも説明できる.

[3-4]モデルでは、 上で述べたように、 高温でフラストレーションが緩和され、l2-21

モデルに比べて、F相が広い領域を占めるようになる. さらに図3-11に見られるよ

うにMP点近傍でF相 -M相境界線が'sの小さい側へ傾く結果、 ー0.5 >町>一0.53

のパラメータ領域において、 温度の上昇とともにA相→M相→F相→M相→P相

というリエントラント転移が出現する. このリエントラント相の相境界のスピン量子

数依存性を図3-12に示す. これを見るとスピン量子数の増加とともにF相がより広

い領域を占めるようになり、 その結果としてリエントラント転移の領域も広くなるこ

とがわかる. さらに、 スピン量子数の増大とともにしP点が移動し、 その結果として

Sミ5/2のとき高温側のM相を経ないA相→M相→F相→P相への転移が起こる.
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このスピン量子数依存性は、 スピン量子数が大きいほど高温でフラストレ-ションが

緩和され易いことを示している. 表3-2にリエントラント転移が起こる最小の相互作

用比九が示されている.

6 

5 

4 

、何回司、、、 3 
Ferro 

2 

。
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 -K 

3 

図3-12 S = 1 ------ 5/2 [3-4Jモデルの磁気相図. ここでは、 M相内の相境界は省略され

ている.

表3-2分子場近似による、 s= 1 � 5/2l3-4jモデルのKR

代
スピン量子数S

3/2 づ 5/2 

KR -0.53455 :tO.OOOO 1 -0.61017土O. ()OOO 1 -O.66459:t 0.00001 ー().7047ó:tO.OOOO I 

唱ZEE­Qリ
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1-3 12-4]モデル

5 = 1 [2-41モデルに対して得られた磁気相図を図3-13に示す. ここで" � 1 oJ u 1 a t刊

と表されている領域のスピン構造は[2-21及びr3-41モデルのそれとは異なり、 強磁性

状態が変調した構造を持ち

(s) = (S，\\， ) + (ÖS) sin ( 2πq.z) 、 (σ 3斗リ川 ) 

(仏
S
丸人ら\V中v

によつて表されるスピン構造である. 以後この構造を強磁性的変調構造(FM)相と呼

ぶことにする. 図 3-13(b)からもわかるようにFM相の安定な温度領域は非常に狭く、

かついずれも長周期スピン構造である. この磁気相図よりS= 1 l2-4]モデルは温度の

上昇とともに、 九> - 1.75ではF相→P相， -3.3く町<ート75では“↑↑00円相→

凡f相→F相→P相， - 3.57 < K-l < -3.3では“↑↑00"相→F相→P相， 引く-

3.57では“↑↑00" 相→P相の4種類の転移を起こすことがわかる. またこの磁気

相図には描かれていないが、K4 � - 10.0の領域では“↑↑()O"相→P相の転移温度

は引に依存せず一定値T/11二3.33をとる.

図 3-14に<S>及び<52>の温度依存性を示す. これらの値は一般にサイトごとに

異なるが、 ここに示した値は全てのサイトに関して平均を取った値である. また曲線

に付した数値はK-lの値を表している. 町>- 1.75及びK4< -3.57の領域では温度の上

昇とともに<S>と<52>は単調減少する. FM相を通る-3.3< K-l<-1.75の領域にお

いては、 円= -2.33の曲線に見られるように双2次交換相互作用が比較的弱い場合に

は、 双1次交換相互作用の効果により くS>及び<5 2>は最初増加し、FM相の中間付

近で最大値をとり、 その後転移点まで単調減少する. 一方、K4=-3.1“のように双2

次交換相互作用が強い場合には、<S>及び<52>は最初から減少していく.

K4 < 0の場合、 転移点以上では<S2>は必ず下から2/3 (T→∞における値)に近

つく. この温度依存性を理解するために、 双2次交換相互作用のみを持つ1次元

s == 1 Isingモデルを転送行列を用いて厳密に計算して得られた<S2>の温度依存性を

図3-]5に示した. 1< 0の場合、 双2次交換相互作用，-4525t+lz，は全ての最隣接スピ

ン対に関して、 少なくとも一方のスピンがS二Oであるような状態を安定化するため、
Tこoで くS2>三0.5と考えられる. したがってこのモデルでは温度の上昇とともに

くS2>は下から2/3に近づく. ここで考えているl2-41モデルにおいては転移点近傍で

お2
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く5>γ()であるが<52>は有限値をとる. したがって、 転移点近傍で双1次交換相互

作用の効果はほとんど効かず、 双2次交換相互作用の効果により引が小さいほど<5 � 

〉は大きく減少し、 その結果として<5>も急激に減少する. 転移点以上では<5>= ( )  

であるので、 ちょうど双2次交換相互作用のみを持つ1次元5 = l Isingモデルで記述

できるようになり、 転移点以上ではK-I< 0の場合は必ずく52>は下から2/3に近づく.

h4 

Ferro 

2 

。 2 

Para 

Modufate 

↑↑00... 

4 
-K 

4 

6 

図3-13 5 = l l2-4Jモデルの磁気相図. (は)全体図.
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図3-14 S = 1 [2-4]モデルの(は) <S >の温度依存性、(b) <52 >の温度依存性.

85 



第3章 分子場近似

10_S=1_8Q int 

0.9 

0.8 

N八 0.7
改2

V 0.6 r
 /

 J'
 

A『ハ)

一一一一 J > 0 
・一一一- JくO

- - 2/3 

0.5 

0 .3 
。 民，v 1 0 1 5 

kRT/lJ| 
2 0  25 
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4. マルチフェイズ点近傍の磁気相図-1�-21及び13斗|モデル

本節では、任意のスピン量子数をもっ[�-21及び[3-斗lモデルに対し、ìv1P点近傍で

縮退している代表的な相の自由エネルギーを解析的及び数値的に計算することによっ

て、MP点近傍における相境界のスピン量子数依存性について議論する.

4--1解析的方法

MP点近傍で縮退している代表的な3相、すなわちF相、q二l/斗のA相及びq二l/f

のM相の自由エネルギーを解析的に近似計算する. これらの3相には図3-16に示さ

れているような4種類のスピン<5?， <5[>， <52>及び<5:\>がある. 以下では、例え

ば<5[.>に働くh)， h/をhF， hF-と表すことにする. MP点におけるhは(3-5)式より

11を単位として、[2-2J及び[3-41モデルではともに

h1; = 5511 ' h[ = 7511 ' h2 = 4511 ' h八二551[ ， (3-51) 

である また可は、[2之]モデルでは常に町二oであるが、[3-41モデルでは
qzf a qz f e Q2I . fzI 

hF =ー ーす土 ， h l=-ーすよ ， h2二ー
す

� ， h 八 二 ーすよ， (3-52) 

である.

MP点近傍における<5)>及びdjZ〉は(3-7)式より

(5)) = 5 - Ô) ， (3-53) 

(5�トダ-(25 - 1) Ô) ， (3-54) 

と表せる. ここでるjは磁化の減少を表し、

いcxp [一時j+(2S-l)のl 同

で与えられる. この久を図3-16の4種類のスピンについて求め、それらの大小関係

を調べる. [2-2]モデルでは(3-55)式ヘ(3-51 )式及びイ二Oを代入し、p→∞を考慮

すると、

。2>>Ô1・=ÔA >>Ô (3-56) 

の関係があることがわかる. したがって、[2-21モデルでは(3-55)式から得られる

Ô2 =叫[ -45ß1[] ， (3-57) 

以外は無視して良い. 一方、[3-41モデルでは(3-55)式へ(3-51)式及び(3-52)式を代

入し、ド→∞を考慮すると、

むl咽� Ô2 > > Ô:\ > > Ö I ' 
(3-5�) 
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の関係があることがわかる. したがってl3-41モデルにおいては、川とともに()Iも無

視できない. これは3ーサイト4-スピン相互作用のもたらす効果と考えられる. この

とき、へ及びÖFはそれぞれ

可EEEEBB-EZEJ

司E
EEEEEEE's，J

El

ー川

v

oυ.

バ |

+一
2
c一U
7
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O
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Qけ一

Il-
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一

ny

ny

 

x

x

 

c

c

 

~~

~~

 

ド・

ヲ­

to

to

 

(3-59) 

(3イヲ0)

と書ける.

1スピンあたりの自由エネルギーは(3-ぬ)式によって与えられる. この式は(3-53 ) 

式及び(3-54)式を用いてMP点近傍で

F-::::::.ーキミ:，[ HS+Õj)hj+(2S-1)Ôjh:+TÔj ] ， (3-{') 1) 

のように近似できる. 同様にして、 1スピンあたりのエントロビーは(3-9)式により

5-::::::. リ
，
Õj[ 1 + ß {hj + (2S - 1)の ] ， (3-{，)2) 

のように近似できる. この(3-61)式によりMP点近傍における3相の自由エネルギー

を比較するためには、 各相ごとのへ及びイを求める必要がある.

企を微少量とするとき、l2-2]モデルのMP点、近傍における競合の強さは凡= - 0.5-

δと表せる. [2-2Jモデルでは磁化の減少Ô2だけを考慮すれば良いので、 MP点近傍に

おける各相のへは(3-5)式及び(3-53)式より

F相; hF -::::::. (55 - 25 L1 ) 1 1 ' 

M相; い (75 -3Ô2 +川)1 1 ' 

ぃ(4S-24Jl
A相; h，_\ = ( 55 + 25δ)11 ' 

と書ける. ここで2次の微少量は無視した.

[3-4]モデルのMP点近傍における競合の強さも同様にK3二一0.5 -L1と表す. [3-41 

モデルではÔ2とともに<\::も考慮、しなければならないので、MP 点近傍における各相

(3-63) 

(3-64) 

(3-<15) 

(3ベ)())

のへ及びh怠は(3-5)式， (3-6)式， (3-53)式及び(3-54)式より

F相; hF = r 5S - (3 十I一2S，.+，

かけ+ト]J，

M相;い| 叶 -! )0， + 2Sð. 1J， 

(3-<17) 

(3-<18) 

(3-<19) 

R8 



と書ける.

jl:=卜j+ミ-'" ]J， 
h2=14S-G-州11

h22 よ - 主-δ11'2 '25 I 1 

A相， h:\司 (55+ '25ð )11 ' 
h �\勾(�+δ)J， 

第3章 分子場近似

(3-70) 

(3-71 ) 

(3-7'2) 

(3-73) 

(3-7斗)

[2-2]及び[3-4]モデルについて求めた各相のへ及びへ・を(3-61)式へ代入すれば、

\1P点近傍における各相の自由エネルギー

[2-2]モデル

R7Z(-2+δ) S2J， 
九回 (-�-引のl一378
F.\ = (-�-δ) S2J， 

[3-4Jモデル

ト (-� +δ)ダ1， - Tô 

尺，=(-�-引のl-3ヘ
九回 (-� -'" ) S2 J I 

が得られる.

(3-75) 

(3-76) 

(3-77) 

(3-78) 

(3-79) 

(3-示。)

(3-75)式� (3-77)式を比較することにより[2-21モデルのMP点近傍における安定

相及びその相境界が求められるが、(3-57)式を用いると相境界は
中 f 451. \ F 相-M相， 企� -与一 cxp( ー でよ i

25ソl \ 1) 

A相一M相;企� '( CXp ( _ 

4�:� 1 ) Sソ1 \ 1) 

(3-81) 

(3-82) 

で与えられる. 結果を図3-17(a)に示す. MP点で縮退していたq二116のM相が有

限温度へ湧き出していることがわかる.

同様にして、(3-78)式�(3-80)式より13-4]モデルのMP点近傍における安定相及

びその相境界が求められる. (3-59)式及び(3--60)式を用いると、 5=1の場合には
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1 ・ J ( 1 OS - 1 ).11 \ A相- M 相;企� -!- c'\p< 一 一 ;

S�JI � ユ 1 I 

の2本の相境界が得られるが、S>1の場合には、 これらに加えて

F相-A相; ð � __J;_ cxp) - �幻+ I)J� \ 
2Sl.J 1 ‘ ， 2T ( 

も出現する. 13-4]モデルの相境界が図3-17(b)に示されている. S> 1 13-41モデルで

(3一件�)

(3-K5) 

は、 M P点で縮退していたq = 116の M 相が有限温度の分岐点から出現し、 rvlP 点、から

の湧き出しは起こらない. このことからS>1 [3-4]モデルにおいては、 M P点近傍で

「悪魔の花」が部分的に崩壊していると考えられる.

図3-17(b)より、 MP点近傍のF相-M相の境界線(実線)及びF相-A相の境界

線(一点鎖線)がK3の小さい側に現れていることがわかる. これは[2-2]モデルでは

無視できたが、[3-4]モデルでは無視できないF相の磁化の減少斗の影響である.

[2-2]モデルではるzによるエントロビー効果がM相を安定化させると考えられる. し

かしながら、[3-4]モデルでは九とへであり、 さらにF相では全てのスピンが久だけ

減少するのに対し、 M 相ではムだけ減少するスピンは全体の2/3でしかないため、

bFによるエント口ピー効果が強く影響しF相を安定化する. また(3-59)式及び(3--DO)

式より明らかなように、 スピン量子数が大きいほど九に比べてるl:が大きくなる. し

たがってスピン量子数が大きいほどF相- M 相及びF相-A相の転移温度が低温側

に移動すると考えられる.

01--さるzとなるのは、[3-4]モデルにおいて現れる 可 の効果である. 分子場近似のハ

ミルト二アン(3-4)式より、 hf は ぐ にかかる有効場と見なすことができる. F相では

へ<0であるから、Sr:2が小さいほど、 すなわちSr:二Oの状態のスピンが多いほど安定

化する. このとき<SF>は小さくなるからÔFは大きくなり無視できなくなる. つまり

3ーサイト4-スピン相互作用は1イオン異方性項D 57(D>())と同様の効果を持ち、

これによるF相のエント口ピーの増加が、 リエントラント転移を引き起こしていると

考えられる. この3ーサイト4ースピン相互作用の持つ1イオン異方性項に類似した性

質については、 Aksamit and Wcstw辻nski7)によっても指摘されている.

図3-17(b)からわかるようにスピン量子数が大きくなるにつれてF相が低温から安
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定化し、 広い領域を占めるようになる. これは秩序一無秩序転移温度T，. (T，，， )に関する

議論において、 3ーサイト4-スピン相互作用がF相を安定化させる効果をもち、 その

効果がスピン量子数が大きいほど顕著になることを示したが、 同様の効果がMP 点近

傍の低温領域においても現れているためと考えられる. この結果、 リエントラント転

移もKJのより広い領域で起こるようになる.
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図3-17 マルチフェイズ点近傍における相場界のスピン依存性. 実線はF相とM相

との， 破線はM相とA相との， 一点、鎖線はF相とA相との相境界をそれぞれ

表す. 黒点はM相の出現する分岐点を表す. (は) [2-21モデル， (b) 13-41モデル.
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斗-2数値的方法

←lではF相， A相及びM相のなかの(! = 1 h相の3つの相に着目し、 rv1P 点近傍に

おけるこれらの相境界を議論した. しかしながら、 図3-7及び図3-10からもわかる

よ う に、 MP点で縮退している相はこの3相だ け ではない. 例えば S ご斗11氾 �[ρ 2 一- 2] モテデ
e 

ルではMP点で縮退している変調繕造相<2k勺3>は有限の;温旦度に向かつて;湧勇き出すこと

が低;温昆展開5玲)や分子場近似

の表示法である(図lト一斗9参R照買酎) . 表3-3 にこの<2k3>のスピン配列と波数りとの対応

関係を示す. これを見ると<2�>は波数qニ(k+1 )/( 4k+6)の変調矯造である.

ここでは、 5>1 の例として5=2 [2-2J及び[3-4]モデルに対し、 F相， A相及び

<2k3>で表される変調構造相のうち周期が17層以下の全ての相(q二116， 1I5， 3/14，219， 

3/ 13， 4/17)を考慮にいれて、MP点近傍の詳細な磁気相図を分子場近似に基づく数値

計算によって議論する. 超越方程式(3-45)式及び(3-46)式をイテレーション;去によ

り自己無撞着に解き、(3-8a)式より安定相を決定することにより得られたMP点近傍

の磁気相図を図3- 18(札(b)に示す. 図中の括弧の中の数字は各層の湧き出し点の座

標(- K2(3) ， T/aJ1)を表している. また、 この磁気相図を模式的に描いたものが図3-19

((1)， (b)である.

表3-3 スピン配列と波数qの対応関係. ()は本節の数値計算で取り上げなかっ

たスピン配列を示す.

k <2k3> q k <2k3> 

。 <3> 116 ( 6 <263> 7/30 ) 

<23> 1 /5 7 <273> 4/17 

rヲ <223> 31 14 

3 <233> 219 

( 4 <?_43> 5122 ) 

5 <253> 3/13 ヨニ <2 > 1/4 
‘ー-・・・
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(a) 

4 

1/4 

-κ 
2 

(b) 
4 � FERRO 

T/aJ1 

1/6 (0.526， 1.749) 

1/4 

-κ 
3 

図3-18 数値的方法によるMP点、近傍の磁気相図. s二2 (は) 12-21及び(b) 13-41モデル.

括弧の中の数字は各層の湧き出し点の座標(- K 2(3) ， T I (lJ )を表している.
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図3-19 MP点近傍における磁気相図の模式図. s二2 (は) 12-2]及び(b) [3-4]モデル.
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図3-1�または図3-19の(は)と(b)を比較すると、(a)では全ての<21-3>相がrv1P点

より湧き出しているが、(b)では有限温度の分岐点から出現することがわかる. すな

わち、 5二112l2-2]モデルに対するSelkc anu Du'\bury<、)の結果とは異なる新しい現象が

S::: '2 l3-4]モデルにおいて現れている.

5::: lI2， 1， 2l2-2]及びS = 1 13-41モデルでは<2>相(q二1/4)と<3>相(q = 11の)

との聞に<2'3>( k=仁三-…)で表現される無限個の相が存在する. 一方S二2 13ー斗lモ

デルにおいてはMP点のごく近傍で<2>相とく3>相との聞に他の<2k3>相を介さない

直接転移がある. またさらに相互作用比hを小さくすると、 <2>相から直接<23>相，

<2�>相等へと相転移するようになる. これは通常のANNNIモデルに特徴的であっ

た「悪魔の花」がMP点、近傍で部分的に崩壊していることを意味する.

上述のS = 2 l2-2]及び[3-41モデルの振舞を考察するために、 <2k3>( k=仁三-一)

相の自由エネルギーの温度変化をKJ= - 0.526で数値計算した. その結果を図3-20

(a)， (b) に模式的に示す. l2-2]モデルにおいては、 温度上昇とともに<2>相(k=∞)か

らく3>相 (kニ0) へ転移する途中に、 全ての<2k3>相がk=ぉ， "'，3，2，1の)1頂にわずか

な温度幅をもって出現している. K2 ( KJ ) < -0.5での基底状態は<2>相であるから、

<2ち>相の中でスピン構造が<2>相に近い相ほど、 すなわちkが大きい相ほど有限温

度においても内部エネルギーが低いと考えられる. したがって[2-2jモデルでは温度

上昇にともなって、 内部エネルギーの低い順に相が出現しており、 相の出現)1慎序にエ

ント口ピーの効果は影響していないと考えられる.

一方β-4]モデルのKJ - -0.5の領域では、 <2>相からく3>相への直接転移が生じ

るが、 これは図3-20 (b) から分かるように、 温度上昇にともなうく3>相の自由エネル

ギーの急激な低下のためである. K3 < -0.5ではく3>相は<2k3>相の中で最も高い内部

エネルギーを持つことを考えると、 この自由エネルギーの急激な低下は、 ひとつには

く3>相のエントロビーの増大のためであると考えられる. 事実4-1で見たように温度

上昇にともないく3>相の磁化は<2>相の磁化の減少に比べて急激に減少し、 その結

果く3>相のエントロビーは急激に増大する. さらに<2>相と<3>相との間の内部エ

ネルギーの差が、[3-4Jモデルでは縮まっていることもく3>相の自由エネルギーを

CJó 
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図3-20 自由エネルギー温度変化の模式図. 5=2(a)l2-2J及び(b) 13-4]モデル.

低下させる要因となっている. 内部エネルギーのうち次隣接間相互作用からの寄与は、

[2-2]モデルでは-K2<今<Sj +T> であるが、[3-4Jモデルでは-K)<今<51 十，><ふ2>/ば

である. 同じK2( K) )で比べると、 後者は前者に比べて<SL l>/5
2
だけ寄与が緩めら

れていることになる. この寄与は、く2>相では内部エネルギーを上げる方向に働き、

<3>相では内部エネルギーを下げる方向に働く. しかもその効果はスピン量子数が大

きいほと、顕著になる. この結果、[3-4Jモデルでは<2>相とく3>相との間 の内部エネ

ルギーの差が縮まる. したがって、 エントロビーの増大と内部エネルギーの差の縮小

により<3>相の自由エネルギーは急激に低下し、<2>相からく3>相への直接転移が生

じる.

K)が小さくなるにつれ、<2>相から直接転移する<2k3>相はく23>， <2�>， <2ち>，

…相に変わるが、 その相転移も上述と同様の機構を持つと考えられる.
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5. マルチフェイズ点近傍の磁気相 図-[2斗|モデル

本節では、 任意のスピン量子数をもっ[2-4]モデルに対し、ivlP点近傍で縮退してい

る代表的な相の自由エネルギーを解析的に計算することによって、l'vlP点近傍におけ

る相境界のスピン量子数依存性について議論する. 基本的には前節と同様の取り扱い

をするが、 第2章で示したようにl2-4]モデルにおいては5>1ではMP点、が複数存在

する. そこでここではF相とそれに隣接するq = 1/4の(55 5ー15-1)相(以下R，相と

呼ぶ)の代表的な2相についてこれらが縮退している MP 点

I 125 - 5 {\ \ ( K 4，T )= l - O i，(3-NG) 
\ 4( 25 - 1) ， - ) 

の近傍で自由エネルギーを解析的に近似計算する. これら2相には図3-21に示され

ているような3種類のスピン<5?， <5[>及び<52>がある.

(a) <S > 

。 2 4 
z 

6 8 

\‘，ノhu
 
/'a・‘、 <S > 

<S > 

。 2 4 
Z 

6 8 

図3-21 (は) F相 及び(b) R，相のスピン配列.
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lP点における へ は(3-5)式よりJ1を単位として、

h!.二óS11， hl二(6S - 1)11 ' 1z2 = (óS - 5)J 1 ' 

である. また h は(3-6)式より
(S - 1/ h1. = 2K�11 ' h; = 2K �11 、 ， h2 = 2K�11 

Sム

(3-K7) 

(3�X) 

である.

MP点近傍における<S/>及び<SI'>(r二1 ，2)は(3-7)式より

( Sj) � S - ðj ， (3-Xl)) 

(S�) � S2 -(2S - 1) Ôj ， (3-90) 

と表せる. ここで へは磁化の減少を表し、

いcxp [一昨+(2S - 1)の ] ， (3-91) 

で与えられる. 一方、 MP点近傍における<S/>(r = 1 ，2)は(3-7)式より

( S2 ) � ( S - 1 ) + O2， (3-92) 

( S�) � (S - 1 r + ( 2S - 1 )02 ' (3-93) 

と表せる. ここでÖ2は磁化の増加を表し、

ぃ 吋〈九+山一1)h;} 1 ' (3-94) 

で与えられる. この 死を図3-21の3種類のスピンについて求め、 それらの大小関係

を調べる. (3-91)式及び(3-94)式へ(3-87)式及び(3-88)式を代入し、 p→∞を考L思

すると、

Ôp二Ô2>> Ô (3-95) 

の関係があることがわかる. したがって[2-4]モデルにおいても[3-41モデルと同様に、

九とともに科も無視できない. これは双2次交換相互作用のもたらす効果である.

このとき、 久及びÔFはそれぞれ

12111」
rJ

 

、〈J，a・・・'
戸コ一
づ-paEE'''EEEEL

 

p
 
x

 
e

 

~~

 

ぺJ­又O一一Fド­cO

 

(3-9而)

と書ける.

1スピンあたりの自由エネルギー及びエントロビーはそれぞれ(3-8b)式及び(3-9)

式によって与えられる <Sp>及び<SI>に対して、 これらの式は(3-R9)式及び(3-90)

式を用いてMP点近傍で

F�一 時
I
[ H 5 + h J) h J 

+ H 52 + (�5 - 1州 +日J 1 (3-97) 

及び
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5= 寺刊声l bイJ[卜い[トl
のように近似できる. 一方、 <52>に対しては、 これらの式は(3-92)式及び(3-03 )式

を用いてMP点近傍で

及び
• N f í"、 l

5= 方 言
1

0 2 11 - r:� { h2 + ( 25 - 1 )川| 、 似O

のように近似できる. これらの(3-97)式及び(3-99)式を用いてMP点近傍における

2f目の自由エネルギーを比較するためには、 各相ごとのh及びイを求める必要があ

る.

企を微少量とするとき、[2-4JモデルのMP点近傍における競合の強さは
K. =-_j25-2_ _ ^ 一 一一 ー パ

→ 4(25 - ] ) 一

= Kc - ð， 

(3-101 ) 

と表せる. [2-4]モデルではる2とともにふも考慮しなければならないので、 MP点近

傍における各相のh及びhaは(3-87) � (3-90)， (3-92)及び(3-93)式より

F相; hF = 6( 5一九)J1 ' 

←μ川 2判(←什(Kc - ðし一一」企川)べ(1 一 2平ヤγよ九凡叶叶b科サ沖ドうケ)J
RI ヰ相目 ，111 勾ベ(6ωS 一1 + 九叫ψ)J1 ' 

い(Kc一小s -1 Y + (2S - 1 )Ö2l�; 
h2 = (65 - 5 +久)J1 ' 

h; = 2( Kc一δ)J1 ' 

と書ける. ここで2次の微少量は無視した.

(3-102) 

(3-103) 

(3-104) 

(3-105) 

(3-10の)

(3-107) 

上で求めた各相のへ及びベsを(3-97)式及び(3-99)式ヘ代入すれば、 MP点近傍に

おける各相の自由エネルギー

トー (3 + Kc一企)5
2 J 1 - TÔF ' (ト引3-1<日o

j主丸いlプケzι一 j | l 2AYi2仁一 1:25 + 5 + 4(仏Kκじ一Aめ)(οS一 lりヴ叶)2川21 J人l 一; 7川b2 ' (判 (問

が得られる.
一

(3-108)式及び(3-109)式を比較することによりMP点近傍における相境界が求めら

れる. (3-96)式及び(3-101)式を用いると相境界は
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T { 号J.\F相- R I 相 ，ð.司 i C\pi - -L i 
・ 2( 2 5 - 1 )1 ， 1 \ 2T } 

で与えられ、 図3-22に示されている.

(3-110) 
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R
 

一一一一 S=1
一一 -S二3/2
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ð. 

図3-22 [2-4]モデルのマルチフェイズ点近傍の相境界.

[3-4]モデルと同様に高温領域でのF相の安定化は、 ÔF= ô2でありさらにF相では

全てのスピンがるFだけ減少するのに対し、R，相ではb2だけ増加するスピンは全体の

1/2でしかないため、Ôr-によるエントロビー効果が強く影響するためと考えられる.

これは[2-4Jモデルにおいて現れるhfの効果である. 分子場近似のハミルト二アン

(3-4)式より、hfはSjZにかかる有効場と見なすことができる. F相ではイ<0である

から、SFZが小さいほど、 すなわち5F二Oの状態のスピンが多いほど安定化する. この

とき<5F>は小さくなるからふは大きくなり無視できなくなる. つまり分子場近似の

範囲内において、 3ーサイト4-スピン相互作用と同様に双2次交換相互作用は1イオ

ン異方性項D sf(D>O)と同じ効果を持ち、 これによるF相のエント口ピーの増加が、

高温領域におけるF相の安定化をもたらすと考えられる.

図3-22ではスピン量子数の増加とともに相境界が立ち上がりF相の張り出しが縮

ハU
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小する傾向が見られる. 図3-17の[3斗|モデルのマルチフェイズ点近傍の磁気相図と

の比較から、 相境界のスピン量子数依存性が1:?-41モデルでは逆になっている. これ

は、[3-41モデルではスピン量子数の増加にともない状態としてのF相及びA相間の

差が拡大していくが、[2-41モデルではスピン量子数の増加にともない構造的にR，相

はF相へ近づく、 すなわち状態としてのF相及びR，相聞の差が縮小するためと考え

られる.

ここで、 マルチフェイズ点近傍における解析的計算より得られた結果に基づき図

3-14のS二1 [2-4]モデルの町二- 1.5及び- 2.333の<5>及び<S2> の振舞について検

討する. これらの引の値はいずれもMP点近傍のパラメータに対応しているが、F相

側に属する町二一1.5では、<S>及び<S2>は低温領域で温度の増加とともに急激な減

少を示す. これは (3-91)式より

いいい…C以叫X却pイ小いい[-トいい一4引引p似帆吋J人l
であることから、 低温領域でのF相側 (ð< 0)の<S>及び<S2>の減少はMP点に近い

ほど大きくなり、 その結果として急激な減少を示すと考えられる. 一方、 “↑↑()O円

相側に属するK4 = - 2.333では<S>及びくS2>は低温領域で温度の増加とともにそれ

ぞ‘れの飽和値から増加している. この振舞は

O
2 

>>01 ' (3-112) 

であることから、 低温領域では<SI>及び<S12>は1からほとんど減少せず、 <52>及

び<S
22>がとh及び(2S -1) O

2
だけ増加するため、 系全体としての<5>及び<S2>は久

/2及び(2S -1) 0)2だけ増加することによる.
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6. 結論

3種類の3次元S三1 ANNNIモデルの有限温度における振舞及び磁気相図を分子場

近似に基づいて調べた. 競合方向の各層の(多重極)磁気モーメン卜に関する多元の

超越方程式を数値的に解き、 自由エネルギーを憧小にする解を求めることによって各

モデルの磁気相図を決定し、 さらに有限温度で出現し得る全ての相が縮退しているマ

ルチフェイズ点近傍の詳細な計算を行った.

l2-21モデルにおいては、 5 = 112 ANNNI (12-21)モデルで得られている「悪魔の花J

と呼ばれる相図と非常に良く似た磁気相図が得られ、 その振舞も定性的に一致するこ

とを明らかにした. この結果は、 基底状態を含めて3次元12-21モデルの振舞はスピ

ン量子数に依存しないことを示している.

[3-41モデルにおいては、 強磁性相が逆位相矯造相側へ張り出し、 その張り出しは

スピン量子数の増加にともない広くなることを見出した. この強磁性相の張り出しの

結果、 MP点、近傍において温度の上昇とともに、 A相→M相→F相→M相→P相と

いうリエントラン卜転移が出現することを明らかにした. 3ーサイト4ースピン相互

作用に含まれる 只 の部分が1イオン異方性項のような働きをするためF相の磁化が

減少し、 それにともなうエントロビー効果でF相が安定化し、 リエントラント転移が

出現することを MP点近傍における自由エネルギーの解析的並びに数値的計算で示し

た またこの議論より、 5> 1 [3-4]モデルにおいては、 <2k3>(k= 1，2，三…)相を経な

い<2>相→F相， <2>相→<3>相等の相転移が起こり「悪魔の花」が部分的に崩壊し

ていることを示した.

[2-4Jモデルにおいては、 得られた磁気相図は[2-21及び[3-41モデルの「悪魔の花」

的磁気相図とは異なり、 出現する変調構造相も強磁性的なFM相であり、 長周期構造

であることを明らかにした. また<5>及び<52>の温度依存性は、 相互作用比によっ

てその娠舞は大きく異なっていることを示した. そして双2次交換相互作用のみを持

つ1次元Isingモデルとの比較から、l2-4]モデルのこのような温度依存性は高温領坂

及びP相における双2次交換相互作用の性質を強く反映していることがわかった.

MP点近傍におけるF相及びRt相の自由エネルギーの解析的計算より、 F相のRt相

側への張り出しがl3-4Jモデル同様F相の磁化の減少にともなうエントロビー効果に

よること、 またスピン量子数の増加とともにその相境界の立ち上がりが速くなること
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が明らかになった.

分子場近似のハミルトニアン(3-4)式に現れるj11・は512にかかる有効場と見なすこ

とができる. F相では イ<0であるから、 5r二()の状態のスピンが多いほど安定化す

る. このとき<5r.>は小さくなるためゐFは大きくなり無視できなくなる. つまり分子

場近似の範囲内において、 高次のスピン間相互作用は1イオン異方性項D Slz(D>()) 

と同じ効果を持ち、 これによるF相のエントロビーの増加が、 高温領域におけるF相

の安定化をもたらす. これは高次のスピン間相互作用を持つ系の特徴と考えられる.

しかしながら[3-4Jモデルと[2-4]モデルとではそのスピン量子数依存性が完全に逆

転しており、 F相と相境界で接している相の特徴によってそのスピン量子数依存性が

決まることがわかった.
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第4章 モンテカル口法

要旨

より近似精度の高いモンテカルロ;去を用いて、 3次元Sミ1 ANNNIモデルの有限

温度における磁気相図及び熱力学的諸量の温度依存性を調べる. スピン構造の変化に

関してはそのフーリエ変換により得られたフーリエ係数の温度依存性より解析する.

これらの解析より前章の結果を検証するとともに、 分子場近似では議論できない臨界

点近傍の系の振舞を明らかにする.

[2-2Jモデルの磁気相図は分子場近似の結果と定性的に一致し、 秩序一無秩序転移

温度は分子場近似の結果と比べて約24 � 30 %低くなっていること、 また競合の強い

K2二一0.5近傍で秩序一無秩序転移温度の低下が大きくなっていることを示す. 5三1

[2-2Jモデルの振舞は通常の5= 112 ANNNIモデルと定性的に一致することを明らかに

する.

[3-4]モデルの振舞に関しても分子場近似の結果と定性的に一致するが、 5=1モデ

ルの場合、 分子場近似で見られたF相の張り出しがK3 <ー0.505の範囲での計算では

出現せず、 F相の張り出しすなわちリエントラント転移の出現する領域は存在しない

かまたは非常に狭いことを示す. 一方S二2モデルの計算からF相の張り出しの存在

すなわちリエントラント転移の出現を確認する. しかしながら、 その安定領域は分子

場近似の結果に比べて非常に狭くなっている.

5 = 1 [2-4]モデルの磁気相図は分子場近似の結果と定性的に一致する. 分子場近似

で得られた凡4相-F相境界に対応すると考えられる領域での物理量の特異な振舞は

見られず、 FM相- F相の明確な相境界を決定できないことを示す. 分子場近似の結

果を考慮すると、 FM相は非常に狭いと考えられる. また、 このモデルの -3.05<Kt<

ー1.75の領域における <52>等の特異な温度依存性はエントロビー効果により理解で

きることを示す.
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1 . モンテカル口;去の基礎

モンテカル口法1)，2)とは、 大きな自由度をもっ系において、 系が取り得る無数の状

態からなるべく多数の状態を取り出して、 統計平均として意味ある性質を抽出しよう

というものである. 本節では、 このモンテカル口法の原理、 乱数の発生法及び

ANNNIモデルへの適用に関する事柄について述べる.

1-1モンテカル口法の原理

統計力学的な性質は系の力ノニカルな分布での平均で与えられる. 例えば、 ハミル

ト二アンHで記述される系が温度T ((3二l/1s3T;以下ではん=1とおく)の平衡状態

にあるとき物理量Aの熱平均は

(A) = Irfll 

で与えられる. ここで

Z = Tr e-�I/ 

(4-1 ) 

(4-2) 

は系の分配関数である. Trは行列の対角和あるいは位相空間における積分を意味する

が、 物理的に興味のある系では、 状態数が非常に多くこのTrを厳密に実行すること

は困難または不可能である. このときこの厳密和をランダムサンプリングに置き換え

ることが考えられる. すなわち
Z A(i)e- ß H(I) 

(A)→ I
ZρH(t) =(A)Rmdom' (4-3) 

という置き換えが考えられる. ここで和は一様にランダムに発生させた状態iに関す

る和を意味し、 単純サンプリング(simplc sampling)と呼ばれる. 原理的には十分大き

なサンプリングをすれば<A>RaJl仰はくA>に収束する. しかしながら、 系の状態の存

在確率を考えると、 存在確率は熱平衡状態の周りに集中しておりハミルトニアンHが

系の大きさNに比例しているので、 大きなNに対して存在確率の集中の度合いはefl，v

のオーダーとなる. ここではは1のオーダーの数である. このことから、 単純サンプ

リングではほとんど全てのサンプルが熱力学的性質に寄与しない状態になってしまい、

極めて効率の悪いものとなり、 実際には使用不可能と考えられる.
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このため熱力学的性質に寄与する状態を効率的にサンプリングする重み付きサンプ

リングと呼ばれる方法が導入される. つまり、 状態を一様に発生させて重み付きで物

理量を足し上げるのではなくて、 状態を重み付きで発生させて物理量を単純に足し上

げる方法をとるのである. これを式で表せば
玄九(i) A(l) L:-.1c A(。

(A)→ t = t ， (叫)
L Pc/l) L\!(、l

ここで、 L:-.1Cは各状態iを系の平衡状態における存在確率PC(/

グしたものの和を意味する. この重み付きサンプリング(importanl以mpling)と呼ばれ

るこの和を実現するためには、 各状態iが確率Pcii)に従って発生する母集団が必要

である. モンテカル口法では、 この母集団を1つのマルコフ過程を実行することによ

り作り出す.

平衡状態における状態iの存在確率をPCq(i) ，状態iから状態jへの単位時間当たり

の遷移確率をWi→jとするとき、 次の2つの条件を満たせば(ト�)式を用いてモンテカ

ル口;去を実行できる(詳細はAppenuix Eに示す) • 

条件1-モンテカル口法のエルゴード性

'Vi， 'Vj : Wi→j> 0 ， 

条件2一一詳細釣り合� \ (detai!ed balance)の条件

'V i， 'V j :門→i Peq(J) - Wi→j九(i)= 0 . 

(4-5) 

(4-6) 

次に、 上の条件を満たす代表的なモンテカル口;去のアルゴリズムを紹介する.

1-1-1メトロポリス法3)

現在の状態iから、 ランダムに選択された局所的変化によって、 到達可能な状態の

中からランダムに選ばれた状態をjとする. このとき状態jの方が状態iよりもエネ

ルギーが低ければ、 無条件に配位を更新する. 逆に、 状態jの方が状態iよりもエネ

ルギーが高くなるようであれば、 遷移確率をと-ßII{J) le-ß州とする. すなわち
10符



川→j二{ �-�[If(j)-If(')l 

と取るアルゴリズムである.

1-1-2熱浴法

1'01" H(ρ- H(i) < ( )  ， 

ro r H ( J) - H (i) > ( )  ， 

第4章 モンテカル口法

(斗ー7)

現在の状態iから、 ランダムに選択された局所的変化によって、 到達可能な状態の

全てを、 i小ll'・・・，lkとする. ここでlO三iとする. このとき状態iから状態iへの遷

移確率を

Vn: w 二 川 [- f3H (ん)J

玉 川 [- f1H(ん)J
と取るアルゴリズムである.

(4-8) 

本研究では、 上述の2つのアルゴリズムによるプログラムを用いて計算を行ってい

る. 計算結果は両者ともに一致するが、 同じ計算量に対してはメトロポリス法のほう

が高速である. したがって、 後で述べるベクトル化の際にはメトロポリス法によるプ

ログラムを用いている.

1-2乱数の発生法

モンテカル口法では乱数を用いるが、 計算機により人工的に発生させる乱数を擬似

乱数と呼ぶ. 特に大きな系で精度の高い計算を行う場合、 乱数の質が重要となる. 代

表的な乱数発生法として合同法が挙げられる. 合同法では、 擬似乱数列Xを

Xi+ I三Xi . A + B (mod C) t (4-9) 

により発生させる. ここでA及びBは適当な定数で、 Cとしては計算機のワード長を

用いることが多い. この方法により、 1つ初期値から非常に簡単に乱数を発生させる

ことができる. しかしながら、 合同法による乱数の質の悪さが指摘されてきている.

1例としてLcwis and Paync�)による結果を図4ーiに示す. この図は

X，+ 1三17X， - 1 (m od 51 2) ， 
(ι10) 

により発生させた乱数列から、( X;， X， +1 )または( X" X， +いX， +2 )を作り、 プロット

IOC) 
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図4-1 Xj+ I三17Xj - 1 (mou 512) ，における連続的な “結晶" の成長. (は)3�点、の

2次元プロット、(b) 512点の2次元プロット、(c) 256点の3次元プロット1)
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したもので、 結晶格子のような規則性が現れる.

現在、 統計力学の世界では、 lt)Xl年にKlrkpalrik anJ Sloll勺が紹介して以来、 排他的

論理和XORを用いた TはuS\VOrlhc-Lc\\'is-Paync法判，(，)(TLP法)が主流となっている.

この方法は乱数列を
Xi = XO R(X( p' X1 1/ + p ) • 

X(二XOR(X1 p' X1 1/ ) • 

(-lーI 1) 

により発生させる• (q， p)の組み合わせについては適当な値が知られており、 よく使

われる組は(103， 250)などであり、 本研究においてもこの組み合わせを用いている.

合同法との比較のためLewis and Payne�)による結果を図4-2に示す. この図より合同

;去の欠点が改善されていることがわかる. また図4-3より、 TLP法ではcolumn Jclay 

というパラメータを十分大きく取ることにより、 発生させた擬似乱数聞の相関を押さ

え得ることがわかる.

1-3 ANNNIモデルへのモンテカル口法の適用

本研究では、 Jo二J1> 0， J 2' J3， J� < 0の場合について、 モンテカル口法により計算

を行った. モンテカルロ;去を適用するシステムサイズは L x L x L _  ， (ムム)=(ó，12)or

(6，40)であり、 3方向に周期的境界条件を課している7)

図牛4にプログラムのメトロポリスアルゴリズムを用いたモンテカル口法に関する

部分のフローチャートを示す. スピン状態をメトロポリスアルゴリズムにより変更す

る格子点の選択に関しては、 ランダムにまたはある順番に選び出すことができるが、

ここでは両方とも用いている. 特にベクトル化を行う場合には後者を用いている. 新

しいスピン状態は、 元のスピン状態以外のスピン状態を乱数を発生させランダムに選

び出している. 格子上の全てのスピン(または、 それと同等の回数)について、 図

4-4に示されているサイクルを完了することを1 Montc Carlo Stcp pcr Spin (MCS)と呼

び、 これをモンテカル口法による計算の長さの単位として用いる. 初期状態から平衡

状態へ達するまでの300() � 30000 MCSは物理量を計算せず、 その後の3000 � 3()()()() 

MCSを用いて物理の熱平均値を計算する. さらに、 複数の初期状態から出発して、
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図4-4 モンテカルロ;去に関する部分のフローチャート.
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それらの結果より統計平均を計算する.

科学技術計算(モンテカル口;去を含む)を実際に行う場合、 小規模な計算であれば

パーソナルコンビュータや大型計算機のスカラー演算により結果を得ることができる.

しかしながら、 大規模な計算では時間的及び、コスト的面から実行不可能となり、 ベク

トル演算を実行できるベクトル計算機または並列計算機の使用が主流となっている.

本研究においても、(ムL.)= (6、40)の計算には大型計算機センタ- VP 2600を使用し

ている.

一般に、 科学技術計算の大部分は同じ手続きの繰り返しによって占められており、

独立に計算できる部分をベクトル演算のように行うことにより、 計算速度を向上させ

ることができる. このときベクトル長(ベクトルの次元に対応)を大きく取ることが

高速化の鍵となるめ. 本研究においては、 モンテカル口;去を適用する格子を図4-5に

示されているように、 8個の副格子に分割する. 各副格子上のスピンのエネルギーは、

その副格子上の他のスピン状態とは独立に計算される. したがって、 各副格子上につ

いてベクトル化でき、(L， L) = (6，40)の場合ベクトル長をLxLxム/8= 1別に取る

ことができる.

本研究において、 モンテカル口法により計算する物理量を次に示す、 以下ではSI.}

をS 唱と取り直し、 格子定数を1にする;

a)各層ごとの磁化

M(こ) 二 �L SYU 
L '" x..y 

b) 5;2の各層ごとの熱平均

(ドダ山Z代勺(仇叫z
C吋)全体の磁化

M二持M(こ) I 

d) 5;:'の熱平均

(ダ) = 持 (S2(ご) )

(4-12) 

(4-13) 

(4-14) 

(4-15) 

1 1 4 
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z 

x 

図4-5 ベクトル化のために用いた8高IJ格子構造.
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c)各層ごとの磁化の絶対値の平均、 以下 “磁化の絶対値" と呼ぶ

1)比熱

Mrt= 士写 | ルf(こ) I I (↓16) 

c-(H2) _ (H)2 
('+-17) 

NT"' 

g) z 方向の相関関数

( s川 二 」ァL Sr.v丸、+ r • (ι1 �) 
I - I 1. V 

逆位相構造 (A)相及び変調構造(M)相において、 磁化 MはOであることが期待さ

れるが、 (4-16)式で定義される1スピンあたりの “磁化の絶対値" Mは層内の強磁

性的秩序のため有限の値をとる. 一方常磁性(P)相においては M及び M はともにO

になると考えられる. したがって、 (4-16)式で定義した Mは層内の強磁性的秩序の

オーダーパラメータと見な すことができる. また(4-17)式からもわかるように、 比熱

の計算をするにあたって内部エネルギー及びその平方の熱平均値も計算している.

方向のスピン矯造を解析するために、 フーリエ係数

Qqこ=fZI M(Z)ωs( q:_' Z) ， (4-19) 

bq こ= fZ M(Z) 刈 qこ z) ， (4-叩)

を計算しその構造を特徴付け、 その温度依存性より構造の変化を知ることができる.

相転移点は比熱のピーク， 磁化及びフーリエ係数イ+bfの温度依存性より決定して

いる. 詳細は各モテソレについて以下で述べる.


