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第4章

1型サーボ系に対する固定終端LQ型最適制御

4. 1 まえがき

本章では， 多入力多出力線形定常ディジタル制御系の1型サーボ系に対す

る固定終端LQ型最適制御問題について述べる. この問題に対しては， 特別

な条件を加えない場合の最適制御は求められていない.

第4. 2節では， 1型サーボ系の一般構成について述べる. 第4. 3節では，

拡大系の偏差系に対する正則型LQ最適制御を求める. 第4.4節では， 偏差入

力エネルギーの最小化について簡単に述べる. 最後に， 第4.5節で例題を示す.

4. 2 1型サーボ系の一般構成

制御対象として ， 外乱を含む次の可到達かっ可観測な多入力多出力線形定

常デ、ィジタル制御系を考える.

ここで，

x(t + 1 )  = Ax(t) + Bu(t) + d 

y(t) = Cx(t) 

x(t) ;ηx 1状態ベクトル

u(t) ; m x 1入力ベクトル

y(t) ; r x 1出力ベクトル

d ; t = 0で制御対象に加わるηx 1ステップ状外乱

A ，nxη定数行列

B ，n x m定数行列

C ，r xη定数行列

t ;零または正の整数
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(4.1 ) 

(4.2) 



とする. また，

rank B = m ( 4.3) 

( 4.4) rank C = r 

とする.

今， 制御対象のr x 1ステップ状目標値Ydがt = 0で与えられたとする. こ

のとき， r x 1追従誤差e(t)は，

e(t) = y(t) -Yd ( 4.5) 

となる. 1型サーボ系の目的は， 有限の時間以後e(t)= 0とするか， t→∞ 

のときe(t)→0とすることである. t→∞のときのx(t)とu(t)の定常値をそ

れぞれxOO) U∞とすると， 式(4.1)， (4.2)より
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( 4.6) 

が得られる. 式(4.6)において， 任意のdとYdに対してX∞とu∞が存在する

ための条件が1型サーボ系の構成条件であり，

r A - In B 1 
rank I I =η+ r (行最大階数)

I C 0 I 

となることが知られている. 式(4.7)より

( 4.7) 

γくm ( 4.8) 

となる. なお， 一入力一出力系の場合や， 多入力多出力系でもr=mの場合

には， 式(4.6)より X∞とu∞が一意的に定まる.

このとき， 制御対象の初期状態x(O)， ステップ状外乱の大きさdおよびス

テップ状目標値の大きさYdに依存しない1型サーボ系を構成するためには，

制御対象が積分特性1を持たない場合には， 出力数と同じ数の積分特性を付

加した拡大系を考えればよいことが知られている. そこで， r x 1ベクトル

w(t)を用いて

w(t + 1) = w(t) + e(t) (4.9) 

いF散時間系では適当な言葉がないため，連続時閥系とのアナロジーよりこの言葉を用
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を付加した拡大系を考える. 式(4.1)，(4.2)，( 4.9)より， x(t)とw(t)を新たな状態

とする拡大系は，
O
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(4.10) 

ñ= [ : ] ， d = [ _:d ] 
とおくと，

文(t + 1) = A文(t)+ Bu(t) + d (4.11 ) 

となる. ここで， A とBはそれぞれい+ r ) x (η+けとい+ァ) X mの定数行

列である. なお， 制御対象がもともと積分特性を持つ場合には， 以後の議論

において式(4.11)の代わり に式(4.1)を用いればよい.

一般に， 1型サーボ系を設計するためにはaの影響を取り除く必要があり，

そのため拡大系の偏差系が用いられる. 偏差系の取り 方には次の二つの方法

がある.

[1]定常値からの偏差を取る場合

t→∞のときの文(t)の定常値を文∞とする. 新しい状態の偏差念(t)と入力

の偏差合(t)をそれぞれ

念(t)=文(t)一文∞

û(t) = u(t) - u∞ 

とおくと， 式(4.11) rv (4.13)より

(4.12) 

( 4.13) 

念(t + 1) = A会(t)+ Bû(t) (4.14) 

を得る. このとき， 式(4.5)より

e(t) = [C 0]会(t) ( 4.15) 

となり， 追従誤差e(t)は偏差系の出力となる. この方法は， 定常値からの偏

差が1型サーボ系の応答を直接支配するため分かりやすい方法であるが， 制

御装置を実現する場合には定常値台∞と文∞が必要となる. これらの定常値

はdに依存するため， その実現は容易ではない. また， 入力数が出力数より

大きい場合には定常値を一意的に決定することはできない.
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[2] 1ステップごとの偏差を取る場合55)

新しい状態の偏差文(t)と入力の偏差白(t)をそれぞれ

全(t) ==文(t+ 1)一文(t)

合(t) == u(t + 1) - u(t) 

とおくと， 式(4.11)，( 4.16)，( 4.17)より

全(t+ 1) == A念(t)+ Bû(t) 

を得る. このとき， 式(4.9)より

e(t) == [0 Ir] z(t) 

( 4.16) 

( 4.17) 

(4.18) 

(4.19) 

となり， 追従誤差e(t)は偏差系の出力となる. この方法は， 入力の急激な変

化が望ましくない1型サーボ系に有効である. また， 定常値u∞と文∞が陽

に現れないため， 実現が容易である.

このように， いずれの場合も偏差系の状態方程式は同一の表現となるので，

統一的に表現するために， どちらの場合も偏差には同ーの記号を用いた. な

お， 式(4.14)も式(4.18)もともに可到達である(第7章参照) . すなわち， 偏

差系の状態方程式は

となる. ここで，

である.

念(t+ 1) == A念(t)+ Bû(t) 

念(t) ; (n+ァ) x 1状態ベクトル

台(t) ; m x 1入力ベクトル

A ; (n + r ) x (n + r ) 行列

B ; (n + r) x m 行列

( 4.20) 

1型デ、ツドビートサーボ系では， 有限の終端時刻Tにおいて出力y(t)が目

標値引に一致する条件， すなわち， 式(4.5)より

e(ァ) == 0 (4.21 ) 
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なる条件が必要である. ところで， 制御対象が連続時間系からサンプリング

により求められた場合も考えると， サンプル点間の応答もデ、ツドビートさせ

るためには， 偏差系の出力e(t)だけではなく状態念(t)も整定させることが望

ましい.会(t)= 0となればe(t) = 0となり， 状態と入力もそれぞれの定常値に

整定するので， サーボ系は整定する.

よって， 終端時刻ァにおいて偏差系の終端状態固定条件

会(ァ)=0 ( 4.22) 

を付加する.

なお， 表現を簡単化するために， 次の 偏差系に対するLuenbergerの 可到達

正準形を用いる.

[補題4.1 ] 可到達性とBが最大階数mを持つという仮定より， A，B，C 

が与えられると， 偏差系の可到達指数の族が一意的に定まる. この不変量を

順序付けして

ゐ1+・・・+合m = n+r 

n + r � n1 �・・・三nmど1

( 4.23) 

( 4.24) 

とする. な お， n1を最大可到達指数と呼ぶ. さらに， 式(4.20)は， 適当な座標

変換

会(t)= SlZ(t) 

白(t)= S2Ü(t) 

により， 次のLuenbergerの可到達正準形に変換することができる.

z(t + 1) = (jo + ÊÂ.)z(t) + Êü(t) 

(4.25) 

( 4.26) 

(4.27) 

ここで， Joはm個の 九 × 合tベキ零ジヨルダン細胞を左上から ぬiの大き さ

の順に並べたい+r) x (n + r)ベキ零ジヨルダン行列である. また， 企は第

(合1+・・・+ni， i)成分(i = 1，..・，m)のみが1で他は零なる(η+r) x m行列であ

る. さらに， A*はA， B， Slおよびらが与えられれば定まるm x (n+ァ)定

数行列である. . 
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なお， 偏差系の状態方程式式(4.20)に対する可到達指数の族(ñ1， . . . ，1Îm)と
制御対象式(4.1)に対する可到達指数の族の間にはある関係が成立する(第7
章参照) . 

正則型LQ最適制御4. 3 

ここでは， 偏差系式(4.20)に対し終端状態固定条件式(4.22)のもとで正則
型二次形式評価

JN(T)= ;三 伊(t)'匂(t)+則前(t)] 

を最小にする偏差系の正則型LQ最適制御問題考える. ここで， 重み行列Q
は(n+r)x (n+r)半正定対称行列， Rはmxm正定対称行列とする.

この問題は， 次元が異なるだけで第3.4節におけるレギュレータの正則型
LQ最適制御問題と本質的には同一であり， 偏差系に対するデ、ッドビート原

(4.28) 

理を用いることによって解くことができる.
そこで，

(4.29) ァ=合1+ q (qは零または正の整数)

とおき， Luenbergerの可到達正準形を用いて評価式(4.28)を変換すると，

(4.30) JL
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(4.31) Q = S� Q Sl 

( 4.32) R = S�RS2 

Rはmxm正定対となる. 明らかに，Qは(n+r)x (n+r)半正定対称行列，
称行列である.

このとき， 簡単のため

( 4.33) 合1一合m+q=p

とおくと， 次の定理を得る.

Luenbergerの可到達正準形で表わされた偏差系の制御対象

( 4.34) 
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[定理4.1]
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に対し， 偏差系の終端状態固定条件

( 4.35) Z(1Î1+q) =O 

( 4.36) 

のもとで正則型二次形式評価
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を最小にする最適偏差入力ü*(t) は， 状態フィード、バック

( 4.37) ü*(t) =長�(ゐ1+ q， t) Z(t) 

により与えられ， 最適フィードバックゲインは次のようになる.

[ 1 ]第一相(t = 0，.・・，q -1)  

最適フィード、バックゲインは

長�(1Îl+q，t) =一{長+企'P(t+ 1) 企}一lÊ'p(t+ 1) λ ( 4.38 ) 

P(t) は第二相のP(q) を境界条件とするリここで，なる時変ゲインとなる.

カッチ方程式

P(t) =Q+λ'P(t+1) λ-λ'P(t + l) Ë{長+Ê'P(t + 1) 企}-lÊ'p(t + 1) λ 

( 4.39) 

より求まる.

[2]第二相(t = q，.・・，p -1) 

最適フィード、バックゲインは

K�(1Îl + q， t) = F(t) -Wt(t) 

・ {長t(t)+忌t(t) 'P(t+ 1) 忌t(t) }一l{Bt(t) 'P(t + 1) λ(t) + St (t) ' } ( 4.40) 

となり， ある成分は一定ゲインの状態フィードバック， 他の成分は時変ゲイン

の状態フィード、バックとなる. ここで， P(t) は， リカッチ方程式

P(t) = Qo(t) +λ。(t) 'P(t+ 1) λ。(t) -λ 。(t) 'P(t+ 1) 忌t(t) 

・{Rt(t) + Bt(t) 'P(t + 1) 忌t(t) }一1 忌t(t) 'P(t+ 1) λ。(t) (4.41 ) 

( 4.42) 
ゐl+q-l

P(p) = 乞(jot-p) '{Q + (Âγ長λ市}j0 
t-p 
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より求まる. ただし， 各行列は， 第3.4節と同様にして定めるとする.

[3J第三相(t =p，... ，ñ1 +q-l) 

最適フィードバックゲインは

長�(nl+ q， t) = -λ* ( 4.43) 

なる一定ゲインと なる.

また， 評価の最小値は

ゐ (合1+q)= ; Z(州 ( 4.44) 

となる. さらに ， 次の性質が成立する.

( 1 )最適フィード、バックゲインは， 一定ゲインも時変ゲインも共に初期状

態x(O) ， ステップ状目標値の大きさYd， およびステッブ状外乱の大きさdに

依存しない.

(2)時変ゲインに対し， 次の関係が成 り立つ.

長引先1 + q + 1， t + 1) = K� (nl + q， t) ( 4.45) 

すなわち， 終端時刻が長い場合の最適フィード、バックゲインは， 終端時亥IJが

短い場合のフィード、バックゲインを その一部として含む.

( 3)終端時刻が九+qのときの制御は， 終端時刻が合l+q+lのときの制

御の特別な場合と考えることができる. よって，

JÑ(nl + q)三JÑ(nl+q+l) ( 4.46) 

となる.

( 4)ステップ状外乱とステップ状目標値がt > 0の途中から加わる場合

や， 目標値や外乱が階段状に変化しでもその変化する間隔がTより大きい

場合には， ここで求めた1型デ、ッドビートサーボ系により， 変化が生じた時

刻より7時間後に出力を目標値と一致させることができる. . 

定常値からの偏差を取る場合と1ステップごとの偏差を取る場合のいずれ

の場合も， ここで求めたゲイン長引nl + q，のが ， 最適フィード、バックゲインと

なる. なお ， Luenbergerの可到達正準形による表現を元の座標系に変換する

ことは容易であり， 明らかに同様な性質が成立する.
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このようにして， 制御対象のパラメータ(A，B，C)のみに依存する最適フィー

ド、バックゲインが求まった. しかし， 実際にサーボ系を構成するためには出

力y(t)の初期値， ステップ状目標値の大きさ， ステップ状外乱の大きさの情

報を必要とする.

なお， 一般の1型サーボ系では問題の設定が拡大系の偏差系でなされるた

め， 偏差系の(n + r)個の初期状態のうちη個は制御対象の初期状態から得ら

れるが， 残りのT個に関する情報は直接的には得られない. その決定法は初

期値補償の問題として考察されている56)，57)

4.4 偏差入力エネルギーの最小化

ここでは， 偏差系の終端状態固定条件式(4.22)のもとで， 偏差入力エネ

ルギー

ゐ(7)= j D(t)及川) μ 

を最小化する問題を考える. ここで， 重み行列長はmXm正定対称行列と

する.

この最適制御は， 前節の偏差系の正則型LQ最適制御([定理4. 1 J)にお

いて

Q=O ( 4.48) 

とおけばよいことは明らかである.

4.5 例題

例1 (一入力一出力系の偏差入力エネルギー最小化)

ここでは， 一入力一出力系に対し制御対象が積分特性を持たない場合と

持つ場合のそれぞれに対し， 簡単な例題を示す.

( 1 )制御対象が積分特性を持たない場合

次のような制御対象を考える.
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x(O) = I 0 1 ， d = I 0.1 I ，Yd = 1.0 
I 0 I I 0.1 I 

このとき， q = 0，1，5の三つ の場合に対し， u ( t ) ， X 1 ( t ) ， X 2 ( t )， X3 ( t )を求め， それ
ぞれ図4.1から図4.4に示す. ただし， Xi(t) (i = 1，2，3)は， x(t)の第t成分
である. また， 最小偏差入力エネルギ- }j(η+ q)の変化を， 表4.1に示す.
整定時間を長くするにしたがって偏差入力エネルギーは減少し， 過渡特性も
改善されていることが分かる. さら に， 目標値引をt = 10で+1.0から-1.0
ヘ変えたとき の， q = 0，1，5の場合に対する出力の応答を図4. 5に示す.

なお， これらは， 拡大系の偏差系において最適制御 を求めた後， 元の座標
系に変換したものである. また， ここでは初期値補償の問題は考慮しておら
ず， 偏差系において情報のない初期状態は零としている.

( 2)制御対象が積分特性 を持つ場合
次のような制御対象 を考える.
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図4. 1 最適入カピ(t)
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図4.2 Xl(t)の応答
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例2 (多入力多出力系の正則型LQ最適制御)
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例題として， 次の制御対象を考える.
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となり， 偏差系の可到達指数の族は

(ぬ1，1Î2' 1Î3) = (2，2，1) 
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ここでは， 重み行列を
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となる.

元の座標系での最適フィード、バックゲインKÑ(4，t) とする. q = 2のとき，

= 52KÑ( 4， t)51ー1 (t = 0， . . .，3)は， 次のようになる.
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K�( 4，2) = - I 0.923 0 . 846 0 0 -0.077 
o 1 1 0 1 

K�( 4，3) = - I 1 0 0 0 -1 

l 10 11 0 | 

o 1 1 0 1 

次に， 評価の最小値JÑ(nl + q)は初期状態立(0)に依存するので， 比較のため

にこ のような場合によく用いられるtrace会(0)= trace {( 丸 一l)'P(O)丸 一1}を求

め， 表4. 2に示す.

表4. 2 trace合(0)

4.6 あとがき

本章 では， 多入力多出力線形定常ディジタル制御系の1型サーボ系に対す

る固定終端LQ型最適制御問題の解法を示した. まず， 1型サーボ系に内部

モデル原理を適用し， 拡大系の偏差系を求めて最適制御問題を定式化した.

1型サーボ系に対する最適制御問題は最適レギュレータ問題に帰着されるた

め， 第3章と同様に， デッドビート原理を用いた手法により 最適制御を求め

ることができる. 最適偏差入力は三つの相に分かれ， 第一相では時変ゲイン

の状態フィードバック， 第二相では一定ゲインの状態フィード、バックと時変ゲ

インの状態フィードバック の線形結合， 第三相では一定ゲインの状態フィード

バックとなる. このとき， 時変ゲインは特別な非定常リカッチ方程式より 求

まり， 最適フィード、バックゲインは， 制御対象の初期状態， ステップ状目標値

の大きさ， およびステップ状外乱の大きさに依存しない

-82-



第5章

固定終端レギュレータの新しい最適性の条件

5. 1 まえがき

本章では， 多入力線形定常デ、ィジタル制御系に対する固定終端レギ、ュレー

タの基本構造と新しい最適性の条件について述べる. これまでは， 一般の加

法性評価に対する固定終端最適レギュレータ問題は， 両端に制約を持つ二点

境界値問題を解くことに帰着されるということしか明らかにされていない

まず， 第5. 2節では， 一般の加法性評価に対する固定終端最適レギュレー

タ問題の定 式化を行う. 第5. 3節では， 固定終端レギュレータの基本構造を

明らかにし， 新しい最適性の条件 を求める. さらに， 自由終端問題 と固定終

端問題の比較を行う. 第5.4節では， その有効性を明らかにするために， 正

則型二次形式評価に対する 固定終端最適レギュレータ問題の新解法を示す.

第5.5節では， 二次形式評価の特徴を用いて， 前節で求めた最適制御の十分

性を証明する. 第5.6節では， 一入力系の場合について述べる.

5.2 固定終端最適レギュレータ問題

制御対象として， 式(3.1)と同じ次の可到達な多入力線形定常デ、ィジタル制

御系を考える.

x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t) (5.1 ) 

なお， Bは最大階数mを持っと仮定するが， Aの正則性は仮定しない .

このとき， 固定終端レギ、ュレータは， 終端状態固定 条件

X ( T ) = 0 (5.2) 

を満足しなければならない.

まず， 式(5.1)を， 第3章の[補題3. 1 ]で述べたLuenbergerの可到達正準

形に変換する. すなわち， 可到達指数の族をnz(t=If-vm)とし， Luenberger 
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の可到達正準形を

支(t+ 1) = λ文(t)+ Eü(t) 

= (Jo+EA稼)文(t)+ Eü(t) (5.3) 

とする. 式(5.3)のLuenbergerの可到達正準形を用いても一般性を失うことな

く議論できるので， 以後これを用いる.

終端時刻ァを

ァ = nl + q (qは零または正の整数)

とおくと， 固定終端最適レギュレータ問題は次のように表わされる.

(5.4) 

[固定終端最適レギュレータ問題] 式(5.3)の制御対象に対し， 終端状態

固定条件

文(nl+ q) = 0 (5.5) 

のもとで， 半正定の加法性評価

aTiu
 

-nu
 

-x
 
，九

十
乞
日

n
 l一
2

一一nU4
 

+
 

n
 
yd
 

(5.6) h(文(t)，ü(t))三o

h(O， 0) = 0 

を最小にする最適入力ü*(t) (t = 0，・・・?η1+ q - 1)を求めよ.

5. 3 基本構造と新しい最適性の条件

この固定終端最適レギュレータ問題に， 直接ラグランジュの未定乗数法を

適用する. ηl+q個のηx 1未定乗数ベクトル入(t) (t = 1，'・・，nl+ q)を用いる

と， ラグランジュ関数Lは

L = J(nl + q) +乞入(t+1)'{λ文(t)+Eü(t)一文(t+ 1)} (5.7) 
t=O 

となる. よって， 式(5.3)と

， -=- θh 
入(t) = A川+1) +一一 (t = 1，'・・川1+ q - 1) (5.8) θ文(t)
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。
θh ・ ー

=石
市 +E ス(t+1) (t=O，・・・，nl+ q - 1) (5.9) 

なる二点境界値問題が得られる . ここで， 境界条件は初期状態文(0)と零終端

状態式(5.5) である. なお， hは式(5.6) の h(文(t)， ü(t))を簡略化した表現であ

り， 以後同様とする. このとき， 次の関係が成立する.

文(t)ス(t)一文(t+ 1)ス(t+ 1) =文(t)12と +白(t)12L (5 10) 
θ文(t) θü(t)

これらの条件が固定終端レギュレータのこれまでの最適性の条件であるが，

加法性評価の具体的な形が与えられでも， それらを数値的あるいは解析的に

解くことは， 一般に自由終端レギュレータの場合よりも難しい. そこで， 次

に， 固定終端レギ、ユレータが特別な構造を持つことを明らかにし， 新しい最

適性の条件を求める.

ここでは， 第3章と同様の手法を用いて， この問題が三つの区間に分けら

れることを示す.

まず， ü(t)を次のように変換しでも， 設計の自由度は変わらな い

色(t)= -A*x(t) +マ(t)
、、..

 

，，，

 

噌Ei唱EA戸、u〆'E・、、

ここで， v(t)はm x 1ベクトルである. 式(5.11)を式(5.3)に代入すると

文(t+ 1) = Jo文(t) + Ev(t) (5.12) 

を得る. 式(5.12)より， 文(nl+ q)は

I v(η1 + q - 1) 1 
文(nl+q)=Jonl文(q)+ [E JoE ... Jonlー

l
E ] I : I 

l v(q) I 
と表わされる. ここで， Joの細胞の最大次数は η1であるから，

、、，，，JqJ

 

噌EiFhu

 

〆'E目、、

Jo町=0 (5.14) 

となり， 式(5.13)， (5.14)を終端状態固定条件式(5.5)に代入すれば， 連立一次

方程式
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(5.15) 
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が得られる. このとき，EとJoの性質より， q 5: t三nl + q - 1 なるtに対し
て， 式(5.15)は nl個の連立一次方程式

Jonl+Q-l-tEv(t) = 0 (5.16) 

に分離される. これら nl個の連立一次方程式は， tの値によって一般に次の 二
つの場合に分けることができる. なお， 0三t5:q - 1なるtに対しては， v(t) 
が任意となることは明らかである.

[ 1 ] t = n 1 - nm + q， .・・，nl + q - 1のとき

n x m行列Jonl+Q-l-tEは最大階数となり，

マ(t)= 0 

となる. よって ， 式(5.11)より

ü(t) = -A*x(t) 

となる.

[2] t=q，'・.， nl - nm + q - 1のとき

マ(t)の第t成分をた (t)とおくと，

( 任意 (t = q，'・ .， n 1 + q - ni - 1) 
久(t)= < 

l 0 (t =η1 + q - ni，"'， nl + q - nm - 1) 

となる. よって， ü(t)の第t成分をUi(t)とおくと， 式(5.11)より

(5.17) 

(5.18) 

(5.19) 

(任意 (t = q，・・\η1 + q - ni - 1) 
at(t)= ( / 、 (5.20)

l -em (i)A *x( t) (t = nl + q - ni， . . . ， nl + q - nm - 1) 

となる. こ こで， em( i)は第t成分のみが1で他は零なる1 x m単位ベクトル

である.

すなわち， 固定終端最適レギュレータ問題は， その性質により第一相(t= 

OJ・"q-1)，第二相(t= q，"'， nl-nm+q-1)，第三相(t= nl-nm+q，'・・，nl+q-1)
なる三つの区間に分けて考えることができる. なお， 以後簡単のため

nl - nm + q = p (5.21) 
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とおく.

[ 1 ] t = p，・・・，nl + q - 1のとき(第三相)
式(5.18)より， この区間の最適入力ü*(t)は

ü*(t) = -A*x(t) (5.22) 

なる一定ゲインの状態フィード、バックで表現できるが， これは狭義のデ、ツド
ビート制御の特別なゲインである(第6章参照). このとき，

文(t+1)= Jo文(t)

文(t)= Jot-p文(p)

ü*(t) = -A*Jot-p文(p)

(5.23) 

(5.24) 

(5.25) 

となる. すなわち， この区間の最適フィード、バックゲインは一定で， 評価に依
存しない. しかし， 中間状態文(p)はそれ以前にどのような入力が加わったか

により変化するので， この区間の最適入力ü*(t)は評価に依存する.

[2 ] 中間条件λ(p)
ここでは， 第二相と第三相の接続関係を示す中間条件(すなわち， 第二相

の境界条件)λ(p)を求める. 式(5.10)の左辺の pからη1+q-1までの総和
は， 式(5.5)の条件より

L {文(t)ス(t)一文(t+ 1)ス(t+1)}=文(p)ス(p) (5.26) 
t=p 

となる. 一方， 対応する式(5.10)の右辺の総和は， 式(5.24)， (5.25)より次の
ようになる.

πl+q-l θh θh _ nl � -l θh 円，
乞{文(t)' 一一+色(OF--}=文(p)'乞(Jot-p )' { 一一一(Aγごと }

同 θ文(t) θü(t) 同 θ文(t) θü(t)

よって， 任意の文(p)に対し， 中間条件λ(p)は，

となる.

nl+qー1
-F θh θh

入(p)= 乞(Jot-P)'{一一 一(Aγ一一}
t=p θ文(t) θü(t)
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[ 3] t = q，.・・ ，p-1のとき(第二相)

式(5.20)より， 入力引のに含まれる任意成分の数をmtとすると， この区間

のü(t)は

ü(t) = F(t)文(t)+ Wt(t)マt(t) 

em(l) 

F(t) = -1 em(m
O
-m，) 1 A本

。

r em (m -mt + 1) l' 
Wt(t) = I : I 

l em(m) I 

(5.29) 

(5.30) 

(5.31) 

と書き表わすことができる. ここで， F(t)はmxη行列， Wt(t)はmx mt行

列， マt(t)はmtx 1任意入力である. なお， Vt(t)とWt(t)の次元は時変となり，

rank Wt(t) = mt (列最大階数)

となる. 式(5.29)を式(5.3)に代入すると， 新しい制御対象は

文(t+ 1) =λ(t)文(t)+忌t(t)Vt(t)

となり， この区間の評価J2(nl+q)は式(5.6)より， 新しい加法性評価

J2(nl+q) = 立1 h(文(t)，ü(t)) 

= 三1 A(文(t)， Vt(t)) 

(5.32) 

(5.33) 

(5.34) 

に変換される. ここで， n x n行列λ(t)とηxmt行列忌t(t)は， それぞれ

A(t) = Jo + E{A場+F(t)} 

Bt(t) = EWt(t) 

である. よって， この区間は， 式(5.33)と

(5.35) 

(5.36) 

， =- θh 
入(t)= A(t)'入(t+ 1) +一一 (t=q+1，.・.，p-1) (5.37) 

θ文(t)
θh -= " ，

::-

0=一一一+Bt(t)'入(t+ 1) (t = q， . . . ， p -1) (5.38) 
θマt(t)
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なる二点境界値問題を初期状態文(q)と新しい終端条件λ(p)のもとで解く， 新

しい終端状態が自由な問題(誘導された自由終端最適レギュレータ問題)と

なる. ここで， hは式(5.34)のんは(t)， Vt(t))を簡略化した表現であり， 以後同

様とする. すなわち， この区間の最適入力は， ある成分はデ、ツドビート制御

の特別なゲインによる状態フィードバックとなり， 他の成分は誘導された自由

終端最適レギュレータ問題を解いて求められる.

[ 4 ] t = 0， . 
. • ， q - 1のとき(第一相)

[ 3]の二点境界値問題を解いて得られるλ(q)が第一相と第二相の中間条件

(すなわち， 第一相の境界条件)となる. よって， この区聞は， 式(5.3)と

θh 
入(t) = A'X(t + 1) + 一一 (t= 1，'・'，q - 1) (5.39) 

θ文(t)

0= 2L+EF入(t+ 1) (t=O，・・. ， q - 1) ( 5.40 ) 
θü(t) 

なる二点境界値問題を， 初期状態文(0)と新しい終端条件λ(q)のもとで解く，

誘導された自由終端最適レギュレータ問題となる.

以上の議論より， 一般の加法性評価に対する固定終端レギュレータの基本

構造が明らかになった. すなわち， 固定終端レギュレータの最適性の条件は，

特別なデッドビート制御と誘導された自由終端レギュレータの最適性の条件

で表現される.

次に， 自由終端問題との比較を行う. ただし， 終端時刻ァにおける自由終

端状態文(T )の重みは， t = 0，"'， T - 1における状態の重みと同じとする. な

お， 比較を明確にするために， 終端時刻をT， 加法性評価を

刑= ; εh剛 (5.4 1) 

とする. また， 固定終端問題の最適解や最適評価には*印を付け， 自由終端

問題の最適解や最適評価には料印を付ける.

(a)終端時刻は， 自由終端問題では任意の整数となり， 固定終端問題では

η1以上の整数となる.

(b)自由終端問題に式(5.2)の制約条件を付加すると固定終端問題になるの

で， 固定終端問題の実行可能解は自由終端問題の実行可能解に含まれる. よっ

て， 最適化問題の一般的性質より， 最適評価の聞には同ーの有限なγ(芝川)に
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対して次の関係式が成立する.

J*(ァ)どJ“(ァ) (5.42) 

(c)固定終端問題および自由終端問題の終端時刻Tとァ+1における最適評

価の聞には， それぞれ次の関係式が成立する.

J*(ァ)三J*(T+1) (5.43) 

J料(T)三J叫(ァ+1) (5.44) 

固定終端問題では， 原点零は平衡点、であるから， 終端時刻Tにおける最適解

に入力ü(ァ)=0を加えたものが， 終端時刻T+1において文(ァ+1) = 0を満足

する実行可能解になってい ることより明らかである(式(5.43)) . 次に， 自由

終端問題では， 終端時刻における違いを明確にするために， 終端時刻がァの

ときの最適状態を号車(t)， 最適入力をaア(t)とすると，

r-l 

J“(ァ+ 1) = L h(文;�1(t)，百九l(t))+h(文;:1(ァ)，Ü;�l ( T)) 
t=O 
r-l 

>玄h(文;� 1 (t)， ü;� 1 (t) ) 
t=O 
r-l 

> 乞h(号車(t)，üア(t)) 
t=O 

= J材(ァ) (5.45) 

となり， 式(5.44 )が導か れる. すなわち， 終端時刻ァとァ+1での最適評価の

大小関係は，固定終端問題と自由終端問題では逆になる.

(d) (b)，(c)より，ァ→∞のとき，最適評価J*(T)とJ“(T)は共に収束する.

よって， 式(5.2)より， x**(ァ)→0，ü**(ァ)→0となれば， 式(5.2)の制約条件は

自由終端問題においても自動的に満足されるから， 二つの問題は一致し，

J噂(∞)= J料(∞) (5.46) 

となる. なお，文(t)ヂ0， Ü(t) # 0のときh(文(t)， Ü(t)) > 0である場合には， 式

( 5.46)は常に成り立つ.

5.4 正則型LQ最適制御問題の新解法
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第3章では， 終端状態固定条件を満足する入力の一般形を用いることによ

り， 正則型LQ最適制御問題の解を求めた. ここでは， 固定終端正則型LQ

最適制御問題に対し， 前節で求めた最適性の条件を用いた新解法を示す. す

なわち， 式(5.6)において

川文(t)I(t))=; {文(特却)+白川ü(t)} (5.47) 

なる二次形式評価を考える. ここで，QはηXn半正定対称行列， 長はmxm

正定対称行列とする.

この問題にラグランジュの未定乗数法を適用すると， 式(5.3)と

入(t)= Q文(t)+λス(t+ 1)  (t = 1， . ・ ・， nl + q - 1 )  (5.48) 

Rü(t) = -Eス(t+ 1 )  (t = O，...，nl +q - 1 ) (5.49) 

なる二点境界値問題が得られる. ここで， 境界条件は初期状態文(0)と零終端

状態式(5.5)である.

[ 1] t = p， . . . 
， nl + q - 1 のとき(第三相)

この区間の最適入力は， 式(5.22)となる.

[2J 中間条件え(p)

式(5.28)より， 中間条件は

入(p)= P(p)文(p) (5.50) 
nl+q-l 

P(p) = 玄(Jot-p)'{Q + (Aγ長A*}Jot-P (5.51 ) 
t=p 

となる. 明らかに， P(p)は半正定対称行列となる.

[3] t=q，...，p-1のとき(第二相)

式(5.34)のんは

h=; {文(t)'Q榊)+2文州

Q(t) = Q + F(t)'長F(t) (5.53) 

St(t) = F(t)宜Wt(t) (5.54) 

Rt(t) = Wt(t)'RWt(t) (5.55) 
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となる . したがって， 二点境界値問題は， 式(5.33)と

入(t)= Q(t)文(t)+ St(t)Vt(t) +λ(t)ス(t+1) (t=q+1，"'，p-1) (5.56) 

St(t)没収)+長t(t)Vt(t)+ Bt(t)ス(t+ 1) = 0 (t = q， .・・，p - 1) (5.57) 

となる . 明らかに， Q(t)はηXn半正定対称行列 ， St (t)はηXmt行列であり，

式(5.32)より 長t(t)はmt X mt正定対称行列である . 式(5.50)， (5.51)の中間条

件がこの区間の境界条件となるので， 二点境界値問題はηxn対称行列f>(t) 

を用いたリカッチ変換

入(t)= Þ(t)文(t) (5.58) 

により解くことができる. すなわち， リカッチ方程式

Þ(t) = Qo(t) +λ。(t)'Þ(t+ 1)λo(t) -λo(t)'Þ(t + 1)忌t(t)

・{ Rt(t) + Bt(t)'f>(t + 1)忌t(t) }一lBt(t)'f>(t+ 1)λo(t) (5.59) 

Qo(t) = Q(t)一色(t)'長t(t)一lSt(t)' (5.60) 

λo(t) =λ(t) -Bt(t)'長t(t)一lSt(t)' (5.61) 

の半正定対称解Þ(t)を用いると， 最適入力は

ü*(t) = F(t)文(t)+ Wt(t)可(t) (5.62) 

マ;(t) =一{長t(t)+ i3t(t)'Þ(t + 1)忌t(t) }一1{ i3t(t)'Þ(t + 1)λ(t) + St(t)' }文(t)

(5.63) 

となる.

[ 4 ] t = 0， .. . ， q - 1 のとき(第一相)

この区間では， 式(5.3)と

入(t)= Q文(t)+λス(t+ 1) (t = 1ぃ・. ， q - 1) ( 5.64 ) 

Rü(t) = -Eス(t+ 1) (t = O，"'，q -1) (5.65) 

なる二点境界値問題となり， 初期状態文(0)と第二相の二点境界値問題を解い

て得られる

入(q) = P(q)文(q) (5.66) 
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が境界条件となる. よって， この二点境界値問題も式(5.58)のリカッチ変換に

より解くことができる. すなわち， リカッチ方程式

P(t)=Q+λ'P(t + 1)λ-λ'P(t + 1)E{長+E'P(t + 1)E }一lE'P(t+ 1)λ 

(5.67) 

のnxη半正定対称解P(t)を用いると， 最適入力は

ü*(t) =一{長+E'P(t + l)E } -lE'P(t + 1)λ文(t) (5.68) 

となる.

明らかに， 本解法による結果は第3章の結果([定理3. 1 J)と一致し， 評

価の最小値は

町村)=ド(州0)針。) (5.69) 

となる.

このように， 正則型LQ最適制御問題に新しい最適性の条件を適用する

ことにより， その解析的な最適制御を求めることができた. しかし， このよ

うな場合はまれであり， 一般の評価に対する最適制御問題では， 制御の全区

間にわたり 数値的なオープンループ形式の最適制御しか求めることができ

ない場合が多い. これに対し， 加法性評価に対する固定終端最適レギ、ュレー

タ問題では， 新しい最適性の条件より， たとえ制御区間の前半は数値的な

オープンループ形式の最適制御しか求 まらなくても， 制御区間の後半は必

ず、デ、ッドビート制御の特別なゲインによるフィード、バック形式となる. なお，

このゲインは評価に依存しない. さらに， 前半は誘導された自由終端最適レ

ギュレータ問題となるので， オープンループ形式の最適制御の求解も容易となる.

5.5 正則型LQ最適制御の十分性

ここでは， 二次形式評価の特徴を用いて前節の最適制御の十分性を証明す

る.

[ 1] t = p，・・・，nl + q - 1のとき(第三相)
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まず，零終端状態式(5.5)を用いず に式(5.11)の変換された一般的な入力を

用いる. 式(5.12)より

文(t)= Jot一号(p)+ 玄 Jot-JEv(j -1) 
J=p+l 

を得る. 一方，この区間の評価J3(nl+ q)は

J3(nl+q) = j z[却冷却)+ ü(t)及的)]

- ft-W)+AY(t)目的)+ A*x(小

。(t)=文(t)'{Q -(AγA・}文(t)一文(t)'(Aγü(t)

-ü(t)'A*文(t)+ ü(t)'(長一Im)ü(t) 

とおくことができる. 式(5.11)を式(5.72)に代入してまとめると，

(5.70) 

(5.71) 

(5.72) 

。(t)=文(t)'{Q+ (Aγ長A・}文(t)-2文(t)'(A・)'長マ(t)+ v(t)'長マ(t) -v(t)'v(t) 

(5.73) 

となる. ここで，文(nl+ q)以後のすべての状態が零になる入力w(t)(前節の

最適入力はこの条件を満足するので，w(t)の集合は空集合ではない)に対し

ては，t = p，・・・Fη1+q-1のとき v(t)= 0より，

文(t)= Jot-p文(p)

となるので，式(5.73)より

8(t) = 文(t)'{Q + (A *)'RA*}文(t)

(5.74) 

= 文(p)'(Jot-P)'{Q + (Aつ'RAづJot-p文(p) (5.75) 

が得られる. したがって，J3(nl + q)は

ゐ(η1+q)=; n 芝1 {W(t)+AY(t)}F{w(t)+AY(t)}]+ト(p)'Þ(が(p) (5.76) 

となる.

[ 2 ] t = q， 
.・・，p -1のとき(第二相)
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この区間の評価J2(η1+ q)は， 式(5.52)より

J2(n1+q)= jz [文例却)+包(t)'Ilü(t)]

一 ;岩z 倖阿仰剛阿(れ肋仰叫tのげ)'

となる. ここで， よく知られているリカッチ方程式の性質より

Jゐ2川) = ;宅z州+K叱町即附;(仰川(れ例附tの)

仰州) +叫K町; (いt榊州)決州同剛支刻却刷(れ例tの)} + j主伊拘文刻杓刺(ωωqりd川)'印内'p
K :χ(tけ)= {Ï長ït(れ例tの)+忌t(れ例tリ)'P(いt+ 1り)忌t(れ例tの)冷}一→1{忌t(い肋tの)'P(れt+ 1リ)λ (れt) + Ï長ït(れ例tの)'} (5.79) 

となる.

[ 3] t = 0，・・" q - 1のとき(第一相)

この区間の評価J1(η1+ q)は， リカッチ方程式の性質より

J1(nl + q) = j器z 倖何同州(れ肋岬tけ)

= j岩2 仰

. { 百(い例tけ)+ K 彬(れt)支(い例tの)川} 

十( 州0同(0) 一 ;与折伊文刻杓刺(ωωqり)'P向旬P釘向州(ωωqり州)津文
K 事 (いt)= [ 長(れ例tの)+ E'P(いt+ 1り)E町]-一 lE'P(れt+ 1り)λ 

となる.

よって，[1J"-I[3Jより

J(nl + q) = J1(nl + q) + J2(nl + q) + J3(nl + q) 

= ;老z 仰

+→;三E芝1ヤ{ド予川州tパρ(いωtの)+ Kt(t)文(t)}'{長t(t)+ Bt(t)'P(t + 1)忌t(t)} 

(5.80) 

(5.81) 

. {Vt(t) + Kt(t)文(t)} 

+jn 芝い)+ A*x(t)}'{w(t) + A*x(小 ト(州

(5.82) 
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となる. すなわち， 正則型LQ最適制御の十分性が明らかとなる.

5.6 一入力系の場合

一入力系の場合は多入力系においてm == 1とすればよいが， 第2章より明

らかなように， L uenbergerの可到達正準形に変換する必要がなく， [一入力デッ

ドビート原理]も二つの相にしか分かれない. ここでは， 一入力系の場合に

ついて簡単に述べる.

制御対象として， 式(2.1)と同じ次の可到達な一入力線形定常ディジタル制

御系を考える.

x(t + 1) == 
Ax(t) + bu(t) 

このとき， 終端状態固定条件

(5.83) 

x(n + q) == 0 (5.84) 

のもとで， 半正定の加法性評価

、、.，f'，71v
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h(x(t) ， u(t))三0 (5.85) 

h(O，O) == 0 

を最小にする最適入力u*(t) (t == 0，'・・，n+q-1)を求める固定終端最適レギュ

レータ問題を考える.

このとき， 基本構造と新しい最適性の条件は次のようになる.

[ 1] t == q，・・'，n+q-1のとき

この区間を， デ、ッドビート区間と呼び， 次の一連の変換をデッドビート変換

と呼ぶ. 簡単のため

W == [ b Ab ... A n-l b ] 

Wi==[bAb ... Ai-1b] (i==l，.・" n -1) 

唱EAnu-a

nui

 

+

叫

η
 

u
 一一u

 
w
 

oυ
 

一一V
 

(5.86) 
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とおく . こ こで， WはηXn可到達性行列， WiはnX 1行列， ViはnXη 
行列， UはnX 1ベクトルであり， Vo==O， Vn==W とす る. 式(5.83)より，

i == 0， . . . ， n のとき， x( q + i)は

x(q + i) == A'x(q) + ViU (5.87) 

となる.よって， 可到達性 の条件よりW(== Vn)は正則であるから， '1， == nと
おくと， 終端状態固定条件 式(5.84)より求まる方程式

Anx(q) + WU == 0 (5.88) 

は， 任意のx(q)に対し一意的 な解合を持ち，

。==-W-1 A nx(q) (5.89) 

となる. 式(5.89)より， 第t成分のみが1で他は零なる1 Xη単位ベクトルを
eiとおくと， t ==q， ...，n+qー1に対して

合(t) == -en_t+qW-1Anx(q) 

x( t) == (At-q - Vt_qW-1An)x(q) 

(5.90) 

(5.91) 

となる. 一方， 式(5.89)を一意的に定まる 一定ゲインの状態フィード、バックで
表わすと， t == q， .・・ ，n+q- 1に対して

合(t) == kd x ( t ) 

kd二一[ 0・・・o 1 ]W-1An 

となることが知られている52) 式(5.92)より，

x(t) == (A + b�)t-qx(q) 

台(t) == �(A + b�)t-qx(q) 

(5.92) 

(5.93) 

(5.94) 

(5.95) 

となる. (なお， 式(5.91)と式(5.94) が等価であることの証明は， 付録A参照.) 

[ 2] 中間条件入(q)

任意のx(q)に対し， 中間条件入(q)は， 式(5.91)を用いる場合は

入(q) ==玄 1
{V一山一1A n)' ð誌- (enーt+qW-1An崎} (5.96) 
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となり， 式(5.94)を用いる場合は

n+q-l - θh . 1 ，θh 入(q)=乞{(A+ bkd)t-q}，{一一一 +� 一一} (5.97) 
θx(t) θ台(t)

となる. ここで， h はん(x(t)，û(t))を簡略化した表現であり， 以後同様とする.

式(5.90)と式(5.95)が同ーの式であることより， 式(5.96)と式(5.97)が同ーの

条件であることは明らかである.

なお， この方法は二点境界値問題を直接解いた場合であるが， 終端状態固

定条件を満足する入力の一般形を用いて元の固定終端問題を変換し新しい

終端状態x(q)が自由な問題を求めると，

J(n + q) = J1(n + q) + H(x(q)) (5.98) 

J1(n + q) =玄h(x(t)，u(t)) (5.99) 
t=O 

H(x(q)) =乞h(x(q+ i)， û(q + i)) (5.100) 
ー=0

において式(5.98)を最小化する問題となる. この新しい問題に前と同様にラ

グランジュの未定乗数法を適用すると，

H(x(q)) n�ー1 θん rθん入(q)= =乞{(A+ bkd)t-q}，{一一 +kd一一} (5.101) 
θx(q) t=q θx(t) θ台(t)

となり， 式(5.97)と一致する.

[ 3] t = 0， . . . ， q - 1のとき

この区間を， 評価依存区間と呼ぶ. [2]の中間条件が評価依存区間の境界

条件となる. すなわち， t = 0，・・・，q-1において式(5.83)と

， θh 
入(t)= A'入(t+ 1) +一一 (t = 1，・・・，q-1) (5.102) 

θx(t) 

0=品+州+1) (t=0，... ，q-1) 山

なる二点境界値問題を， 初期状態x(O) と新しい終端条件入(q)のもとで解く

自由終端問題となる.
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5. 7 あとがき

本章では， 多入力線形デ、ィジタル制御系に対する固定終端最適レギュレー

タ問題について述べた. まず， 一般の加法性評価に対し， 有限の制御時間で

状態を零にする固定終端レギュレータが満足すべき基本構造を明らかにした.

この問題は三つの区間に分かれ， 第一相では新しい終端が自由な誘導された

自由終端最適レギュレータ問題， 第二相では新しい制御対象と評価， および

入力の構造が時変となるような誘導された自由終端最適レギュレータ問題と

なり， 第三相では評価に依存しないデッドビート制御の特別なゲインによる

フィード、バック制御となる. すなわち， 固定終端レギュレータの最適性の条件

は， 特別なデ、ッドビート制御と誘導された自由終端レギュレータの最適性の

条件で表現される. したがって， 評価が具体的に与えられでも解が解析的に

求まらないような場合でも， 後半は必ず、デ、ッドビート制御の特別なゲインに

よるフィード、バック形式となり， そのゲインは評価に依存しない. また， 固定

終端問題と自由終端問題の比較を行い， 固定終端問題と自由終端問題では整

定時間を長くしたときの最適評価の大小関係が逆になり， 同じ整定時間に対

しては固定終端問題より も自由終端問題の方が最適評価が小さくなることを

明らかにした. 次に， この新しい最適性の条件を用いた正則型LQ最適制御

問題の新解法を示した. さらに， 二次形式評価の特徴を用いて， 最適制御の

十分性の証明を行った.
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第6章 デッドビートレギュレータの設計法

6. 1 まえがき

本章では， 状態フィードバックにより すべての状態を有限時間で零に整定

させるデ、ッドビートレギュレータの体系的設計法を示す.

第6. 2節では， 問題の設定を行う. 第6.3節では， まず， 新しい指数を定

義し これを用いてフィードバック系のシステム行列が相似となり得るすべて

のベキ零ジヨルダン行列を求める定理を導く. 次に， この定理と重複した極の

指定が可能な極配置問題の一般解58)より， デ、ッドビートレギュレータの一般

形を求め ， その一般的な構造と一般的な整定時間を明らかにし， 設計の自由

度を陽に示す. 第6.4節では， 前節で定義した 指数とベキ零ジヨルダン行列

の細胞の次数の関係を図式的に示す. さらに， これを用いて， フィード、バック

系のシステム行列が相似となり得るベキ零ジヨルダン行列の細胞の次数と制

御対象の可到達指数の族との聞に成立する簡潔な 関係式を導く. 第6.5節で

は， 一般形を用いてオーバーシュートを最小にする最適設計法を示す. ところ

で， 一般形の設計ノ〈ラメータは冗長である. そこで， 第6.6節では， 一般形

のうちで， フィード、バック系のシステム行列が特別な(そのジヨルダン細胞の

次数が制御対象の可到達指数の族と一致する)ベキ零ジヨルダン行列に相似

となる場合に対しては正準形が存在することを示し， そのときの正準形を求

める. さらに， この手法を他のベキ零ジヨルダン行列に相似な 場合に拡張す

るが， これらの場合にはある制限が必要となる. 第6.7節では， 計算遅れが

あるデッドビートレギュレータの一般形と， その特別な 場合である予測j型デッ

ドビートレギ、ュレータ10)の一般形を求める. まず， 計算遅れがある場合を拡

大系を用いることにより計算遅れがな い場合に変換する. 次に， 新しい指数

を定義することにより， 拡大系の可到達指数の族を求め ， 拡大系のフィード

バック系のシステム行列が相似となり得るすべてのベキ零ジヨルダン行列を

求める定理を導く. これらの定理を用いれば， 計算遅れがあるデ、ッドビートレ

ギュレータの一般形や， 予測型デッドビートレギュレータの一般形を求めるこ

とができる. このとき， 予測型デッドビートレギ、ュレータの限界を明らかにする.
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6. 2 問題の設定

制御対象として， 第3章の式(3.1)と同じ次の可到達な線形定常デ、ィジタル

制御系を考える.

x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t) 
、、..

 
，，，

 
噌Eipo

 
〆'E・1

ここで， Bは最大階数m を持っと仮定するが， Aの正則性は仮定しない.

この制御対象に対し， mx n行列 Kによる一定ゲインの状態フィード、バック

u(t) = Kx(t) (6.2) 

によりフィード、バック系

x(t + 1) = (A + BK)x(t) (6.3) 

が有限の時間で零になるとき， 式(6.2)をデッドビートレギュレータと呼ぶ. 式

(6.3)より，

x(t) = (A + BK)tx(O) (6.4) 

となる. 任意の初期状態に対して式(6.2)がデッドビートレギュレータである

ための必要十分条件は， フィード、バック系のシステム行列A+BKが適当な

η×ηベキ零ジヨルダン行列に相似となることである11) そこで， 互い に相

似でないすべてのnxηベキ零ジヨルダン行列の集合況を代表元系と呼び，

この代表元系に関する補題を述べる. なお， 0' Reill y 11)は特別なベキ零ジヨ

ルダン行列だけを用いているが， これは十分条件ではあるが必要条件ではない.

[補題6. 1 ] ベキ零ジヨルダン行列は， そのベキ零ジヨルダン細胞(以

後， 細胞と呼ぶ)の数qと細胞の次数Pi(i = 1， • • • ， q)が決ま れば， 細胞の並べ

方の順序を除いて一意的に定まる. すなわち， Piを順序付けして

Pl +・・・+Pq = n 

n � Pl � ... � Pqど1

(6.5) 

(6.6) 

とし， Pi次の細胞J(Pi)を

o 1 
。υ

J(pi) = I 
・ ・

I (6.7) 
0 ・ 1

0 
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とする. 細胞の並べ換えは相似変換であるから， 代表元系況の任意の元Jは，

ブロック対角行列により

J = block diag {J(p1)" "，J(Pq)} (6.8) 

と表わすことができる. よって， Jは順序付けした正の整数の組(P1'・・・，Pq)と

一対ーに対応する.

なお， A+BKが相似となり得るすべてのJの集合?を解代表元系と呼

ぶ. このとき， デ、ッドビートレギュレータの解代表元系?と一般形を求める

問題は， 次のように定式化される.

[問題6. 1 ] 代表元系況に対して，

(A+BK)T= TJ (6.9) 

を満足するJとKとη×η正則行列Tを求めよ. このとき， 正則な T が存

在するすべてのJの集合が解代表元系狩となる.

6.3 一般形と整定時間

第3章の[補題3. 1 ]と同様に， 制御対象の可到達指数の族を

η1+・・・+nm=η 

n>η1 �..，どnmど1

とする. さらに， 制御対象式(6.1)は， 適当な座標変換

x(t) = Sl文(t)

u(t) = S2Ü(t) 

により， 次のLuenbergerの可到達正準形37)に変換することができる.

文(t+ 1) = (Jo + EA*)文(t)+ Eü(t) 

ここで， 各行列は[補題3. 1 ]と同じとする.

式(6.14)より， Kは次のようになる58)

K = S2(FG-1 -AつSl-1
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(6.10) 

(6.11 ) 

(6.12) 

(6.13) 

(6.14) 

(6.15) 



ここで，

G=Sl-1T (6.16) 

であり， FとGは， それぞれ

V1Jn1 
V2Jn2 

(6.17) 

vmJnm 

V1 
V1J 

V1Jn1一1

G= (6.18) 

Vm 

vmJnm-1 

となる. ここで， Vj(j = 1， .・・，m)は， フィードバック系の極CA+BKの唯一

の固有値零)に無関係な1 xη設計パラメータベクトルである. なお， Jはベ

キ零ジヨルダン行列であるから， FやGの成分は， V)の成分か零となる.

ところで， TとGは相似であるから， 式(6.15)が式(6.9)の解となるため

の必要十分条件は， Gが正則となるこ とである. そこで， Gが正則となる

Vj(j = 1，・・勺m)が存在するようなJの集合が， 解代表元系?となる.

[定義6. 1 ] Jに対して， 次のような零または正の整数を定義する.

α'j = rank J)-1 - rank Jj (6.19) 

ここで， Jは正の整数とする. なお， J = JoのときのαJを特別にα? とする.

このとき， Jに含まれるj次の細胞の数はα)-α)+1となる. なお， J三η+ 1

ならば恒等的にαj = 0である. さらに

α1+・・・ +αPl = n 

q=α12三・・・>αPl > 0 
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であり，J三P1+ 1ならばαj = 0となる.明らかに，(P1"・・， Pq)と(α1，.・・7αPl)は
一対ーに対応する.また，(α??・・・'CY�l)は制御対象の可到達指数の族(n1，' "，叫n)
より一意的に定ま る. 明らかに

αi+・・・+α;1 =η 

m=α?三・・・どα:1>O

(6.22) 

(6.23) 

であり， J三n1 + 1ならばα?=0となる.

[定理6. 1] Jが解代表元系? の元であるための必要十分条件は， 式
(6.24) f"V (6 .26)となる .

α1 +・・・+αn = n (6.24) 

α1さ・・・三αn どo (6.25) 

α1 +・・・+αj三αi+・・・+α? (j=13・・・?η1) (6.26) 

このとき， 式(6.26)より細胞の数q (唯一の固有値零の幾何学的重複度)と細
胞の最大次数P1(最小多項式の次数)は， それぞれ

l::;q::;m 

n1 ::; Pl ::;η 

となる.
[証明] 付録C参照.

(6.27) 

(6.28) 

• 

[定理6. 1 ]より， 解代表元系狩は制御対象の可到達指数の族(nl' . .・，nm)
のみに依存することが分かる. また， デ、ッドビートレギ、ュレータの一般形は，

次の手順で求められる.

[手順6. 1] 

[1 ] 次の手順で， 解代表元系?を求める.
(1)制御対象の可到達指数の族(n1' ..・，nm)を求め， Joを決定する.
(2) Jo の j次の細胞の数(=α?-4+1)を求め，αi=mを用いていし.. ，ペ)

を決定する.
(3) [定理6. 1 ]を満足する(α1，. .・3αn)を求める. なお，αβ>0でαβ+1 = 0 
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のときß = P1となる.

(4)α3一α)+1をj次の細胞の数 とするJを求める. このとき， (Pl，"'，pq)が

一意的に定まる.

(5) (3)と(4)を[定理6. 1 ]を満足するすべての(α1，.. . ， Q'n)に対して繰

り返す. なお， この繰り返し回数は有限である.

[2] �*の一つの元Jに対して， 一般形(式(6.16)"-'(6.18))を求める. さ

らに， これらの直和を求める. なお， P1が同一の元Jに対してのみ直和を求

めると， それは整定時聞を定め たときの一般形となる.

特に， 整定時聞が最短の場合 と最長の場合には， [定理6. 1 ]より次の定理

が 成立する.

[定理6. 2] 

[ 1 ] 整定時聞が最短 であるために J が満足すべき必要十分条件は， 式

(6.29)"-'( 6.31)となる.

α1+・・・+αnl = n (6.29) 

α1ど・・・どαnl > 0 (6.30) 

α1+・・・+α3 三αi+・・・+αj (j= 17・・・，n1- 1) (6.31) 

明らかに， P1 = n1であるが， qやP2，・・・，Pqは 一意的には定まらない.

[2] 整定時間が最長 であるために Jが満足すべき必要十分条件は，

q = 1， αi=l(i=l ，.・・，n) (6.32) 

となる. 明らかに， P1 =ηである. 国

[定理6. 1 ]や[定理6.2]では， dやαzを求めなければならない. し

かし， 次に示す十分条件 より， 解代表元系狩の一部の元を(n1，・・・，nm)より

すぐに求めるこ と が できる.

[系6. 1] (十分条件) (nJ，' . " nm)をq個の組に分割し， 各組の成分の

和を Piとする. これら を順序付けして(PJ，. . . ，Pq)とする.
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[系6. 2] (十分条件) [系6.1 ]において，

q=m7Pi=nz(t=13...?m) 

とする.

(6.33) 

従来の設計法 は， [系6.2 ]の場合を試行錯誤的に解くか 15)， FG-1=0

([系6.2 Jの特別な 場合)とおいている11)，12)，41)，42)

次に， 整定時間に関する定理を述べる.

[定理6. 3] 

[1 ] 整定時間P1は， 式(6.28)を満たす任意の正 の整数に指定できる.

[2] 最短整定時間 はη1である11)，12).[系6.2] ならば最短であるが， 逆

は成立しな い([定理6.2]の[ 1 J参照). 

[3] 最長整定時間はn である11)，12).[定理6.2 Jの[2 Jのと き ， そし

てそのときのみ最長となる.

[証明] [ 2 Jと[ 3 Jは， [定理6.1Jrv [系6.2 ]より明らかである.

P1 = ß (< n)のとき， [定理6.1 ]を満足する(α1， ...，a'n)が存在すると仮定す

る. このとき， 式(6.24)，(6.25)より

αλど2 ， 1 �三αλ+1

なる正の整数入(� ß)が必ず存在する. そこで，

&λ=αλ-1 

&ß+1 ==αβ+1 + 1 = 1 

(6.34) 

(6.35) 

(6.36) 

とおき， 残りのαJはそのまま匂とおく. 明らかに， この(&1，・..，a'η) は[定

理6. 1 ]を満足し， P1 == ß + 1 となる. よって， 数学的帰納法より [ 1 ]が成

立する. [証明終]

[例題3. 1 ] 可到達指数の族が(η1， n2， n3) == (3，1，1)の場合に対して， 解

代表元系の狩と整定時間P1を表6.1に示す. 最短時間デ、ッドビートレギュ

レータの一般形は， (α) と(b)の場合の直和と なる.
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表6. 1 解代表元系Wと整定時間Pl

q 

( a ) 3 

( b ) 2 

( c ) 2 

( d ) 1 

(Pl， ・・・ぅ Pq) 
(3， 1， 1) 

( 3 ， 2 ) 

( 4 ， 1 ) 

( 5 ) 

Settling Time 

3 (Minimum) 

3 (Minimum) 

4 

5 (Maximum) 

6.4 ベキ零ジヨルダン行列の直接的導出法

前節より， フィード、バック系のシステム行列A+BKが相似となり得る す

べてのベキ零ジヨルダン行列Jを求めることができる. しかし ，この方法で

は， 細胞の次数Pi はα?やαjを求めることにより間接的にしか 求まらない.

また， α3の物理的意味も明確でない. そこで， 可到達指数の 族(nl' . . . ， nrn) 
と細胞の次数(Pl'. . . ，pq)の直接的関係を示すことが望まれる. ここでは， 可
到達指数の族同から， 細胞の次数Piを直接的に求める 方法を示す.

まず" [定義6. 1 ]より，αjとPiの関係を図式的に考える.

[[定義6. 1 ]の図式的解釈]

η×ηのマス目 があるとする. このマス目を，η個の円で， 左から第1列に
α1個 ，・・・， 第j列にα3個，・・・， 第Pl列にαPl個のJI慎に上から埋めていくと，
図6. 1のようになる. このとき ，[定義6. 1 ]より， 上から第t行の円の和が

Pi (i = 1，・・. ， q)個となる. す なわち， 図の円の数を縦に数えるか横に数える
かの 違い が ，αJとあの違いとなる.
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。 。 . . . 。 Pl 

。 。 . P2 

. . 。

. . 

. 。

。 Pq 

α1 α2 αPl 

図6. 1 αJとPiの関係図

[定義6.2J 細胞の次数Piはq個しか存在しないが， 統一的に取り扱う

ためq< i三nなるtに対してPi= 0とおき， n個のPiを導入する. 同様に，

可到達指数の族同(i= 1，・・.，m)に対して，

P� = ni (i = 1， . 
. . ， m) (6.37) 

と定義し m < i � nなるiに対してp?=0とおき， n個のP?を導入する.

[定理6.4J 制御対象が与えられると，

P� +・・・+p:=η

口三piど・・・三P�三0

(6.38) 

(6.39) 

を満足するη個の零または正の整数の組(p�，.・\ば)が求まる. このとき， J 

が解代表元系?の元であるための必要十分条件は， 式(6.40) A./ (6.42)となる.

Pl+・・・+Pn =η (6.40) 
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nどPl ど・・・ 三Pn三o (6.41) 

Pl +・・・+Pi三p�+ ・・・+p� (i = 1， ・・・，n) (6.42) 

[証明] 付録D参照. • 

なお， [定義6. 2 ]より n個の零 または正の整数の組(Pl， . . " Pn)のうち

q(=α1)個の(Pl，'" ，Pq)のみが正の整数となり， これらが解代表元系?の元

Jの細胞の次数となることは明らかである. また， α1とPiは相補的な数であ

り，[定理6. 1 ]と[定理6.4]は相補的な定理である.

[定理6.4]より， フィードバック系のシステム行列A+BKが相似となり

得るすべてのベキ零ジヨルダン行列Jは， 次の手順で求められる.

[手順6. 2 ] 

( 1)制御対象の可到達指数の族(nl' ..・川m)を求め， (p�， . .. ，p�)を決定す

る.

( 2) [定理6.4]を満足するn個の零または正の整数の組(Pl， . . . ，Pn)を

求める.

( 3) (Pl'・・・，Pn)からPi= 0となる部分を除き， (Plゾ・" Pq)を決定する.

(4) (2)と(3)を[定理6.4]を満足するすべての(p!， • • • ，Pn)に対して繰

り返す.

ここで示したPiに関する条件は， Rose山rockの制御構造定理4)と本質的に

同ーの条件である. ここでは， この条件がデッドビート制御においても非常

に有効であることを明らかにするとともに， 本論文で定義した新しい指数α3

との関係を明確にした. すなわち，[定理6. 1 ]と[定理6.4]をうまく使

い分けることによって， デ、ッドビート制御系の設計が容易になる.

なお， Fahmyら44)もデ、ッドビートレギュレータの一般形を求めようと試み

ているが， そこでは最大可到達指数のみを用いているため， 解代表元系を正

確に求めてはいない. ここで示したように， 解代表元系を正確に求めるため

には， 可到達指数の族が必要である. たとえば， Fahmyらは， η=11， m = 5， 

η1 = 3なる例題において， 解代表元系の元が3 7個あると述べている. しか

し 可到達指数の族は制御対象に固有のものであり， 制御対象が決まれば可到
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達指数の族も一意的に定まる. たとえば， もし可到達指数の族が(3，3，3，1，1)な
らば， 解代表元系の元の数は3 4個であり， Fahmyらが示している(3，2，2，2ス)， 

(3，3，2，2，1)， (4，2，2，2，1)は解代表元系には含まれない. すなわち， Fahmyらの求
めた一般形は正確ではない. また， Fahmyらは状態のシステム行列Aの正則
性を仮定しているため， ディジタル制御において重要な計算遅れがある場合の
ように， 状態のシステム行列が固有値零を含む場合には適用できない. さら
に，本論文で示した一般形の表現形式は， Fahmyらの表現形式よりも簡潔である.

[例題6. 2 ] 制御対象の可到達指数の族が(n1，川町) = (4， 2， 2) の場合
に対して， フィード、バック系のシステム行列A+BKが相似となり得るすべ
てのベキ零ジヨルダン行列Jの (α1， " ' ， CYn)と(P1' . . . ， Pn)を求めると， 表6.

2のようになる. なお， (α?に・.， CY�)と(p�，・・・?バ)は表6.2の(α)の場合である.

表6.2 A+BKが相似と なり得るJの(α1， "'， CYn)と(Pl， . . . ， Pn) 

(α1， "'，α8) 

( a ) (3，3，1，1，0，0，0，0) 

( b ) (3，2，2，1，0，0，0，0) 

( c ) (2，2，2，2，0，0，0，0) 

( d ) (3，2，1，1，1，0，0，0) 

( e ) (2，2，2，1，1，0，0，0) 

( f ) ( 3 ， 1 ， 1 ， 1 ， 1 ， 1 ， 0 ， 0 ) 

( g ) ( 2 ， 2， 1 ， 1 ， 1 ， 1 ， 0 ， 0 ) 

( h ) ( 2， 1 ， 1 ， 1 ， 1 ， 1 ， 1 ， 0 ) 

( i ) (1，1，1，1，1，1，1，1) 
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(Pl， ・ ・・ヲ P8) 

(4，2，2，0，0，0，0，0) 

(4，3，1，0，0，0，0，0) 

(4，4，0，0，0，0，0，0) 

(5，2，1，0，0，0，0，0) 

(5，3，0，0，0，0，0，0) 

(6，1，1，0，0，0，0，0) 

(6，2，0，0，0，0，0，0) 

(7，1，0，0，0，0，0，0) 

(8，0，0，0，0，0，0，0) 



表6.2より，[定理6.1 ]からαjによって間接的に求めたPiと[定理6.4]

から直接求めたPiはまったく同じであることが分かる. よって， システム行列

A+BKが相似となり得るベキ零ジョルタずン行列Jの細胞の次数(Pl，・・・，Pr)は，

(4，2，2)， (4，3， 1)，(4，4)，(5，2，1)， (5，3)，(6， 1， 1)，(6，2)， (7， 1)，(8) 

の9通り存在する. このうち， [系6.1 ]から求まるものは

(4，2，2)，(4，4)，(6，2)， (8) 

の4通りしかなく， また， [系6.2]から求まるものは

(4，2，2) 

だけである. 整定時聞が最短となる場合の1つである(4，3，1)は， [系6. 1 ]か

ら求めることはできない

6.5 最適設計法

デ、ッドビートレギュレータの一般形が求まったので， 準ニュートン法などを

用いて， 試行錯誤を行うことなくオーバーシュートを最小化することができ

る. ここでは， 次の二つの場合を考える.

[評価1 ] 初期状態が既知の場合には， x(t)の成分の絶対値の最大値を最

小化する.

[評価2J 初期状態が未知の場合には， オーバーシュートは初期状態に依

存する. そこで， どのような初期状態に対しでも， オーバーシュートがある

程度小さいことを保証する評価を用いなければならない. ここでは， 式(6.4)

の係数行列(A + BK)fの成分の絶対値の最大値を最小化する. なお， この最

小値をMoとする. この場合の最小化法の概略は， 次のようになる.

[最小化法の概略] (A + BK)tの第(i，j)成分をe(t，むj)とおき，

-M三e(t，i，j) � M 

の制約の下でMを最小化する. すなわち，

Minirnize M 
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M - e(t，i，j)三O

M+e(t，i，j)三0

subject to 

なる数理計画問題として定式化し， 適当なアルゴリズムを用いて最適解Mo
とそのときのvjの第t成分与を求める.
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まず:， Sebakhyらと同ーの評価を考える. すなわち， 初期状態x(0) = [ 1 1 1 1 1 J' 
のもとでx(t)の第5成分xs(t)のみに着目して， そのオーバーシュートを最小

このときの最適フィードバックゲインKは，
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化する.

となる. この応答をSebakhyらが試行錯誤的に求めた中での最良の応答と比
較して図6. 2に示す. 明らかに， 応答が改善されている.

次に， [評価2Jを考える. このときの最適フィード、バックゲインKは，
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また， Mo = 1.0となる.となる.
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X 5 (t) 。 本設計法による最適解
一-...一一 Sebakhyらの最良解
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図6. 2 本設計法とSebakhyらの設計法の比較

6.6 正準形

前節までに， デ、ッドビートレギ、ュレータの一般形を求めたが， 一般形の異な

る設計パラメー夕刊に対してFG-1が同一になる場合があるため， これらの

設計パラメー夕刊は冗長である. さらに， 行列Gの正則性の判定や逆行列の

計算が必要となるため， 最適化計算は複雑となる. ところで， Sebakhyら45)

は， n = 3， m = 2の簡単な数値例において， 最短時間デッドビートレギュレー

タが互いに独立な設計パラメータの線形結合で表現されることを示した. こ

の表現形式は非常に簡潔であるので， これを正準形と呼ぶことにする. ここ

では， 正準形について述べる

6.6. 1 [系6.2Jの場合(J = Joの場合)

先に述べたSebakhyら45) の例題は， この場合にあたる. また， 最短時間

デ、ッドビートレギ、ュレータの従来の設計法は， この場合を試行錯誤的に解く

か15)， FG-1 = 0 ([系6.2]の特別な場合)とおいている11)，12) このとき，

次の定理が成り立つ.
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[定理6. 5] J = Joの場合の一般形に対して， FG-1の成分は次のよう

における.

[1] Fの第(i，j)成分が恒等的に零ならば， FG-1の第(i，j)成分も 恒等

的に零となる.

[2] Fの第(i，j)成分が恒等的に零 でな いならば， FG一1の第(i，j)成分

を互いに独立な設計ノ〈ラメータとすることができる.

よって， ゲインKは互いに独立な設計パラメータの線形結合 で表現できる.

[証明] 付録E参照. . 

6.6. 2 JヂJoで[系6. 1]の場合

この場合には， Sebakhyら45)の例題でも 一般的な正準形を求めること はで

きな い . しかし， [系6. 1 ]においてVJにある制限を加えた部分集合に対し

ては， 正準形を求めることができる.

J = Joの場合には， 式(6.18)の Gが次の性質を持つために， 正準形が存在

した.

[1] Jo はm個の細胞よりなり， 各細胞の次数 は円(j = 1，・・.，m)である.

[2] Gはm個のηj x n部分行列 よりなり， 上から下へ部分行列の大きな

ものから小さなものへと並んでいる. さらに， 各部分行列の中 では， 上から

下へ Jのベキ乗系列 (Vj ，VjJ，・・.， vjJnj-l)の指数が一つ ず、つ増加している.

J手Jo で[系6. 1 ]を満足する J は， 次の性質[ 3]を持つから ， [4]のよう

にVJを制限する. な お， 設計パラメー夕刊の代わりに用いる新し い設計パ

ラメータを科と おく.

[ 3] [系6. 1 ]のJ(ヂJo)はq個の細胞よりなり， 各細胞の次数 はめ(j = 

1，・・.，q)である.

[4] Gの行を適当に並べ換えることにより， Gをq個のめ×η部分行列に分

割し上から下へ部分行列の大きなものから小さなものへと並べることができ

る. さらに， [系6. 1 ] より各部分行列の中には， 単独 あるい は複数個のベキ乗

系列が存在するようにできる. そこ で， 各部分行列の中の複数個のベキ乗系列

が， あたかも単独のベキ乗系列になるようにVJを制限して， 上から下へ 指数が

一つず、つ増加するように並べ換える. たとえば， Pl =η1 +n2 のとき ， V2 = V2Jn1 
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と制限し ベキ乗系列を上から下へV1，V1ム・・\V1JnIJ2Jn1+11・・・， V2JP1-1とす
るか， V1 = V1Jn2と制限し ， V2，V2J， ・・・，V2Jn2??1Jn2+13・・・?予1 JPl-1とする. この
ことは， 本来は異なっている Jの細胞の次数とベキ乗系列の長さが同じにな

るようにV3に制限を加えることにより， 一般形に含まれる 非線形の部分を取
り除くことを意味する . このような制限と並べ換えにより，[定理6.5Jと同
様にして正準形が存在することを証明できる. 一般的に述べるのは非常に煩
雑となるので， 例を挙げて示す. なお，[定理6. 1 Jは満足するが[系6. 1 J 

を満足しない場合には， この方法は適用できない

[例題6.4J

[ 1 J [例題6. 1 Jの(α)の場合(J = Joの場合)
正準形のFG-1は次のようになる.
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[ 3 J [例題6. 1 ]の(d)の場合
この場合は， 制限の仕方により次の6通りの正準形が存在する.

( 1) V1 =予1J2，V2 = V2Jに制限した場合

1000001 
FG-1 = I * * * 0 0 I 
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( 2) Vl =予lJ2，V3 =予3Jに制限した場合

100000| 
FG-1 =取** 0 * ホ** 0 0 

( 3) V2 = V2J4， V3 = V3J3に制限した場合

(000**l FG-1 
= I 0 0 0 0 0 

o 00* 0 
( 4) V2 = V2J3， V3 = V3J4に制限した場合

1000* 1 FG-1 
= I 0 0 0 0 * 

o 0 0 0 0 
(5) Vl = V1J，V2 = V2J4に制限した場合

[000*0| 
FG -

1 
= I 0 0 0 0 0 * * * * 0 

(6) Vl = V1J，V3 =マ3J4に制限した場合

10000 1 FG-1 
= I * * * 0 * 

o 0 000 

整定時聞が最長の場合の正準形は，整定時聞が他の場合の正準形も含んで

いる. したがっ て，整定時間を指定しなければ最長整定時間の正準形のみを

考えればよい. さらに，正準形のFG-1
は制御対象の可到達指数の族のみに

依存する. これらが一般的に成り立つことは， 正準形を求める手順より明ら

かである.

正準形は，一般形と違ってすべての場合を表現することはできない. しかし設

計パラメータが独立となり簡単な線形表現が可能なうえ，行列の正則性を考えた

り逆行列を求めたりする必要がないので，準最適化を簡単に行うことができる.
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6. 7 計算遅れがある場合の一般形

これまでは， 計算が瞬時に可能と考えたが， 制御対象の次元が大きいよう
な場合には計算遅れを考慮しなければならない10) ここでは， 計算遅れがあ
るデ、ッドビートレギュレータの一般形と， その特別な場合である予測型デッド
ビートレギュレータ10)の一般形について述べる.

6.7.1 計算遅れがある状態フィードパック

[ 1 ] 拡大系の状態フィードパック

次元の大きい系や時定数の短い系などを制御する場合には， 計算時間の遅
れが無視できなくなる場合が生じることがある. そこで， 1サンプルの 計算
遅れがあり， 1サンプル前の状態x(t -1)と入力u(t - 1)を情報として用いる
場合について考える.

制御対象に対して， mxn行列K1とmxm行列K2 によるx(t -1)とu(t -1) 
よりのフィードバック

u(t) = KIX(t -1) + K2u(t - 1) (6.43) 

を用いる. このとき， 制御対象の状態x(t)と入力u(t)を新たな状態とする拡
大系は
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となる. さらに，
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(6.46) 

なる拡大系に
w(t) = K文(t) (6.47) 
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なる拡大系の状態フィードバックを行ったことと等価となる. このとき， 拡大

系のフィード、バック系は

主(t + 1) = (Â + ÎfK) 文(t) ( 6.48) 

となる. このようにして， 1サンプルの計算遅れがある場合が， 拡大系の計

算遅れがない場合に変換される. 計算に数サンプル必要な場合にも同様に計

算遅れがない問題に変換できる.

なお， 式(6.48) が有限時間で零になるとき， 式(6.43) を計算遅れがあるデッ

ドビートレギュレータと呼ぶ. 式(6.43) が計算遅れがあるデ、ッドビートレギュ

レータであるための必要十分条件は， 拡大系のフィード、バック系のシステム

行列 A+BKが適当な(n + m) x (n + m) ベキ零ジヨルダン行列に相似となる

ことである. そこで， 互いに相似でない (n + m) x (n + m) ベキ零ジヨルダン

行列の集合貨を拡大系の代表元系と呼ぶ.

[2 ] 拡大系の予測型フィードパック

u(t) = Kx(t)が実現不可能な場合， 単純にu(t) = Kx(t - 1) としたのでは，

フィードバック系の安定性が保証されない. そこで， 式(6.1) を1サンプル遅

らせた

x(t) = Ax(t - 1) + Bu(t - 1) (6.49) 

を予測式として用いることがある10) すなわち， 制御対象に対して， m x n 

行列Kによるフィード、ノくック

u(t) = KAx(t - 1) + KBu(t - 1) (6.50) 

[:;:::|=[ニニ|[:;| (6.51) 

となる. さらに，

C = [A B] (6.52) 

とおき， 拡大系の仮想的なηx 1出力ベクトルを

y(t) = c文(t) (6.53) 
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とおく. このとき，式(6.51)は式(6.46)なる拡大系に

w(t) = Kタ(t) (6.54) 

なる拡大系の出力フィードバックを行ったことと等価である. このときのフィー

ド、バック系は

文(t + 1) = (Â + :BKê)文(t) (6.55) 

となる.

ところで， 式(6.51) (すなわち，式(6.55))に
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なる相似変換を施すと
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(6.57) 

が成り立つので，式(6.51)の極はA+BKの固有値とm個の零となる. なお，

このm個の零は， 式(6.53)では不可観測である.

式(6.55)が有限時間で零になるとき， 式(6.50)を予測j型デッドビートレギュ

レータと呼ぶ. 式(6.50)が予測型デッドビートレギュレータであるための必要

十分条件は ， 予測型のフィード、バック系のシステム行列λ+ :BKとが適当な

(η+m) x (n+m)ベキ零ジヨルダン行列に相似となることである. そこで ， こ

のようなベキ零ジヨルダン行列の集合長を予測j型の代表元系と呼ぶ. 灸が会

の部分集合であることは明らかである.

なお， 拡大系の代表元系況に対しては，貨の任意の元をJ， Jの細胞の次

数をふ とし， [補題6. 1 ]においてPiをふ， JをJ， nを(n+ m) ， 況を貨と

読み換える. さらに， 予測型の代表元系貨の任意の元をjとし， Jの細胞の

次数をPiとする.

また ， A+BKが相似となり得るすべてのjの集合介を拡大系の解代表

元系と呼ぶ. さらに， A+BKCが相似となり得るすべてのjの集合介を予

測型の解代表元系と呼ぶ.
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6.7.2 拡大系の可到達指数の族

[定義6. 1 ] より， 計算遅れがな い 場合のα? は

αi=m 

αj = rank [B AB AJ-l B] - rank [B AB ... Aj-2B] 

(j = 2，."， n) (6.58) 

と等価となる. 4 に対 応する式(6 . 46) の拡大系の 勾 は， 式(6.45)より次のよ

うになる.

&i = rank S=m 

&j = rank [:8 Â:8 ... Âj-一1白]一m

一 rank [B AB ... AJ-2B] - rank [B AB 

(j = 2， . . . ， n + m) 

すなわち，
(m (j = 1) 

dj=(α?-1(j=23...7n+1) 

l 0 (j = n + 2，.・・，n+m) 

となる.

ÀJ-2B] 

AJ-3B] 

(6.59) 

(6.60) 

djに関して図6. 1と同様な図を作ると， 図6.3のようになる. 式(6.60)

より図6.3は，α?に対する図6. 1 (図6.3の二重線内部)の左側にm個

の円で埋まった1列を付け加え， さらに右側に空欄の(m -1)列を付け加えた

n x (n+m) マス 目 の図となる. よって，拡大系の可到達指数の族は， この図

の円の数を横に数えたい1 + 1，.・・，nm+ 1)となる.

制御対象式(6.1)と同様に，拡大系の式(6.46)は， 適当な座標変換

文(t)= 51文(t) (6.61) 

w(t) = 52前(t) (6.62) 

により， 次のLuenbergerの可到達正準形に変換することができる. ただし，

S1-1は， S1-1， AおよびBにより簡単に求めることができる.

文(t+ 1) = (io + ÊÂ事)文(t)+ E前(t) (6.63) 
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ここで， Joは細胞の次数がふ=ni + 1 (i = 1，・・.，m)なる特別なベキ零ジヨル

ダン行列である. また，Êは第(nl +・・・+ni + i， i)成分(i= 1， .・・，m)のみが1

で， 他は零なる(η+m)x m行列である. さらに，A*はA*と零ベクトルを

適当に並べ換えることにより求まるmx(n+m)定数行列である.

拡大系の場合にも， α3と同様な指数台を定義する.

[定義6. 3] jに対して， 次のような零または正の整数を定義する.

&j = rank jj-l 
- rank jj (6.64) 

ここで， Jは正の整数とする.

このとき， Jに含まれるj次の細胞の数は&j一aj+lとなる. なお， 式(6.63)

より， J = Joのときの九は式(6.60)の&? となる.

。 。

。 。

. . 

. . 

. . 

。 。

:::::0 ..:::::0 

α1 α2 

。 . . . 。

。 . 

。

。

図6.3 d? とni+ 1の関係図
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6.7.3 一般形

[ 1 ] 計算遅れがあるデッドビートレギュレータの一般形

式(6.63)を用いれば， 計算遅れがあるデッドビートレギ、ユレータのkは次

のように表わされる.

ま=S2(FG-1
-λつ51-1

ここで， m x (η+m)行列企と(η+m) x (n + m)行列Gは， それぞれ

(6.65) 

令1Jn1+1

合2Jn2+1
F= (6.66) 

合mJnm+1

ー
すJ

《
V
《
町

合1Jn1

G= (6.67) 

，、、'1m

合mJnm

となる. ここで， 、(j=11・・・，m)は， フィードバック系の極(λ+Îrk の唯一

の固有値零)に無関係な1 x (n + m)設計ノ〈ラメータベクトルである. なお，

Jはベキ零ジヨルダン行列であるから，すやGの成分は， 合1の成分 か零とな

る. ところで， 式(6.65)よりGは正則でなければならない. そこで， Gが正

則となる科(j=1f・・，m)が存在するようなJの集合が， 拡大系の解代表元系

提*となる.

計算遅れがあるデ、ッドビートレギュレータは拡大系の計算遅れがないデッ

ドビートレギュレータに変換されたので， 6.3節と同様に以下の二つの定理

が成立する.

[定理6.6] 制御対象が与えられると， (α仁・\α�)が決まり， 式(6.60)よ

りn+m個の零または正の整数の組(&i--~4+m)が求まる. このとき， Jが
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解代表元系?の元であるための必要十分条件は， 式(6.68) ^-J (6.70)となる.

&1+・・・+&n+m =η+ m (6.68) 

0:'1ど・・・三O:'n+mどo (6.69) 

&1+・・・+&j 三&i+・・・+&j (j= 13・・・，n+m) (6.70) 

明らかに， 細胞の数はふとなり， 細胞の最大 数は m， 最小数は1である. ・

[定義6.4J 細胞の次数めはq個しか存在しないが， 統一的に取り扱う

ためq<i-5:n+mなるt に対してふ=0とおき， n+m個のふを導入する.

同様に， 拡大系の可到達指数の族同+1 (i = 1，...，m)に対して，

。?= ni + 1 (i = 1， . .・，m) (6.71 ) 

と定義し， m < i -5: n+mなるtに対して月=0とおき， n+m個のP?を導入する.

[定理6. 7 J 制御対象が与えられ ると， (p�，...， p�)が決まり， さらに

[定義6.4]より， n+m個の零または正の整数の組(61・・・70:+m)が求まる.

このとき， Jが 解代表元系狩の元であるための必要十分条件は， 式(6.72) ^-J 

(6.74) となる.

P1 +・・・十九+m=η+ m (6.72) 

η+m三点1ど・・・三九+mどo (6.73) 

。1+・・・+ム三バ+・・・+þ? (i = 1， . . . ， n + m) (6.74) 

明らかに， 整定時聞はぬとなり， 最短整定時間は n1+ 1 ， 最長整定時間は

η+mである. . 

[2 J 予測型デッドビートレギュレータの一般形

式(6.57 )より，予測型デッドビートレギュレータのKは，計算遅れがない場合の

式(6.16) ^-J (6.1 8)とまったく同じになる. しかし整定時間やフィード、バック系の

構造を明らかにするためには，予測型の解代表元系介を求めなければならない.

[定義6. 5 J jに対して， 次のような零または正の整数を定義する.

ãj = rank jj-1 
- rank jj (6.75 ) 
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ここで，Jは正の整数とする.

[定理6. 8 J 制御対象が与えられると，n+m個の零または正の整数

の組(&�，.・・34+m)およびn+m個の零または正の整数の組(凡...，バ+m)が

求まる. このとき，J が予測型の解代表元系介の元であるための必要十分条

件は，式(6.76)あるいは式(6.77 )となる.

f m (j = 1) 

ãj = � α3-1 (j=2F・・.，n + 1) 

l 0 (j = n + 2，.・.，n+m)

ふ= Pi + 1 (i = 1， .・.，m) 

(6.76) 

(6.77) 

ここで，α3とPi はそれぞれ[定理6. 1 Jと[定理6.4 J を満足する. 明ら

かに， 細胞の数は常にmである. また，整定時間はP1 + 1であり，最短整定

時間はn1 + 1， 最長整定時間はn+1である.

[証明] 付録F参照. • 

[定理6.8Jより，予測j型の解代表元系介は拡大系の解代表元系食事のうち

で，細胞の数がmであるものを集めた部分集合となる. しかしj=Jの場合で

も，予測j型デッドビートレギ、ュレータは拡大系の出力フィード、バックであるから，

計算遅れがないデ、ッドビートレギュレータより 設計の自由度は制限される. な

お，予測型の設計においては，Piより もαjの関係式を用いる方が効果的である.

[例題6.5J 可到達指数の族が(nl，九η3)= (3，1 ， 1) の場 合 を 考える. こ

のとき，拡大系の可到達指数の族は (4，2，2)となる.

( 1 )計算遅れがあるデ、ッドビートレギュレータ

A+BKが相似となり得るベキ零ジヨルダン行列Jの細胞の次数(P1ゾ・・，Pq)は，

(4，2，2)， (4，3，1)，(4，4)，(5，2，1)， (5，3)，(6， 1， 1)，(6，2)， (7，1)，(8) 

の9通り存在する. 明らかに， 整定時間が最短となる場合は，(4，2，2)， (4，3，1)， 

( 4，4)の3通り である.

(2)予測型デッドビートレギュレータ

A+BKCが相似となり得るベキ零ジヨルダン行列jの細胞の次数(Pl， . . . ，pq) 
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は，

(4，2，2)，(4，3，1)，(5，2，1)，(6，1，1) 

の4通り 存在する. 計算遅れがあるデ、ツドビートレギ、ュレータで整定時聞が

最短となる場合の一つである(4，4)は予測j型デッドビートレギュレータでは実

現できない.

6. 8 あとがき

本章では， デ、ッドビートレギュレータの未解決な問題を解決するとともに

試行錯誤を行うことなく体系的に設計する方法を求めた. まず〉デ、ッドビー

トレギュレータの可能なすべての構造を表わす一般形を求め， 設計ノ〈ラメー

タを陽に示した. このとき， 制御対象の可到達指数の族のみから， 新しく定

義した指数を通して， フィード、バック系のシステム行列が相似となり得るす

べてのベキ零ジヨルダン行列を求める定理を導いた. これにより， 整定時間

(すなわち， 最小多項式の次数)， 唯一の固有値零の幾何学的重複度(すなわ

ち， ベキ零ジヨルダン細胞の数)などが定まる. さらに， 本論文で定義した

指数と制御対象の可到達指数の族の聞に成立する簡潔な関係式を導き， シス

テム行列が相似となり得るすべてのベキ零ジヨルダン行列を可到達指数の族

のみから直接求める定理を導いた. この定理は， デ、ッドビートレギュレータ

の構造を支配する基本的な定理である. 次に， この一般形を用いて， 整定時

間とともに応答の重要な指標であるオーバーシュートを最小化する設計法を

示した. さらに， 一般形の設計パラメータには冗長性があるので， 一般形う

ちでフィード、バック系のシステム行列が特別なベキ零ジヨルダン行列に相似

となる場合に対しては， 設計ノ〈ラメータが独立で線形になる正準形が存在す

ることを示し， そのときの正準形を求めた. なお， 最短時間デ、ッドビートレ

ギュレータの従来の設計法はこの場合に含まれるので， この正準形は非常に

有効である. さらに， この手法をある制限のもとに他のベキ零ジヨルダン行

列に相似な場合に拡張した. 一般形はすべての場合を表現できるという長所

を持っているが， 設計パラメータが冗長で， 行列の正則性と逆行列の計算が

必要となるため， 最適化計算が複雑となる. これに対して正準形は， すべて

の場合は表現できないものの， 簡単な線形表現ができ設計パラメータが独立

となる. さらに， 逆行列の計算も不要であるから， この正準形を用いればあ
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る程度満足できるデッドビートレギュレータを簡単に求めることができる. 最

後に， 計算遅れがあるデ、ッドビートレギュレータの一般形と， その特別な場

合である予測型デッドビートレギュレータの一般形を求め， 予測j型デッドビー

トレギ、ュレータの限界を明らかにした.
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