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1.課 題

本稿の第 1の課題は，線形不等式(等式)体系を制

約条件とする凹計画問題において，制約条件のパラメー

ターおよびそれに対応する最適解が有限組観察されて

いるとき，その観察値から，不変ではあるが未知な目

的関数をノンパラメトリックに推計する方法を提示す

ることである.

第 2の課題は，未知な目的関数を推計された目的関

数で置き換え，任意の線形不等式(等式)体系を制約

条件とすることによって得られる凹計画問題の最適解

を求める方法を提示することである.

本稿の以下の構成は次のとおりである.まず第 2節

において本稿で使用する記号の定義と仮定について述

べ，本稿の課題を定式化する.次に第3節および第 4

節において分析方法を提示する.なお，第3節および

第 4節は，上記の第 1の課題および第 2の課題に各々

対応している.続く第5節においては，第 3節および

第4節で提示した分析方法を簡単な実験的問題に適用

し，われわれの分析方法が有用であることを示す.そ

して最後に第6節において 本稿の含意と残された課

題について述べる.

2.課題の定式化

(1 )記号の定義

本稿で使用する記号の定義は以下のとおりである.

1 )実定数の mXn行列 A と，実定数の m 次列ベ

クトル bおよび実変数の n次列ベクトル x
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ここで， m およびnは任意の自然数を表すものとす

る.

2) X二三o(つまり XhLO，h=1，2，…，n) なる範囲

で定義されかっ連続な偏導関数を有する xの実数値

関数j(x)，j(x)の Xhに関する偏導関数jh(X) およ

び'j(x)の勾配 (Gradient)ベクトルV'j(x) 

j(X)三j(Xl，X2，…，Xn)

aj(X) 
τ一一=jh(X)三β(Xl，X2，…，xπ)，h=1，2，…，n 
OXh 

i jl(x)l 

-，、 I(2(X) I 
V' f(x)三 1-. 1 

1 ・ E

1 ・ E

L jn(X)J 
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ここで，j(x) には必要なだけ高階の連続な偏導関数

が存在するものとする.また xがある特定の値

X三 [Xl，X2，…，xnJTをとるとき ，j( X)， jh (x )および

マj(x)の値は，各々 j(x)， jh(X)および勺j(x)と表

されるものとする.なお x注Oであることはいうま

でもない.さらに，行列やベクトルの右上に示された

Tは，その転置を表すものとする.

3) A， bおよびxの有限組 (t組)の観察値を各々

A(i)， b(i)および x(i) と表す.なお，Lは1から t

までの任意の整数を表すものとする.

( 2) f(x)の形状に関する仮定

j(x)はxの凹関数であるものと仮定する.したがっ

て，x=xにおけるj(x)の接平面 (TangentPlane) 

をTP(x)とすれば，任意の x詮Oについて以下の関係

が成立する.

j(x)云TP(x)=-j(x) + jl(X) (Xl-Xl) 
+ j2(X) (X2-X2) +…十五(X)(Xn-Xn) 

=j(X) + [マj(x)F(x-x)

さらに，少なくとも 1組の i宇Jについて， j(x(i))宇

j(x(j))が成立するものと仮定する.

( 3 )課題の定式化

以上の記号および仮定を利用すれば，前節における

第1の課題および第 2の課題は各々以下のように定式

化できる.

1 )第 1の課題の定式化

A， bの t組の観察値 A(i)， b(i) に対応し，

A(i)x壬b(i)， XミOの下でj(X)を最大にする最適解

x(i)が観察されている.これらの t組の観察値A(i)，

b(i)およびx(i)に基づいて，不変ではあるが未知

な目的関数j(x)のノンパラメトリックな推計方法を

示せ.ただし，このとき j(X)のノンパラメトリック

な推計結果をj(x)で表せば，j(x) は次の条件を満

たすように推計されるものとする.つまり，

A(i)x云b(i)， XミOの下で，x(i) はj(X) を最

大にする，

という条件である.また，j(x) を測る尺度の原点お

よび単位は，何らかの形で与えられるものとする.

2 )第2の課題の定式化

A とbの任意の値に対して AxS:b， x 注Oの下で

j(x) を最大にする最適解xを求める方法を示せ.

3. 未知目的関数のノンパラメト
リック推計法

A(i)xS:b(i)， x二三Oの下で x(i)がj(x) を最大に

するための必要十分条件は A(i)xS:b(i)， x注Oの

下でx(i)が[マj(x(i))Fxを最大にすることである.

また，そのための必要十分条件は，次の条件を満たす

m 次シャドウプライス列ベクトル u(i)，および m

次と n次のスラック変数列ベクトル y(i) とv(i)が

存在することである.

A(i)x(i)+y(i)=b(i)， x(i)ミ0，y(i)二三O

A (i)TU(i)ニマj(x(i))+v(i)， 

u(i) 20， v(i)二三O

U(i)Ty(i) =0， v(i)TX(i) =0 

)
 

1
E
i
 

(
 

x=x(i)における j(x)の接平面を TPJx) と表せ

ば，j(x)の形状と(1)式より，任意の x注Oについて

次の関係が成立する.

j(x)云TPJx) (j(x)の形状より)

T Pi ( x ) = j( x ( i) ) + [ ¥1 j( x ( i) ) ] T (x -x ( i) ) 

= j(x(i)) + [A (i)TU(i) -v(i) JT(X-x(i)) 
二 j(x(i))+ U(i)T A (i) (x-x(i)) -v(i)TX 

(v(i)Tx(i)ニOより)

S:j(x(i)) + U(i)TA (i)(x-x(i)) =-TPi(X) 

(v(i)TXミ0より)

TPi(X) =j(x(i)) + U(i)T(A(i)x-A (i)x(i)) 

= j(x(i)) + U(i)T(A(i)x-b(i)) 

(A (i)x(i) = b( i) -y(i)， U(i)Ty( i) =0より)

そして，ここで導入した TPi(X)はTPi(X)の1つの

近似であり，容易に分かるように次の条件を満たす.

j(x(i)) = TPi(X( i)) = TPJx(i)) 

さらに，A(i)xS:b(i)， x注Oなる任意の xについて

次の関係が成立する.

TP;(x) = j(x(i)) -U(i)T(b(i) -A (i)x) S:j(x(i)) 

以上をまとめると，TP;(x)は次の条件を満たすこ

とがわかる.

TP;(x(i)) =j(xU)) 

TPi(X(j)) =j(x(i)) -U(i)T(b(i) -A (i)x(j))三

TPi(X(j) )注:j(x(j))，j千i

A (i)xS:b(i)， x 二~O の下で x( i) が TPi(X) を最

大にする



不変な未知目的関数のノンパラメトリック推計法 99 

この条件から明らかなように， ，d1)，). (2)，…， λ(t) 

をt個の m 次変数列ベクトル，また.ZI， Z2，…，Ztをt

個の実変数とすれば，次の線形不等式(等式)体系に

は少なくとも 1組の解が存在し，その解は線形計画法

を利用して求めることができる. このことは.j(x(i 

) )および U(i)を各々あおよび).(i)で置き換えてみ

ると ，j(x)の計数尺度の原点と単位を適当に決めるこ

とができることから明らかである.さらに，解はただ

1組であるとは限らないが，Ziおよび).(i)の値は各々

j(x(i) )および U(i)の推定値とみなすことができ，

これらの値を求めることにより ，TPi(X)の1つの近

似を得ることができる.

Zi一 λ(i)T(b (i) -A (i )x(j) )注Zj，

i宇j; i，j=1，2，…，t 

). (i)Ty(i) =0， i=1，2，…， t 

Minlzl，z2，…，ztI =0 

ZI+Z2+・・・+Zt=t

，1(i)注0，Zi二三0，i=1，2，…， t 

なお Min1zl，z2，…，ztI=0およびZI+Z2+…+Zt=tは，

j(X)の計数尺度の原点および単位を各々与えるため

のものである.また，y(i)は(1)式よりその値が求め

られる.

具体的な計算方法としては.Min1zl，z2，…，Ztl=O 

という条件を除いた制約の下で，Ziを最小にする線形

計画問題を i=1，2，.・.，tについて各々解き，最小値が

ゼロになる iについての最適解を，求める最適解とす

ればよい.

このようにして求めた最適解を).(i)， zi(i=1，2，…， 

t)で表し，また TPi(X)=Zi-). (i)T(b(i) -A(i)x) 

なる式を導入すれば，本稿で求める関数j(X)は

j(X) =Min 1 TPI (x)， TP2(x)，…，TPt(x)! 

となる.この関数がxの凹関数であり，第 2節で述

べた条件を満たすことは容易に確認できる.

4. 新たな制約条件の下で~f(x) を
最大にする凹計画問題の解法

A とbの新たな値に対して，Ax~b， X注Oの下で

j(X)を最大にするという凹計画問題は，次のように

して解くことができる.

任意に固定されたxに対して，j(x) は以下の線形

計画問題の目的関数の最小値として表すことができる.

j(X) =Minoj， 02' ・・， 11，1θ ITP1(X)+ θ 2TP2(X) 

+…+ 8tTPt(x)! 

S.t. 81+82+…+ 8t=1 

。i20，i=1，2，…，t 

したがって， TPJx) ， i=1，2，…， tがxの1次式であ

ることより問題を適当に変形すると ，Ax~b ， X20 

の下でj(X) を最大にする問題は MaximinPro-

grammingの問題となり，線形計画法を利用して解

くことができる(註 1).つまり，次の線形計画問題

(3)を解けばよい.ただし IIおよび l2は非負の実変

数である.

(2) 

MαXx，l]，h 1l! -l2 ! 
s.t. TPi(X) = (Zi-). (i)Tb(i)) 

+). (i)TA(i)x二三II-l2， i = 1，2，…，t 

Axζb  

x二~O ， II二三0，l2注o (3) 

(註 1)Kawaguchi and Maruyama (1976) 

を参照.なお，任意に固定されたxに対して，j(x) 

は次の線形計画問題の目的関数の最大値としても表す

ことができる.つまり ，TP;(x)注(ZI- l2 )， lJ 20 . 

l220， i=1，2，…，tなる条件の下で (Z1-l2) を最大に

する問題.この関係を利用すると，線形計画問題(3)を

解くことにより求める解が得られることが容易に分か

る.

5.適 用 例

前節までに提示した分析方法の有用性を，簡単な実

験的問題を利用して以下検討しよう.検討にあたって

は，次の手順で実験的問題を作成し，分析を行う.

1 )目的関数j(X)の関数形を任意に特定化する.

2 ) A(i)， b(i) として任意に有限組の値を与え，

A(i)x云b(i)， X20の下で特定化された目的関

数j(X)を最大にする凹計画問題を解き，有限組

の最適解 xCi)を求める.

3 )以上の有限組の A(i)， b(i)および x(i) を所

与として，線形不等式体系(2)を満たす解 ).(i)，

Ziを求める.

4 )得られた 1組(ないし複数組)の A(i)， Ziの

値に対して TPi(X)を求め，j(x)を構成する.

5 )先のどの A(i)， b(i) とも異なる新たな 1組の

A(*L b(*)を任意に与え， A(*)x豆b(*)， 

x ミOの下でj(x) を最大化する. さらに 1組

(ないし複数組)の λ(i)， Ziの値に対して，同じ



ら

くA(*)xζbC *)， xミOの下でj(x) を最大化

する.

6) j(x)に対応する 5)の最適解と j(x)に対応す

る5)の最適解を比較する.

表 1のように，A(i)， b(i) として任意に 7組の値

を与え，A (i)x$， b(i)， XミOの下で，以下に示すよ

うな 2次関数j(X)を最大にすると，表 1に示すとお

り， 7組の最適解 x(i)， i= 1，2，…，7が求まる.

j(X) = -XI2-X22+40Xl +30X2 

そして，以上の 7組の A(i)， b(i)および x(i) を所

与とすれば，表2に示すとおり，線形不等式体系(2)を

満たす 4組の解，1(i)， Ziが求まり，かつ，この 4組

の，1(i)， Ziの各々に対する TP;(x)，つまり j(x) を

表3のように構成することができる.

先の 7組の観察値 A(i)， b(i) とは異なる 1組の観

嗣幸田前100 

実験的問題の構成 (m=2，n=2， t=7) 表 1

X2(i) 

8.0000 
14.0000 
6.0000 
11.0000 
14.0000 
10.0000 
13.0000 

xl(i) 

7.0000 
10.0000 
12.0000 
13.0000 
16.0000 
17.0000 
19.0000 

b2(i) 

64.0000 
98.0000 
42.0000 
165.0000 
210.0000 
240.0000 
286.0000 

α泣(i)

1.0000 
3.0000 
1.0000 
2.0000 
1.0000 
7.0000 
3.0000 

α21 (i) 

8.0000 
14.0000 
3.0000 
11.0000 
14.0000 
10.0000 
13.0000 

bl(i) 

77.0000 
80.0000 
156.0000 
156.0000 
72.0000 
289.0000 
285.0000 

α凶i)

7.0000 
5.0000 
12.0000 
13.0000 
4.0000 
17.0000 
19.0000 

α11 (i) 

3.0000 
1.0000 
7.0000 
1.0000 
1.0000 
7.0000 
2.0000 

寸

l
ム

O
F白
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ぺ

U

4

4

a
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U
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'
h
v

門
J
E

9.0000 

(註)A=I α11 
lα21 

11.0000 108.0000 1.0000 9.0000 143.0000 

;;:J 4;l 記長:]
11.0000 4.0000 * 

線形不等式体系(2)の解表 2

NO.4 No.3 NO.2 No.1 

Zi 

0.0000 
0.5888 
0.6673 
0.9421 
1.4523 
1.4916 
1.8579 

，1 2(0 

0.0196 
0.0103 
0.0000 
0.0131 
0.0103 
0.0000 
0.0000 

，11(i) 

0.0000 
0.0000 
0.0099 
0.0000 
0.0000 
0.0564 
0.0000 

Zi 

0.0000 
1.1730 
0.1387 
0.9838 
1. 7027 
1.1856 
1.8162 

，1 2(i) 

0.0391 
0.0040 
0.0000 
0.0071 
0.0026 
0.0000 
0.0000 

，11(i) 

0.0000 
0.0327 
0.0126 
0.0106 
0.0000 
0.0097 
0.0000 

Zi 

0.0000 
0.3211 
0.7107 
1.0033 
1.4448 
1.5886 
1.9315 

，1 zCi) 

0.0197 
0.0134 
0.0000 
0.0139 
0.0113 
0.0000 
0.0000 

A l(i) 

0.0000 
0.0000 
0.0106 
0.0000 
0.0000 
0.0053 
0.0056 

Zi 

0.0000 
0.3690 
0.2136 
1.1530 
1.6132 
1.8256 
1.8256 

λ2(i) 

0.0226 
0.0154 
0.0000 
0.0160 
0.0118 
0.0000 
0.0000 

A 1( i) 

0.0000 
0.0000 
0.0194 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 

t
i
内
J
u
q
U
Aは

E
F
D
ハ
b
門

i

(註)No.1から No.4は，線形不等式体系(2)を満たす4組の解の各々の組を表している.

TP;{x)の構成表 3

No.4 
TP;(x) 

No.3 
TP;(x) 

No.2 
TPi(X) 

No.1 
TPi(X) 

-1.2561 +0.1570X1 +0.0196x2 
-0.4187 + 0.1439X1-O. 0却8X2
O.剖20十O.侃95xl+0.1192x2 

-1.2168+0.1姐9Xl+0.0262x2 
-0.7附 +0.1439xl-0.0103x2
-14. 7971+0.3945xl +0.9:日2X2

1.8579+0.目削Xl+0.α削X2

-2.印23+0.31却Xl+ O. 0391x2 
-1.82槌+0.偲83Xl+0.1514x2 
-1.8288+0.側部xl+0.1514x2
-1.82，槌+0.0槌3Xl+ 0.1514x2 
1.1品3+0，0370XI-0.ω26x2

-1.61邸十0，侃79xl+ O.1649x2 
1.8162+0，任刷工1+0.似XlX2

-1.2591 +0.1574xl +0.0197x2 
0.98伺+0.1873xl -O. 0401x2 

-0.93倒十0.0740X1+0.1269x2 
-1.2960十0.15泊Xl十0.0279x2
-0.9323+0.1日5xI-0.0113x2
O.同39+0.0369xl+0.倒97x2
0.3293十0.0112X1+0.1胎8X2

-1.4469+0.1809xl十0.0226x2
-1.1376+0.2152xI-0.似61x2
-2.8161 +0.1359xl +0.2お1x2
-1.4893十0.1762X1十0.0320X2
-0.部48+0.1652xI-0.0118x2
1.82日+0.任削Xl+0.日間X2
1.82日+O.OC削工1+0.削削工2

1
1
円
，
山
内

4
U
4
t
p
h
u
p
O
円

t

(註)No.1から No.4は，線形不等式体系(2)を満たす 4組の解の各々に対応する組を表している.
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察値 A(*)，b(*) を表 1のように任意に与え，

A(*hS:b(*)， xミOの下でj(x)を最大にすると，

表1に示すとおり最適解 x(*)が得られる. また，

線形計画問題(3)を利用して同じく A(* hS:b( *)， x 

注Oの下4組のj(x)を各々最大化すれば，表 4に示

すとおり 4組の最適解が得られる.j(x)に対応する

最適解とj(x)に対応する 4組の最適解はすべて一致

しており，こうして，本稿で提示した分析方法が有用

であることが分かる.

6.合意と残された課題

本稿で提示した分析方法は汎用性および一般性が高

く，多くの応用分野をもつものと思われる.

応用分野の 1例としては，経済学における家計の計

量分析がある.つまり，効用最大化問題における効用

関数を推計するにあたって 本稿の分析方法を応用す

ることができる.予算が唯一の制約である単純な家計

モデルに対しては，効用関数を推計する際， Dual 

Approachやノンパラメトリック需要分析を適用す

ることができるが(註 1)，予算以外にも制約がある

場合，例えば，家計内生産を含む家計モデル(註 2)

に対しては，効用関数の推計に上記の DualAp-

proachやノンパラメトリック需要分析を適用するこ

とができず，本稿の分析方法が有効となろう (註 3)

(註4).具体的には，第 1に，第 3節の線形不等式

(等式)体系(2)を利用して家計の経済合理性を検証す

ることが可能となろう.また第 2に，第4節の線形計

画問題(3)を利用すれば，比較静学分析や厚生分析，な

らびに賦存資源の限界評価や各種弾力性の計測を行う

ことができるだろう.これらの分析については別稿に

譲ることにし，ここでは本稿の分析方法に関する残さ

れた課題について述べておきたい.

第1に，第5節でみたとおり，観察値の組み合わせ

が少ない場合，線形不等式(等式)体系(2)には通常複

数の解が存在するものと考えられる.これは，未知な

表4 A(*). b(*)制約下の最適解

Xl( *) X2( *) A l( *) A 2( *) 

No.1 11.0000 9.0000 0.0130 0.0190 
No.2 11.0000 9.0000 0.0113 0.0166 
No.3 11.0000 9.0000 0.1475 0.0039 
No.4 11.0000 9.0000 0.9528 0.0053 

(註)No.1から No.4は，線形不等式体系(2)を満

たす 4組の解の各々の組を表している.

る目的関数の推計結果が一意で、はないことを意味して

いる.しかし観察値の組み合わせを多数利用すれば，

線形不等式(等式)体系(2)の解はある 1つの解に収束

していくことが期待できる.この解の収束にどの程度

多くの観察値の組み合わせが必要となるか，検討する

必要がある.

第2に，線形不等式(等式)体系(2)の解が一意とな

るほどには多くの観察値の組み合わせを利用できない

場合，線形不等式(等式)体系(2)の複数の解の中から

どの解を選択し未知なる目的関数を構成するか，選択

基準を設ける必要がある.

第3に，観察値が線形制約下の凹計画問題と整合的

でない場合，線形不等式(等式)体系(2)には解が存在

しないだろう.この問題への対処方法としては，

Varian (1985)や Sakongand Hayes (1993)の

方法が参考となるだろう.

(註 1) Dual Approachについては Varian

(1992)等を，またノンパラメトリック需要分析につ

いては Afriat(1967， 1987)， Varian (1982， 1983) 

およびChavasand Cox (1997)等を参照.

(註 2)家計内生産を含む家計モデルについては，

Becker (1965)， Gronau (1977)および丸山(1984)

等を参照.

(註 3)家計内生産を含む家計モデルに対して本稿

の分析方法を適用する場合，家計内生産を Activity

の概念を利用して定式化すれば モデルが本稿の分析

方法と整合するばかりか，生産関数分析に対する Ac-

tivity Analysisの優位性をいかした分析が可能とな

ろう.生産関数分析に対する ActivityAnalysisの

優位性については， Dorfman (1951)， Dorfman et 

al. (1958)およびNaylor(1966)を参照.

(註4)本稿は，単一の線形不等式を制約条件とす

る凹計画問題(予算制約下の効用最大化問題)に対し

て開発された Chavasand Cox (1997)の分析方法

を，線形不等式(等式)体系を制約条件とする凹計画

問題に対する分析へと発展させたものであり，本稿の

分析方法は Chavasand Cox (1997)の分析方法を

包含している.そして，非飽和の仮定を除去した点と，

目的関数(効用関数)の計数尺度の導入の仕方を明確

にした点で，本稿は Chavasand Cox (1997)の分

析方法を大きく改善している.
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Summary 

In this paper， we present a nonparametric linear programming estimation method of 

unique unknown objective function in concave programming with linear inequalities con-

straint， using sets of constraint condition and corresponding optimal solution data. 

We also present a linear programming method of maximizing the estimated objective 

function under new constraint. 

A case study of simple experimental problem proves the usefulness of our methods. 

Finally， we show the implications of this paper and problems to be solved in the future. 


