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区分線形型 FitzHugh-Nagumo方程式の逆超離散化

立教大学大学院理学研究科 大川豪 (OKAWA, Takeshi)
立教大学理学部 筧三郎 (KAKEI, Saburo)

概 要 神経細胞のモデルである FitzHugh-Nagumo方程式には，非線形項の選び方を変えたいく

つかのバリエーションがある。その１つである区分線形型非線形項の場合 (McKean model)に対し，

方程式の持つ定性的な性質を保つような逆超離散化を提案する。

1 はじめに

ソリトン・セルオートマトンの研究で発見された超離散化という手法 [HT, Ma]は，代数的に見
ると，和・積・商の演算を，それぞれ “max”, “+”, “−”で置き換えることに対応している。この対
応付けは，適当に変数を置き換えた上で「超離散極限」をとることと理解することもできる。例
えば，2次式 a2x2 +a1x+a0 に対しては，ai = eAi/ε (i = 0,1,2), x = eX/ε とした上で ε → +0の極
限 (超離散極限)をとると，

ε log
(
a2x2 +a1x+a0

)
= ε log

(
e(A2+2X)/ε + e(A1+X)/ε + eA0/ε

)
−−−−→
ε→+0

max{A+2X ,B+X ,C} (1.1)

となる。このことにより，正係数の有理式は “max”, “+”, “−”からなる数式に対応付けられる。ま
た，この対応を逆に使えば，“max”, “+”, “−”からなる数式を，有理式と対応付けることができる。
この手続きは「逆超離散化」と呼ばれるが，逆超離散化のとり方は一意ではなく，大きな自由度
を伴う。
可積分系の場合には，離散系の持っていた様々な性質 (厳密解，保存量，etc.)が，超離散化を

行った後の方程式にも引き継がれる。これに対し非可積分系においては，超離散化の前後で系の
性質が保たれることは，必ずしも期待できない。本稿では，非可積分系の超離散化に向けての一
つの試みとして，FitzHugh-Nagumo 型の微分方程式を扱うことを目的とする。ここで FitzHugh-
Nagumo方程式とは，神経繊維上での電気信号の伝播を記述する，次の反応拡散型偏微分方程式で
ある [F, NAY, KS]: 

∂v
∂ t

= d
∂ 2v
∂x2 + f (v)−w,

κ
∂w
∂ t

= v− γw.
(1.2)

ただし d, γ , κ は正定数であり，非線形項 f (v)は，

f (v) = v(1− v)(v−a), 0 < a <
1
2

(1.3)

で与えられる。
方程式 (1.2)は，実験的に観察される以下のような神経パルスの性質をよく再現することが知ら
れている [KS]:

閾値の存在: ある一定以上の強さ (閾値)を越える刺激与えないとパルスは生じないが，その値以
上ならば刺激の強さに無関係にパルスが整形される。
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伝播速度: 神経パルスの伝播速度はほぼ一定。

対消滅: 両端で発生したパルスは中央に向かって同じ速度で進み，衝突した後はともに消滅する。

不応期の存在: 同じ場所で刺激を加え続けるとき，刺激間の時間間隔が短いと二つ目の刺激のパ
ルスは抑制されて消えてしまう。

McKean [Mc]は，3次の非線形項を区分線形関数

f (v) =

−v (v < a)

1− v (v > a)
(1.4)

もしくは

f (v) =


−v (v < a/2)

v−a (a/2 < v < (a+1)/2)

1− v ((a+1)/2 < v)

(1.5)

で置き換えることを提案した。区分線形型の非線形項を用いても，神経パルスのモデルとして持
つべき定性的な性質を持つことが知られている [KS]。

v

f H v L

図 1: (1.3)のグラフ

v

f H v L

図 2: (1.4)のグラフ

v

f H v L

図 3: (1.5)のグラフ

上にあげたような性質を保つように，方程式 (1.2)の離散化，超離散化を行いたいのであるが，
その目的にむけての出発点として，本稿では拡散項を無視した (すなわち，(1.2)で d = 0とした)

dv
dt

= f (v)−w,

κ
dw
dt

= v− γw.
(1.6)

という形の連立常微分方程式系を考える。この常微分方程式も FitzHugh-Nagumo方程式と呼ばれ，
単一の神経細胞の活動電位を記述するモデルである。非線形項 f (v)を (1.3), (1.4), (1.5)のいずれ
の形にとっても，「閾値の存在」等の定性的性質を再現する [KM]。
常微分方程式系 (1.6)に対して，前進差分による差分化を行ってみる。

v̄− v
δ

= f (v)−w,

κ
w̄−w

δ
= v− γw

⇔

 v̄ = v+δ { f (v)−w} ,

w̄ = w+
δ
κ
(v− γw)

(1.7)

ただし，v̄ = v(t +δ ), w̄ = w(t +δ )である。差分方程式 (1.7)は係数が負である項を含むので，その
ままでは超離散化は行えない。そこで，節をあらためて，村田 [Mu1, Mu2]による方法の適用を試
みる。
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2 超離散化可能な差分化

Alexanderらは，正値性を持つ微分方程式系に対し，正値性を保つような数値計算スキームの構
成法を与えている [AM, ASM]。村田 [Mu1, Mu2]は，可積分とは限らない微分方程式系に対して
[AM, ASM]の手法を適用することで，超離散化可能な形の差分化を行うことを提案している。
差分方程式 (1.7)に [Mu1, Mu2]の考え方を適用してみよう。基本となるのは，公式

1−aδ = (1+aδ )−1 +O(δ 2) (2.1)

である。差分方程式 (1.7)において非線形項 f (v)として，(1.3)に少しパラメータを加えた

f (v) =−v3 +av2 − cv+b (2.2)

という形を選ぶことにして，公式 (2.1)を適用してみよう。

v̄ = v+δ
{
−v3 +av2 − cv+b−w

}
= v+δ (av2 +b)−δ

(
v3 + cv+w

)
=
{

v+δ (av2 +b)
}(

1+δ
v3 + cv+w

v

)−1

+O(δ 2)

=
v2 +δv(av2 +b)

v+δ (v3 + cv+w)
+O(δ 2) (2.3)

もう一方の方程式については，

w̄ = w+
δ
κ
(v− γw)

=

(
w+

δ
κ

v
)(

1+
γδ
κ

)−1

+O(δ 2)

=
w+ δ

κ v

1+ γδ
κ

+O(δ 2) (2.4)

となる。得られた (2.3), (2.4)において O(δ 2)の項を無視すれば正係数有理写像が得られ，超離散
化可能となる。実際，

v = eV/ε , w = eW/ε , a = eA/ε , b = eB/ε , c = eC/ε , κ = eK/ε , γ = eΓ/ε , δ = eD/ε , (2.5)

とおくと， 
V̄ −V = ε log

[
eV/ε + eD/ε {e(2V+A)/ε + eB/ε}

eV/ε + eD/ε
{

e3V/ε + e(V+C)/ε + eW/ε
}] ,

W̄ −W = ε log

[
1+ e(V−W+D−K)/ε

1+ e(Γ+D−K)/ε

] (2.6)

という形に書き換えられ，超離散極限 ε →+0をとることによって max-plus方程式系が得られる。{
V̄ −V = max{V, 2V +A+D, B+D}−max{V, 3V +D,V +C+D,W +D}

W̄ −W = max{0,V −W +D−K}−max{0, Γ+D−K}
(2.7)

しかし，こうして得られた max-plus方程式系によって，元の微分方程式系 (1.6)の解の定性的振
る舞いを忠実に再現することには，これまでのところは成功していない。1つの原因として，元の
微分方程式 (1.6)の解軌道が必ずしも正値でないことが考えられるが，(1.6)の変数をシフトして同
様の考察を試みても，現時点ではうまくいっていない。
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3 McKean modelの逆超離散化
前節で導出した (2.6)の第 1式の右辺において，W →−∞ (w = eW/ε → 0に対応)とした式を考

える:

Fε(V ) := ε log

[
eV/ε + eD/ε {e(2V+A)/ε + eB/ε}
eV/ε + eD/ε

{
e3V/ε + e(V+C)/ε

}] . (3.1)

この式の具体的な振舞いを観察してみよう。A = 6, B = 9, C = ε log
(
eA/ε + eB/ε −1

)
(Fε(0) = 0と

するため1 ), D = 0 として，ε = 1, ε = 0.1 に対するグラフを描いたのが，それぞれ図 4，図 5で
ある。
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図 4: ε = 1での Fε(V )のグラフ
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図 5: ε = 0.1での Fε(V )のグラフ

図 5と図 3と比較すると，Fε(v)において超離散極限 ε →+0をとったものは，McKean modelで
の非線形項 (1.5)と同じ形であることが分かる。このことを逆に用いて，(1.7)の f (v)を，(3.1)の
Fε(v)で置き換えた差分方程式を考える:

v̄− v
δ

= ε log

[
ev/ε + eD/ε {e(2v+A)/ε + eB/ε}
ev/ε + eD/ε

{
e3v/ε + e(v+C)/ε

}]−w,

κ
w̄−w

δ
= v− γw.

(3.2)

ここでは，γ , δ , ε , κ , A, B, Dは全て独立なパラメータとみなしている (C = ε log
(
eA/ε + eB/ε −1

)
)。

また，従属変数を V := ev/ε , W := ew/ε と置き，パラメータを eA/ε → A等と書き換えると，次の形
の差分方程式が得られる： 

V̄ =V
{

1
W

· V +D(AV 2 +B)
V +D(V 3 +CV )

}δ

,

W̄ =W
(

V
W γ

)δ/κ
.

(3.3)

(3.2)は超離散極限 ε → +0の下でMcKean modelに移行するので，ある種の「逆超離散化」とみ
なされる。

1この条件は，eA/ε = 1+eP/ε +eQ/ε , eB/ε = e(P+Q)/ε , eC/ε = eP/ε +eQ/ε +e(P+Q)/ε とおけば，自動的に満たされる。
このパラメータを用いると，(3.1)の Fε (V )は

Fε (V ) = ε log

 e(V−D)/ε + e2V/ε
{

1+ eP/ε + eQ/ε
}
+ e(P+Q)/ε

e(V−D)/ε + e3V/ε + eV/ε {eP/ε + eQ/ε + e(P+Q)/ε}


という形に書き換えられることを注意しておく。

4



一例として，上と同様に A = 6, B = 9, D = 0としてシミュレーションを行った結果が，次ページの
図 6 ∼図 9である (他のパラメータは，γ = 1, δ = 0.5, κ = 50と選んだ)。v, wの初期値 (v(0), w(0))
は，図 6，図 8においては (v(0), w(0)) = (2.9, 0)であり，刺激に対して反応せずに原点に向かって
いる。これに対し，(v(0), w(0)) = (3.2, 0)とした図 7，図 9においては刺激に反応していることが
分かる。ε = 1の場合 (図 6,図 7)と ε = 0.1の場合 (図 8,図 9)とを比較すると，ある閾値の前後で
解軌道の振舞いが変化するという性質はまったく同じであることが見て取れる。すなわち，(3.2)
は，区分線形関数による非線形項を持つ McKean model の，1つの逆超離散化を与えていると言
える。
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図 6: ε = 1でのシミュレーション (閾値未満)
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図 7: ε = 1でのシミュレーション (閾値以上)
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図 8: ε = 0.1でのシミュレーション (閾値未満)
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図 9: ε = 0.1でのシミュレーション (閾値以上)

4 おわりに

本稿では，非可積分系の超離散化に向けての研究の 1つとして，FitzHugh-Nagumo方程式に対
する我々の試みを紹介した。

2節では，3次式型の非線形項を持つ FitzHugh-Nagumo方程式に対して村田の手法 [Mu1, Mu2]
を適用することで，正係数有理写像を導いた。しかし，得られる超離散方程式が解の定性的振舞
いを保つかどうかは，まだ解明できていない。
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3節で提案した方程式では，2節で導いた正係数有理式を，FitzHugh-Nagumo方程式の非線形項
の部分にのみ適用している。この場合，逆超離散化の前後で共通の定性的振舞いを持つことを，数
値実験により確かめた。しかし，離散方程式 (3.2)の連続極限をとることでどのような方程式が得
られるかは，まだよく分かっていない。
非可積分系に対して，元の微分方程式系の解の振る舞いが超離散化の前後で保たれるような正
係数有理写像を導く手法を見出すことは大変興味深いテーマであるが，そのためには，今回のよ
うな実験を積み重ねていくことが必要であろう。
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