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『分割 (n+ 1, n)に付随する Painlevé方程式系について』

立教大学院理学研究科　山本聖爾　 (YAMAMOTO Seiji)

概要

自然数の分割に対応してソリトン方程式が構成され, 相似条件を課すことで (高階)Painlevé 方程式が得

られることが知られている. 藤-鈴木によって分割 (n + 1, n + 1) に対応するソリトン方程式を相似簡約

することで, Painlevé 第６方程式 PV I の Hamiltonian を n 個結合したものを Hamiltonian とする高階

Painlevé方程式が構成されている. 今回分割 (n+1, n)に対応するソリトン方程式から Painlevé第５方程

式 PV の Hamiltonianを n個結合したものを Hamiltonianとする高階 Painlevé 方程式を得た.これらの

方程式は以下の性質を持つものである. (1)A
(1)
2n 型 affine Weyl 群対称性, (2) 一般合流型超幾何関数 nFn

で表される特殊解, (3)分割 (n+ 1, n+ 1)に対応する高階 Painlevé方程式からの退化.

1 はじめに

ソリトン方程式に相似条件なる制約条件を課すことで (高階)Painlevé方程式が得られることが知られてい

る. その最初の例は mKdV方程式と Painlevé第２方程式 PII との関係であろう [AS]. また V.G.Drinfeldと

V.V.Sokolovは mKdV階層を A
(1)
1 の場合として含む形で affine Lie代数に対して一般化した [DS]. これを

Drinfeld-Sokolov階層 (以下DS階層と略す)ということにする. DS階層は affine Lie代数のHeisenberg部分

代数を用いて構成される. A
(1)
N 型の場合はその Heisenberg部分代数の同型類と自然数 N + 1の分割とが１対

１に対応する [KP, C]. A型DS階層に相似条件を課すことで (高階)Painlevé方程式が導かれ,得られた方程式

と Hisenberg部分代数の同型類に対応する分割のリストを以下の表にあげる [NY, KIK, KK1, KK2, FS, S1].

partition (2) (1, 1) (3) (2, 1) (1, 1, 1) (4) (2, 2)

Painlevé 方程式 PII PIV PIV PV PV I PV PV I

partition (n+ 1) (n− 1, 1) (n+ 1, n+ 1) (n, n, 1) (n+ 1, n)

高階 Painlevé 方程式 P(n+1) P(n+1) P(n+1,n+1) P(n+1,n+1) P(n+1,n)

注意 1.1 上記の表の分割 (n+ 1, n)に対応する場合が本稿の結果である. 2

藤-鈴木 [FS, S1]は以下のような 2n個の従属変数 qi, pi(i = 1, · · · , n)と 2n + 2個のパラメータ η, αj(j =

0, · · · , 2n,但し
∑2n+1

i=0 αi = 1) に関する n自由度の Hamilton系

t(t− 1)
dqi
dt

=
∂H(n+1,n+1)

∂pi
, t(t− 1)

dpi
dt

= −
∂H(n+1,n+1)

∂qi
(i = 1, · · · , n),

H(n+1,n+1) : =
n∑

i=1

H�

qi, pi ; n∑
j=0

α2j+1 − α2i−1 − η,
i−1∑
j=0

α2j ,
n∑

j=i

α2j , α2j−1η


+

∑
1≤i<j≤n

(qi − 1)(qj − t){(piqi + α2i−1)pj + pi(pjqj + α2j−1)},

H�[q, p; a, b, c, d] := q(q − 1)(q − t)p2 − a(q − 1)(q − t)p− bq(q − t)p− (c− 1)q(q − 1)p+ dq,

を分割 (n+ 1, n+ 1)に対する A
(1)
2n+1 型 DS階層を相似簡約して得た. 本稿ではこの方程式を P(n+1,n+1) と

いうことにする. 鈴木 [S1, S2]は P(n+1,n+1) が A
(1)
2n+1 型 affine Weyl群対称性と一般超幾何関数 n+1Fn で表

される特殊解を持つことを示し, 超幾何関数と同様に P(n+1,n+1) にも退化構造があることを明らかにした.
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注意 1.2 P(n+1,n+1) は KP階層のもう一つの拡張である UC階層からも得られる [T]. 2

今回分割 (n + 1, n) に対する A
(1)
2n 型 DS 階層の相似簡約から [S2] における nHn と等価な方程式が得

られ, 次のような 2n 個の従属変数 qi, pi(i = 1, · · · , n) と 2n + 1 個のパラメータ η, αj(j = 0, · · · , 2n,但
し
∑2n

i=0 αi = 1) に関する n自由度の Hamilton系としての表示を新たに得た;

t
dqi
dt

=
∂H(n+1,n)

∂pi
, t

dpi
dt

= −
∂H(n+1,n)

∂qi
(i = 1, · · · , n),

H(n+1,n) =
n∑

i=1

H�

qi, pi ; α2i−1, η −
i∑

j=1

α2j−1, η +
n∑

j=i

α2j −
i∑

j=1

α2j−1


+

∑
1≤i<j≤n

(qj − 1)(qipipj + qjpipj + α2j−1pi).

ここでHV [q, p; a, b, c]は Painlevé第 5方程式 PV の Hamiltonianであり, 具体的には次の形で与えられる;

H�[q, p; a, b, c] := q(q − 1)p(p+ t) + atq + bp− cpq.

この方程式を以後 P(n+1,n) と表すことにする. P(n+1,n) は次の性質を持ち,以下でこのことを紹介する.

定理 1.1

1. P(n+1,n) は分割 (n+ 1, n)に対する A
(1)
2n 型 DS階層を相似簡約することで得られる.

2. P(n+1,n) は A
(1)
2n 型 affine Weyl群対称性を持つ.

3. P(n+1,n) は一般合流型超幾何関数 nFn で表される特殊解を持つ [S2].

4. P(n+1,n) は P(n+1,n+1) からの退化として得られる [S2].

2

2 DS階層とその相似簡約

先ず分割 (n+ 1, n)に対する A
(1)
2n 型 DS階層とその相似簡約について述べる [KK1, FS].

定義 2.1 (2n+ 1)× (2n+ 1)行列 Λi (i = 1, 2)を以下で定める;

Λ1 =
n∑

i=1

E2i−1,2i+1 + zE2n+1,1, Λ2 =
n−1∑
i=1

E2i,2i+2 + zE2n,2.

ここで, Ei,j = (δaiδbj)
2n+1
ab=1 は行列単位である. 2

以下 N1,N2 を N1 := N\(n + 1)N,N2 := N\nN と定める. Λ1,Λ2 によって定まる次のような, 無限

個の独立変数 ti,k(i = 1, 2, k ∈ Ni) とパラメータ z に依存する (2n + 1) × (2n + 1) 行列 G = G(z; t), t =

(ti,k)i=1,2,k∈Ni
に関する偏微分方程式系を考える；

∂i,k(G) = Λk
iG, (i = 1, 2, k ∈ Ni). (2.1)
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但し ∂i,k = ∂/∂ti,k とする. Gを G = W−1Z,W は下３角, Z は上３角と３角分解すると, W = W (z; t)は

次の佐藤方程式と言われる偏微分方程式 (2.2)を満たし, その両立条件から DS階層といわれる非線形偏微分

方程式 (2.3)が得られる;

命題 2.1 Bi,k をWΛk
iW

−1 の上三角部分とすると, W = W (z; t)は次を満たす；

∂i,k(W ) = Bi,kW −WΛk
i (i = 1, 2, k ∈ Ni). (2.2)

この方程式 (2.2) の両立条件として分割 (n+ 1, n)に対する A
(1)
2n 型 DS階層といわれる非線形偏微分方程式

[∂i,k −Bi,k, ∂j,l −Bj,l] = 0 (i, j = 1, 2, k ∈ Ni, l ∈ Nj), (2.3)

が得られる. ここにブラケット積は交換子積 [X,Y ] = XY − Y X と定義する. 2

ここで, 偏微分方程式 (2.1) の解 G = G(z; t) で次の相似条件

G(λ−2n(n+1)z; t̄) = λ2n(n+1)K−ρHG(z; t)λ−2n(n+1)K−ρ
′
H , (2.4)

t̄ = (t̄i,k)i=1,2,k∈Ni
, t̄i,k = dikti,k, d1 = 2n, d2 = 2(n+ 1),

を満たすものを考える [KK1]. ここで ρ, ρ
′ ∈ C は t に依存しないパラメータであり,

H = n
n+1∑
i=1

E2i−1,2i−1 − (n+ 1)
n∑

i=1

E2i,2i = diag(n,−(n+ 1), n,−(n+ 1), · · · , n,−(n+ 1), n),

K =
1

2n(n+ 1)

(
n+1∑
i=1

(n2 + 2n− 2ni)E2i−1,2i−1 +
n∑

i=1

((n+ 1)
2 − 2(n+ 1)i)E2i,2i

)
,

である. このとき ϑ := 2n(n+ 1)(zd/dz + adK) とおくと,次で定める Ψ = Ψ(z; t)が Lax形式を満たす.

命題 2.2

Ψ = WzρHexp

(
2∑

i=1

∑
k∈Ni

ti,kΛ
k
i

)
, M := ρH +

2∑
i=1

∑
k∈Ni

dikti,kBi,k,

とおく. G = G(z; t) が相似条件 (2.4) を満たすならば Ψ = Ψ(z; t) は次の Lax形式

ϑ(Ψ) = MΨ, ∂i,k(Ψ) = Bi,kΨ (i = 1, 2, k ∈ N), (2.5)

を満たす. よって (2.5) の両立条件から次が得られる;

[∂i,k −Bi,k, ϑ−M ] = 0, [∂i,k −Bi,k, ∂j,l −Bj,l] = 0, (i, j = 1, 2, k, l ∈ N). (2.6)

2

3 高階 Painlevé方程式系

以下 t2,1 = 1, ti,k = 0 (i = 1, 2, k ≥ 2) とし, 簡単のため t1 := t1,1, Bi := Bi,1(i = 1, 2) とおくと (2.6) は

∂1(M)− ϑ(B1) = [B1,M ], M = ρH + 2nt1B1 + 2(n+ 1)B2, (3.7)
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と等価である.ここでM は

M =
2n+1∑
i=1

ϵiEi,i +
n∑

i=1

µiE2i−1,2i +
n∑

i=1

(2(n+ 1)λi+1 − 2nt1λi)E2i,2i+1

+λ1µn+1zE2n+1,1 + µn+1zE2n+1,2 + 2(n+ 1)λ1zE2n,1 + 2nt1Λ1 + 2(n+ 1)Λ2,

とかける.このとき (3.7) は 2n+ 2個の従属変数 λi, µi(i = 1, · · · , n+ 1) に関する Hamilton系でかける.

定理 3.1 2n+ 2 個の従属変数 λi, µi(i = 1, · · · , n+ 1) による Poisson構造

{µi, λj} = 2n(n+ 1)δi,j (i, j = 1, · · · , n+ 1),

の下で, (3.7) が成り立つならば次の 2n+ 2 階 Hamilton系が成り立つ.

dλi

dt1
= {K(n+1,n), λi},

dµi

dt1
= {K(n+1,n), µi} (i = 1, · · · , n+ 1), (3.8)

2n(n+ 1)K(n+1,n) : =

n+1∑
i=1

λiµi + 2(nρ1 − ϵ2i−1)

4nt1
λiµi −

n∑
j=0

(
nt1
n+ 1

)j

µj+1λn+1

+
n∑

i=1

λiµi + ϵ2i − ϵ2i−1 + 2i− 1

2(n+ 1)

n−i∑
j=0

(
nt1
n+ 1

)j

µi+j+1λi.

但し ϵi, ρ1 (i = 1, · · · , 2n+ 1) は t1 に依存しない定数であり, λi, µi(i = 1, · · · , n+ 1) は次を満たす;

n+1∑
j=1

λjµj =
n+1∑
j=1

ϵ2j−1 − n(n+ 1)ρ1.

2

さて Hamilton系 (3.8) において

qi = ni−2(n+ 1)
n+1−i t

i−n−1
1 λn+1

λi
, pi = −n2−i(n+ 1)

i−n−1 t
n+1−i
1 λi

λn+1
(

λiµi

2n(n+ 1)
+ α2i−1),

α2i−1 =
ϵ2i − ϵ2i−1 + 2i− 1

2n(n+ 1)
, α2i =

ϵ2i+1 − ϵ2i + 2n− 2i+ 1

2n(n+ 1)
,

α0 =
ϵ1 − ϵ2n+1 + 2n

2n(n+ 1)
, η =

ρ

2
−

n+1∑
j=1

ϵ2j−1

2n(n+ 1)
, t = nn(n+ 1)

−(n+1)
tn+1
1 (i = 1, · · · , n),

とおくと、{pi, qj} = δi,j(i, j = 1, · · · , n) が成り立ち qi, pi は P(n+1,n) の解となる.

定理 3.2 qi, pi(i = 1, · · · , n) は高階 Painlevé方程式 P(n+1,n) を満たす. このとき λn+1 は次を満たす.

t
d

dt
logλn+1 =

n∑
j=1

((qj − 1)pj + α2j−1)− t− n

n+ 1
η +

n

2n+ 2
α0 +

n∑
j=1

n− 2j

2n+ 2
(α2j−1 + α2j).

2

今回得た P(n+1,n) は P(n+1,n+1) を退化したものになっている [S2]. 実際には次が成り立つ.
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定理 3.3 P(n+1,n+1) において, 変数の置き換え

qi →
1

εtqi
, pi → −εtqi(piqi + α2i−1), t → 1

εt
, α2n+1 → −ε−1, α0 → α0 + ε−1 (i = 1, · · · , n),

と極限 ε → 0 によって P(n+1,n) が得られる. 2

4 affine Weyl群対称性

P(n+1,n) の対称性について触れる. Gに対する次の変換から P(n+1,n) の対称性が得られる [N, KK1].

ri(G) = GSi (i = 0, · · · , 2n).

S0 =
2n∑
k=2

Ek,k + z−1E1,2n+1 − zE2n+1,1, Si =
∑

k ̸=i,i+1

Ek,k + Ei+1,i − Ei,i+1, (i = 1, · · · , 2n).

定理 4.1 f = qi, pj (i, j = 1, · · · , n) に対して、以下で定められる変換 r0, · · · , r2n で方程式系 P(n+1,n) は不

変であり、変換群 ⟨r0, · · · , r2n⟩ は A
(1)
2n 型 Affine Weyl群と同型である;

r0(qj) = qj +
α0qj

tq1 +
∑n

j=1(pjqj + α2j−1)− η
, r0(pj) =

pj(tq1 +
∑n

k=1(pkqk + α2k−1)− η)− δj1α0t

tq1 +
∑n

k=1(pkqk + α2k−1)− η + α0
,

r2i−1(f) = f +
α2i−1

pi
{pi, f} (i = 1, · · · , n),

r2i(f) = f +
α2i

qi − qi+1
{qi − qi+1, f} (i = 1, · · · , n− 1), r2n(f) = f +

α2n

qn − 1
{qn, f},

ri(αj) = αj − ai,jαi, r0(η) = η, ri(η) = η + (−1)
i
αi (i, j = 1, · · · , n).

ここで、A = (ai,j)
2n
i,j=0 は A

(1)
2n 型 Cartan行列である. 2

5 超幾何解

P(n+1,n) は一般合流型超幾何関数 nFn を特殊解に持つ [S2]. nFn は次のベキ級数で定義される:

nFn

[
a1, · · · , an
b1, · · · , bn

;x

]
=

∞∑
k=0

(a1)k · · · (an)k
(1)k(b1)k · · · (bn)k

xk, (a)k := a(a+ 1) · · · (a+ k − 1).

定理 5.1

qi :=

nFn

[
a
(0)
1 , · · · , a(0)n

b
(0)
1 , · · · , b(0)n

;−(n+ 1)t

]

tnFn

[
a
(i)
1 , · · · , a(i)n

b
(i)
1 , · · · , b(i)n

;−(n+ 1)t

] , pi = −α2i−1

qi
(i = 1, · · · , n),

は, η = 0 なる特殊化の下で P(n+1,n) の解である. また a
(i)
j , b

(i)
j は αi(i = 0, · · · , 2n)で表される定数である.

a
(i)
j = n+ 1 + (n+ 1)α2(n−j+1)−1 − (n+ 1)

n∑
k=n+1−j

(α2k−1 + α2k) (j = 1, · · · , n+ 1− i),

5



a
(i)
j = 2n+ 1 + (n+ 1)α2(n−j+1)−1 − (n+ 1)

n∑
k=n+1−j

(α2k−1 + α2k) (j = n+ 2− i, · · · , n),

b
(i)
j = 1− (n+ 1)

n∑
k=n+1−j

(α2k−1 + α2k) (j = 1, · · · , n− i),

b
(i)
j = n+ 2− (n+ 1)

n∑
k=n+1−j

(α2k−1 + α2k) (j = n+ 1− i, · · · , n), (i = 0, · · · , n).

2

付録 A Lax pair

最後に Lax pairを載せておく. (3.7) におけるM,B1 は次で与えられる;

M =

2n+1∑
i=1

ϵiEi,i +

2n∑
i=1

φiEi,i+1 + φ0zE2n+1,1 + φ2n+1zE2n+1,2 + φ2n+2zE2n,1 + 2(n+ 1)((nt)
1

n+1Λ1 + Λ2),

B1 =

2n+1∑
i=1

uiEi,i +

2n∑
i=1

xiEi,i+1 +
(nt)

1
n+1

n
Λ1,

φ0 =
2n(n+ 1)(nt)−

n
n+1

q1

{
n∑

j=1

(pjqj + α2j−1)− η

}
, φ2i−1 = −2n(n+ 1)(nt)1−

i
n+1

λn+1
qi(piqi + α2i−1),

φ2i = 2(n+ 1)(nt)
i+1
n+1

−1λn+1
qi − qi+1

qiqi+1
, φ2n = 2(n+ 1)λn+1

qn − 1

qn
,

φ2n+1 =
2n(n+ 1)

λn+1

{
n∑

j=1

(pjqj + α2j−1)− η

}
, φ2n+2 = 2(n+ 1)(nt)−

n
n+1

λn+1

q1
,

x2i−1 = − (nt)1−
i

n+1

λn+1

{
i∑

j=1

(pjqj + α2j−1) +

n∑
j=i+1

(1− qj)(pjqj + α2j−1)− η

}
, x2i = − (nt)

i+1
n+1

−1λn+1

nqi
,

u2i−1 = − 1

qi

{
i−1∑
j=1

(pjqj + α2j−1) +

n∑
j=i

(1− qj)(pjqj + α2j−1)− η

}

− 1

n+ 1

{
i−1∑
j=1

(
j

n+ 1
− j(α2j−1 + α2j))−

n∑
j=i

(
n+ 1− j

n+ 1
− (n+ 1− j)(α2j−1 + α2j)) + η

}
,

u2n+1 = −
n∑

j=1

(pjqj + α2j−1) + η − 1

n+ 1

{
n∑

j=1

(
j

n+ 1
− j(α2j−1 + α2j)) + η

}
,

u2i =
1

qi

{
i∑

j=1

((pjqj + α2j−1) +

n∑
j=i+1

(1− qj)(pjqj + α2j−1)− η

}
, (i = 1, · · · , n).
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