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離散可積分系による非交叉歩道の数え上げ

京都大学大学院情報学研究科 上岡修平 (KAMIOKA Shuhei)

概 要 非交叉歩道の数え上げ問題として,三角格子路の非交叉的な配置の数え上げ問題を考える.

三角格子路に関連する Narayana 多項式を考え, それを成分とする行列式の値を調べることにより
三角格子路の非交叉的な配置の仕方の総数を求める. 特に行列式の計算には,直交関数の一つである
Laurent双直交多項式や離散可積分系である離散戸田方程式を利用する. Aztec diamondのドミノタ
イリング問題との関連についても紹介する.

1 はじめに

本研究では数え上げ組合せ論の問題として非交叉歩道の数え上げ問題について考察する. 非交叉
歩道は図 1のように複数の径路をどの二つも交わらないように平面に描いたものであり,その数え
上げ問題は Young盤の数え上げや頂点模型の統計解析等,数学や物理学の色々な場面で現れる (例
えば [4]). 対称関数の理論に現れる Jacobi–Trudiの公式もその例である.

図 1: 正方格子上の非交叉歩道.

非交叉歩道の数え上げ問題として典型的に現れるのは,図 1のような正方格子上の歩道の問題で
あり,二項係数 (m

n)やCatalan数 (OEIS [5] A000108)等の組合せ論的数に関する計算問題に帰着す
る場合が多い. 本研究ではこれとは異なり三角格子路,つまり図 2のような三角格子上の歩道を取
り扱う. 三角格子路は Schröder路とも呼ばれ [2], Narayana数 (OEIS A001263)や large Schröder
数 (OEIS A006318)等に関連する. 正方格子上の歩道と三角格子路との違いは唯一点,横方向の水平
ステップを取り得るか否かである. 本研究では特に三角格子路に含まれる水平ステップの数に注目
し,そのためにNarayana数を係数とするNarayana多項式 [2]やその行列式を用いた解析を行う.

2 三角格子路とNarayana多項式

準備として三角格子路とNarayana多項式の定義を与える.

三角格子路 二次元格子Z2上の格子路で次の二条件を満たすものを三角格子路とよぶ.

• 次の三種類のステップにより構成される: 上 (1, 1),下 (1,−1),水平 (2, 0).

• x軸より下は通らない.

三角格子路の例を図 2に示す. 三角格子路 ωに含まれる水平ステップの数を level(ω)と表す. 例
えば図 2の三角格子路については level(ω) = 4である.
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図 2: 三角格子路.

Narayana多項式 Narayana数 1
m (m

k )(
m

k−1) (OEIS A001263)を係数とする変数 yに関する多項式
1
m ∑m

k=1 (
m
k )(

m
k−1)y

k をNarayana多項式という [2]. ここでは変数変換 y = x + 1を施し,変数 xの
多項式

Nm(x) =
1
m

m

∑
k=1

(
m
k

)(
m

k − 1

)
(x + 1)k (m = 1, 2, 3, . . .) (2.1)

としてNarayana多項式を扱う.
Narayana多項式 Nm(x)はm次のモニック多項式である. ここではm = 0についても便宜的に

N0(x) = 1と定める. さらに負整数mについても変数 x−1の多項式として Nm(x)を次で定義する:

Nm(x) = x2m+1N−m−1(x) (m = −1,−2,−3, . . .). (2.2)

Narayana多項式 Nm(x)は次の意味で三角格子路の数え上げ多項式である:

Nm(x) = ∑
ω

xlevel(ω) (m = 0, 1, 2, . . .). (2.3)

ここで右辺の和において ωは三角格子路で,始点と終点がそれぞれ (0, 0)と (2m, 0)であるもの全
てにわたってとる. 例えば m = 2のとき,始点と終点がそれぞれ (0, 0)と (4, 0)である三角格子路
は図 3の 6つである. その内,水平ステップを 2個含むものは 1つ, 1個含むものは 3つ,全く含ま
ないものは 2つある. 従ってNarayana多項式は N2(x) = x2 + 3x + 2である.

図 3: 始点 (0, 0)から終点 (4, 0)への三角格子路.

3 三角格子路の非交叉的な配置とNarayana行列式

非負整数mと正整数 nを任意にとる. n本の三角格子路 (ω0, ω1, . . . , ωn−1)を次の三条件に従っ
て非交叉的に配置する.

(i) 三角格子路 ωjの始点と終点はそれぞれ (−j, j)と (2m + j, j)である.

(ii) どの二本も節点を共有しない: i ̸= jならば ωi ∩ ωj = ∅.

(iii) 水平ステップの総数は丁度 kである: level(ω0) + level(ω1) + · · ·+ level(ωn−1) = k.

図 4に三角格子路の非交叉的な配置の例を示す. ここで考察するのは次の数え上げ問題である.

• 与えられた m, n, kに対して, 上の三条件 (i), (ii), (iii)を満たす三角格子路の非交叉的な配置
の仕方は何通りあるか.
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図 4: 三角格子路の非交叉的な配置 (m = 3, n = 4, k = 6).

この問題に対して次の結果が得られた.

定理 1. 任意の非負整数mと正整数 nに対して α = (m+ 1)(m− 2)/2およびγ = n(2m+ n− 1)/2
とおく. このとき三角格子路の非交叉的な配置 (ω0, ω1, . . . , ωn−1)で上の三条件 (i), (ii), (iii)を満
たすものの数は次で与えられる.

• m = 0のとき (n(n−1)/2
k ).

• m = 1のとき (n(n+1)/2
k ).

• m = 2のとき ∑n
j=0 (

n(n+1)/2+j
k ).

• m = 3のとき ∑n−1
j=0 (2+j

2 )(n(n+1)/2+j
k ) + ∑n

j=0 (
2+j

2 )(n(n+3)/2−j
k ).

• m ≥ 4のとき γ − n ≤ k ≤ γならば ∑n
j=0 (

α+j
α )(γ−j

k ).

定理 1の結果を得るための基礎は, 非交叉歩道と行列式に関する Gessel–Viennot–Lindström
(GVL)の補題 (例えば [1, Ch. 29])である. 任意の整数mおよび非負整数 nに対してNarayana行列
式 ∆(m)

n (x)を, Narayana多項式のHankel行列式として次で定める:

∆(m)
n (x) = det

[
Nm+i+j(x)

]n−1
i,j=0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Nm(x) Nm+1(x) · · · Nm+n−1(x)

Nm+1(x) Nm+2(x) · · · Nm+n(x)
...

...
. . .

...
Nm+n−1(x) Nm+n(x) · · · Nm+2n−2(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (3.1)

ただし ∆(m)
0 (x) = 1とする. mが非負の場合, Narayana行列式 ∆(m)

n (x)の成分であるNarayana
多項式は全て三角格子路による表示 (2.3)を持つ. 従って ∆(m)

n (x)に対してGVLの補題を適用する
ことができ,その結果として次の数え上げ公式が得られる. 任意の非負整数mと正整数 nに対して,

∆(m)
n (x) = ∑

(ω0,ω1,...,ωn−1)

xlevel(ω0)+level(ω1)+···+level(ωn−1). (3.2)

ただし右辺の和において (ω0, ω1, . . . , ωn−1)は三角格子路の非交叉的な配置で, 上の二条件 (i)と
(ii)を満たすもの全てにわたってとる.

GVL補題による数え上げ公式 (3.2)により,三角格子路の非交叉的な配置に対する数え上げ問題
はNarayana行列式の計算問題に帰着する. 特に定理 1はNarayana行列式に関する次の定理の帰
結として得られる.
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定理 2. 任意の非負整数m, nに対して α = (m + 1)(m − 2)/2とおく. また y = x + 1とする. この
ときNarayana行列式 ∆(m)

n (x)の値は次の形で与えられる.

• m = 0, 1, 2, 3のとき

∆(0)
n (x) = y

n(n−1)
2 , ∆(1)

n (x) = y
n(n+1)

2 , ∆(2)
n (x) = y

n(n+1)
2

n

∑
j=0

yj,

∆(3)
n (x) = y

n(n+1)
2

{
n−1

∑
j=0

(
2 + j

2

)
(yj + y2n−j) +

(
2 + n

2

)
yn

}
.

(3.3)

• m ≥ 4のとき

∆(m)
n (x) = y

n(n+1)
2

{
n

∑
j=0

(
α + j

α

)
y(m−1)n−j + (yに関する高々(m − 2)n − 1次の多項式)

}
.

(3.4)

定理 2から定理 1を得るには,各Narayana行列式 ∆(m)
n (x)を変数 xの多項式として展開し, xk

の項の係数を調べればよい. 以下では定理 2の導出について解説する.

4 Narayana行列式の計算

定理 2を導出するためには,実際にNarayana行列式 ∆(m)
n (x)の値を計算する必要がある. ここ

では次の三段階に分けて順次計算する.

1. Laurent双直交多項式の理論を用いて ∆(−n)
n (x)と ∆(−n+1)

n (x)の値を求める.

2. 離散戸田方程式を用いて ∆(0)
n (x)と ∆(1)

n (x)の値を求める.

3. 離散戸田方程式を用いてm = 2, 3, 4, . . .に対して ∆(m)
n (x)の値を評価する.

Laurent双直交多項式の理論を用いて∆(−n)
n (x)と∆(−n+1)

n (x)の値を求める 任意の非負整数 nに
対して,変数 zに関するモニック多項式 Pn(z)を次の三項間漸化式により定める:

Pn+1(z) = (z − x)Pn(z)− zPn−1(z) (n = 0, 1, 2, . . .). (4.1)

ただし P−1(z) = 0かつ P0(z) = 1である. この多項式 Pn(z)は Laurent双直交多項式というク
ラス (例えば [6])に属する直交関数であり,線型汎関数 Fが存在して直交関係式 F[z−mPn(z)] = 0
(m = 0, 1, 2, . . . , n − 1)が成り立つ.

Laurent双直交多項式 Pn(z)を導入する理由は, Narayana多項式 Nm(x)による次の行列式表示
にある: 線型汎関数 Fはモーメント F[zm] = Nm−1(x) (m ∈ Z)により与えられ,

Pn(z) =
1

∆(−n)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

N−n(x) N−n+1(x) · · · N−1(x) N0(x)
N−n+1(x) N−n+2(x) · · · N0(x) N1(x)

...
...

. . .
...

...
N−1(x) N0(x) · · · Nn−2(x) Nn−1(x)

1 z · · · zn−1 zn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(n = 0, 1, 2, . . .). (4.2)

行列式表示 (4.2)から, Narayana行列式 ∆(−n)
n (x)および ∆(−n+1)

n (x)の値は簡単に求めることが
でき,

∆(−n)
n (x) = x−

n(n−1)
2 , ∆(−n+1)

n (x) = x−
n(n+1)

2 (n = 0, 1, 2, . . .). (4.3)
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離散戸田方程式を用いて ∆(0)
n (x)と ∆(1)

n (x)の値を求める Narayana行列式の計算に用いる離散
戸田方程式は双線型方程式

τ
(m−1)
n+1 τ

(m+1)
n−1 − τ

(m−1)
n τ

(m+1)
n +

(
τ
(m)
n

)2
= 0 (4.4)

により記述される離散可積分系である. ここでは離散戸田方程式を半無限格子 n = 0, 1, 2, . . .上で
考え (離散戸田分子),境界条件として τ

(m)
0 = 1を課す.

Narayana行列式は離散戸田方程式 (4.4)の一つの解 τ
(m)
n = ∆(m)

n (x)を与える. つまりNarayana
行列式 ∆(m)

n (x)は方程式

∆(m−1)
n+1 (x)∆(m+1)

n−1 (x)− ∆(m−1)
n (x)∆(m+1)

n (x) +
(

∆(m)
n (x)

)2
= 0 (4.5)

を満足する (行列式に関する Jacobiの恒等式). 従って原理的には,離散戸田方程式の形の方程式 (4.5)
を漸化式として用いることにより,全ての整数mと非負整数 nに対してNarayana行列式 ∆(m)

n (x)
の値を求めることができる.
今,漸化式の初期値として (4.3)で既に得られた ∆(−n)

n (x)と ∆(−n+1)
n (x)を選ぶ. このとき直ちに

次の事実を示すことができる: 任意の整数 mと非負整数 nを−n ≤ m ≤ 1を満たすようにとると
き, Narayana行列式 ∆(m)

n (x)の値は

∆(m)
n (x) = x−

m(m−1)
2 y

(m+n)(m+n−1)
2 (4.6)

に等しい (証明はm, nに関する数学的帰納法). ただし y = x + 1である. 特にm = 0またはm = 1
のとき,それぞれ

∆(0)
n (x) = y

n(n−1)
2 , ∆(1)

n (x) = y
n(n+1)

2 (n = 0, 1, 2, . . .). (4.7)

離散戸田方程式を用いてm = 2, 3, 4, . . .に対して ∆(m)
n (x)の値を評価する 再び方程式 (4.5)を漸

化式として用いる. (4.7)で得られた ∆(0)
n (x)と ∆(1)

n (x)を初期値として用いることにより,定理 2の
m = 2, 3およびm ≥ 4に対する公式は全て得られる (証明はm, nに関する数学的帰納法).
こうしてNarayana行列式 ∆(m)

n (x)に関する定理 2の主張が導かれた.

5 おわりに

本研究では次のことを明らかにした. 三角格子路を非交叉的に配置するとき, 配置の仕方の総
数は定理 1のようになる. この組合せ論的な結果は Gessel–Viennot–Lindströmの補題を通して,
Narayana行列式,つまりNarayana多項式を成分とするHankel行列式の値を調べることにより
得られる (定理 2). Narayana行列式の値の計算および評価は, Laurent双直交多項式や離散戸田方
程式を利用することにより容易になる.
最後にAztec diamondのドミノタイリング問題との関連について述べる. 図 5のような図形を

Aztec diamondという. Aztec diamondをドミノ,つまり 1 × 2または 2 × 1のブロックで敷き詰
めるとき,可能な敷き詰め方は何通りあるか. この問題はAztec diamondのドミノタイリング問題
と呼ばれ,厳密解の求まる非自明なタイリング問題の先駆けとして有名である [3].
三角格子路の非交叉的な配置に関する定理 1を思い出すとき, m = 1に関する結果は実はAztec

diamondのドミノタイリング問題に対する解を与えている. この事実は三角格子路の非交叉的な
配置とAztec diamondのドミノタイリングの間の全単射 (図 5の右図)から導かれる. つまり大き
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図 5: Aztec diamond (左),ドミノタイリング (中),三角格子路の非交叉的な配置との対応 (右).

図 6: 底部の削られたAztec diamondのドミノタイリング (左)と三角格子路の非交叉的な配置と
の対応 (右).

さ nのAztec diamondをドミノで敷き詰めるとき, 2 × 1ブロックの数が丁度 2k個になるような
敷き詰め方は (n(n+1)/2

k )通りある. これは [3]の結果に対する別証明を与えている.
さてm ≥ 2の場合はどうか. m = 1のときに用いた全単射から予想されるように, m ≥ 2の場合
には図 6のような底部の m − 1行が削られた Aztec diamondのドミノタイリング問題が現れる.
数え上げ問題としての結果もm = 1の場合と同様に導くことができる.
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