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s2s–OVCAの複数の渋滞クラスターを持つ周期解と基本図

群馬高専 宇治野 秀晃 (UJINO Hideaki)

宇都宮大・工 矢嶋 徹 (YAJIMA Tetsu)

東大・工 小熊 和仁 (OGUMA Kazuhito)

概 要 s2s–OVCA は，最適速度 (OV) 模型に対する超離散化の手法を橋渡しにスロース

タート (s2s)模型と最適速度模型を融合することで構成された，セルオートマトンタイプの交通

流模型である．s2s–OVCA に対して与えた周期解によって，数値的に得られた車両密度と平均

交通流量の関係 (基本図)が再現されることを示す．

1 s2s–OVCAとは

OV模型 [1]と s2s模型 [2]は，高密度領域における自然渋滞の形成を再現する交通流モデ

ルの代表例である．OV模型が微分方程式で記述されるのに対し，s2s模型はセルオートマ

トン (CA)によって与えられる．このように形の異なる 2つの模型を，OV模型に対する超

離散化の手法 [3, 4]を橋渡しに融合することで導入された，セルオートマトンタイプの交通

流模型が，s2s–OVCA[5]である．

s2s–OVCAの時間発展則は，時刻 n(= 0, 1, 2, · · · )における車 k の位置を xn
k として，

xn+1
k = xn

k +min
( n0

min
n′=0

(
∆xn−n′

k

)
− x0, v0δt

)
， ∆xn

k := xn
k+1 − xn

k

のように与えられる．但，任意の時刻ですべての車の位置を整数値に制限するため，単位セル

の長さを x0 = 1，時間ステップを δt = 1とし, 法定速度 v0 と初期配置 x0
k, k = 1, 2, · · · ,K

を整数値を選ぶ．この時間発展則から分かるように，s2s–OVCAの車の速度は，最適速度模

型と同様に前車との車間距離 ∆xn−n′

k , n′ = 0, 1, · · · , n0 によって定まる．また一旦車間距

離が短くなると，s2s模型と同様に，その後 n0 ステップの監視期間の間は，たとえ十分車間

距離が広がっても車は加速しない．s2s–OVCAは，n0 = 0, v0δt = 1とすれば ECA184[6]，

n0 = 1, v0δt = 1とすれば s2s模型 [2]，n0 = 0とすれば福井・石橋模型 [7]にそれぞれ帰

着する．

s2s–OVCAは逆超離散化 [8] の手続きにもうまく乗り，s2s–OV模型

dxk(t)

dt
= v0

(
1 +

1

t0

∫ t0

0

e−(∆xk(t−t′)−x0)/δxdt′
)−1

− v0
(
1 + ex0/δx

)−1

を与える．特に車間距離を監視する期間 [t−t0, t]の上端を t−t0に近づける極限で，s2s–OV
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模型は，Newellによって導入された速度制御型の OV模型 [9]

dxk

dt
= vopt

(
∆xk(t− t0)

)
, vopt(x) := v0

( 1

1 + e−(x−x0)/δx
− 1

1 + ex0/δx

)
に帰着する．この遅延時間 t0 を含んだ速度制御型の OV模型は，そのテーラー展開

vopt
(
∆xk(t)

)
=

dxk

dt
(t+ t0)

∴ dvk
dt

=
1

t0

(
vopt

(
∆xk(t)

)
− vk(t)

)
− 1

2

d2vk
dt2

t0 − · · ·

から分かるように，加速度制御型の OV模型 [1]に高階微分の項を加えた拡張模型になって

いる．

2 s2s–OVCAの基本図とその特徴

車両の密度と交通流量の関係を基本図という．高速道路の交通流における基本図は，地域

や路線によらず，傾きが法定速度にほぼ等しい自由走行線から，負の傾きを持つ渋滞線が分

岐する，漢字の『人』，もしくは左右をフリップしたギリシャ文字の “λ”の形に似た，折れ

線状の形状をとることが知られている．この人型の基本図を再現できるか否かが，交通流モ

デルの良し悪しの判定条件になっている．
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図 1 s2s–OVCAの基本図

図 1は，s2s–OVCAに対して，道路長を L = 100とし，周期的境界条件の下で，法定速

度を v0δt = 3，監視期間を n0 = 2に選んで，数値的に求めた基本図である．但，道路上の

車両の台数をK として，密度は ρ := K
Lx0
である．一方，交通流量 Qについては，

Q :=
1

(nf − ni)L

K∑
k=1

nf∑
n=ni

xn+1
k − xn

k

δt
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のように，ni := 800 ≤ n ≤ 1000 =: nf の，初期値から十分時間が経過した後の期間で時

間平均をとっている. v0δt, n0 を変えて数値的に求めた全ての基本図に共通の特徴を列挙す

ると，

1. 全ての車が法定速度で流れる自由走行線は，原点を通り，法定速度 v0 に一致する傾

きを持つ直線である．

2. 速度 0の車を含む交通流に対応する渋滞線は負の傾きを持つ．

3. 自由走行線，渋滞線を含め，基本図には，許容される全ての速度 vδt = 0, 1, · · · , v0δt
に対応する v0δt+ 1本の分岐がある．

4. 全ての分岐の高密度側の端点は，速度 vδt で走行する車の上限の密度を与える直線

Qδt+ ρx0 = 1と，原点を通る傾き v の直線 Q = vρとの交点で与えられる．

5. 自由走行線を除く v0δt 本の分岐は，上述の高密度側の端点と，縦軸の切片 Q =

1/(n0 + 1)δtを結ぶ直線の，自由走行線よりも下の部分で与えられる．

となる．これらの特徴は，図 1からも読み取ることができる．特に特徴の 4.及び 5. から，

自由走行線を除く分岐に対する経験式

Q =
n0vδt− x0

(n0 + 1)δt
ρ+

1

(n0 + 1)δt
, v ̸= v0

が得られる．

s2s–OVCAとは異なるモデルで，同様に基本図に多段分岐を持つもの [10]が知られてい

る．両者の基本図は，共に自由走行線と v = 0 に対応する渋滞線の間に，許容される中間

の速度に対応する複数の分岐を持つという共通点はあるものの，後者では自由走行線以外の

全ての分岐の傾きが負であり，v = 0に対応する渋滞線以外の分岐の傾きが全て非負となる

s2s–OVCAのものとは，この点で異なっている．

3 周期解と基本図

数値実験によって，s2s–OVCAの すべての車両の位置を各時刻ごとにプロットした時空

図 (図 2参照)を生成し，車の流れを観察すると，初期値から時間発展を始めて暫くの間は，

許容される様々な速度の車が入り乱れた不規則なフローが過渡的に生じるものの，十分時間

が経過した後は，ほぼ常時法定速度で走る速い車のクラスターと，法定速度よりは遅いもの

の，いずれも同一の速度で走る，遅い車のクラスターが複数共存し，それぞれのクラスター

が長さを単調に変えることなく移動する，定常的なフローに緩和していく様子が観察され

る．このような定常的なフローによって，前節で見た s2s–OVCAの基本図の特徴が説明さ

れる．

最も簡単な定常解は，遅い車のクラスターが出現せず，全ての車が法定速度で常に動く自

由走行解である．車が法定速度 v0 で進むためには，前車との車間距離が v0δt以上開いてい

ることが必要である．従って，すべての車間距離が v0δt以上開き，かつすべての車の速度
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図 2 車両数を K = 30 とし，初期条件を 1 つに固定した他は，図 1 と同じ条件で生成

した s2s–OVCAの時空図

が法定速度である初期条件は，自由走行解を与える．すべての車が常に法定速度 v0 で動く

ため，密度 ρとフロー Qの関係は Q = v0ρで与えられる．

その他の定常解については，まず遅い車のクラスターが 1つだけしか現れない場合から考

察を始めることにしよう．次のような初期条件

n = 0 : |
1

⟨v⟩ [0]→ · · ·
k−1

⟨v⟩ [0]→
k

⟨v⟩ [0] 
k+1

⟨v0⟩
[n0+1]→ · · ·

K−1

⟨v0⟩
[n0+1]→

K

⟨v0⟩
[m+1]−lx0 ︸ ︷︷ ︸

L = L0 − (n0 −m)(v0 − v)δt− lx0

|
1

⟨v⟩

m = 0, 1, · · · , n0, lx0/δt = 0, 1, · · · , v0 − v − 1, k = 1, 2, · · · ,K
L0 := (K − k)(n0 + 1)(v0 − v)δt+K(x0 + vδt), [n] := vδt+ n(v0 − v)δt

からの時間発展を考える．上の図式で，
n

⟨v⟩は次に速さ vで進む n番目の車を，h→,
h は，共

に長さ hの車間距離（隣接車間の空セル数）を表す．但， は次のステップで長さが変化し，
→は長さが変化しない．また車列全体の変位を見るため，1番目の車が最初にいたセルの位

置を |で表している．上の図式の初期配置は，密度 ρ := K/Lが ρ ≥ ρmin(v)を満たすK に

対して，与えることができる．別の言い方をすると，速さ vでゆっくり走る車が常に 1台以上

存在しうる程度に十分車が多い場合，任意の Lに対して，L = L0−(n0−m)(v0−v)δt− lx0

を満たす非負の整数 k, l,mが存在する．

この初期条件から n0 + 1ステップ時間発展させた後の配置は

n0+1 : |(n0+1)vδt⇒
1

⟨v⟩ [0]→ · · ·
k−1

⟨v⟩ [0] 
k

⟨v0⟩
[n0+1] 

k+1

⟨v0⟩
[n0+1]→ · · ·

K−2

⟨v0⟩
[n0+1]→

K−1

⟨v0⟩
[m+1]−lx0 

K

⟨v⟩ [0]→
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になる．この配置でK 番目の車を車列の最後尾に移動させると，

n0 + 1 : |n0vδt−x0⇒
K

⟨v⟩ [0]→
1

⟨v⟩ [0]→ · · ·
k−2

⟨v⟩ [0]→
k−1

⟨v⟩ [0] 
k

⟨v0⟩
[n0+1] · · ·

K−2

⟨v0⟩
[n0+1]→

K−1

⟨v0⟩
[m+1]−lx0 

となる．これは初期配置を右に n0vδt− x0 ずらしただけの配置になっており，この意味で，

この解は周期解である．

またこの解のフローは，n0 + 1ステップの間の初期配置全体の移動量 n0vδt− x0 に由来

するフローと，本来の配置から左端に Lセルだけ戻された K 番目の車の移動量を補償する

フローを足し合わせることで

Q =
n0vδt− x0

(n0 + 1)δt
ρ+

1

(n0 + 1)δt

のように求められる．これは前節で数値的に得た経験式に一致する．

このような 1 つだけの遅い車のクラスターを持つ周期解を複数つなげることを考えて

みよう．まず遅い車のクラスターを 1 個だけ持つ周期解の適当な時刻のスナップショット

⟨P ⟩ h を，速さ v で動く車だけからなる渋滞クラスター ⟨S⟩ hs と，速さ v よりも速く動

く車だけからなる，速いクラスター ⟨F ⟩
hf に分ける．但，渋滞クラスターを 1つだけ考え

た時のスナップショットで，先頭速いクラスターの先頭に速さ v で動く遅い車が現れた場

合は，その遅い車を渋滞クラスターの最後尾に移動させたものを改めてスナップショットと

する．n0, v, v0 が共通で，いずれも渋滞クラスターを 1つだけ持つ，一般に車列の長さと車

の台数はまちまちの (もちろん同じでも構わない)周期解を N 個用意し，上に説明した方法

で，速いクラスターが渋滞クラスターの前方にのみ存在しうるように作ったスナップショッ

ト ⟨P ⟩ h = ⟨S⟩ hs ⟨F ⟩
hf を N 個並べ，車列全体の長さを周期とする周期的境界条件を課

した初期配置を考えよう．但，時間発展の途中で渋滞クラスターが消滅することのないよ

う，直前の渋滞クラスターの最後尾の車が加速する前（同時も可）に，速いクラスターの先

頭の車が速さ vまで減速するように並べることにする．この初期配置からの時間発展で生成

される車の運動は，渋滞クラスターが 1つだけの周期解と同様に，周期が n0 + 1ステップ

の周期解になっている．また作り方から明らかなように，渋滞クラスターを N 個持ってい

る．フローの計算についても，渋滞クラスターを 1つだけ持つ周期解の場合と全く同様にし

て，前節で数値的に得た経験式

Q =
n0vδt− x0

(n0 + 1)δt
ρ+

1

(n0 + 1)δt

が再現されることを確かめることができる．

4 おわりに

本稿では，数値的に得た s2s–OVCAの基本図の特徴が，n0 + 1ステップ後には初期配置

を n0vδt − x0 ずらしただけの配置を与える周期解によって再現されることを述べた．但，

周期解によって s2s–OVCAに対する基本図を説明する上で避けて通ることのできない，
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• 本稿で与えた周期解によって，s2s–OVCAのあらゆる周期解が尽くされるか?

• 初期配置をどのように選んでも，時間発展の結果，最終的にいずれかの周期解に緩和
するか?

といった疑問は，今後検討すべき未解決の問題である．また，摂動を加えた場合の s2s–

OVCA の周期解の安定性・周期解の間の遷移に関する考察や，逆超離散極限をとった

s2s–OV模型における対応する解の構成法についても，検討してみたい．
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