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概 要 離散ハングリー系として，離散ハングリー戸田方程式および 2種の離散ハングリーロト

カ・ボルテラ系がある．これらの離散ハングリー系は時間変数を含むか否かによって，非自励系と自

励系に分類される．本報告では，非自励な 3種の離散ハングリー系を結ぶ Bäcklund変換を明らかに

する．

1 はじめに

可積分な離散ハングリー系として，離散ハングリー戸田方程式 (dhToda: discrete hungry Toda

equation) [1]と離散ハングリーロトカ・ボルテラ系 (dhLV: discrete hungry Lotka-Volterra system)[2,

3]がある．離散ハングリー戸田方程式
Q

(n+M)
i + E

(n+1)
i−1 = Q

(n)
i + E

(n)
i , i = 1, 2, . . . ,m,

Q
(n+M)
i E

(n+1)
i = Q

(n)
i+1E

(n)
i , i = 1, 2, . . . ,m− 1,

E
(n)
0 ≡ 0, E

(n)
m ≡ 0, n = 0, 1, . . .

(1.1)

は有名な離散戸田方程式の拡張版とみなすことができる．ここで，上付き添え字 nは離散時間，下
付き添え字 iは空間変数を表す．2種類の離散ハングリーロトカ・ボルテラ系
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(1.2)
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Mm+M+(M−1) ≡ 0, ℓ = 0, 1, . . .

(1.3)

は生物数理モデルの離散化で得られる離散ロトカ・ボルテラ系を拡張した離散可積分系であり，上
付き添え字 ℓは離散時間，下付き添え字 kは生物番号，δ(ℓ)は離散時間 ℓにおける差分パラメータ
を表す．ここで，M は各生物種が捕食できる生物種数を表す自然数である．以降，簡略化のため
に (1.2), (1.3)をそれぞれ dhLVI，dhLVIIと呼ぶことにする．dhLVI (1.2), dhLVII (1.3)において
M = 1とすれば，ともに離散ロトカ・ボルテラ系と一致する．
差分パラメータに対する条件 δ(ℓ) → ∞のもとで，3つの離散ハングリー系を結ぶ Bäcklund変
換が導かれている [4, 5]．dhToda (1.1)はもとから，dhLVI (1.2), dhLVII (1.3)は極限 δ(ℓ) → ∞
において時間変数 ℓに陽に依存する項を含まないので，[4, 5]は自励な離散ハングリー系に対する
結果といえる．[6]では，dhToda (1.1)に非自励項を追加しているが，本報告ではこれを非自励
dhTodaと呼ぶことにする．また，δ(ℓ)が有限な場合の (1.2), (1.3)をそれぞれ非自励 dhLVI，非自

1



励 dhLVIIと呼ぶ．非自励 dhTodaと非自励 dhLVI (1.2)を結ぶ Bäcklund変換が報告されている
[7]が，非自励 dhTodaと非自励 dhLVII (1.3)を結ぶ Bäcklund変換についての議論はない．本報
告では，まず非自励 dhTodaと非自励 dhLVII (1.3)を結ぶ Bäcklund変換を導出し，[7]の結果を
踏まえて 3つの非自励な離散ハングリー系の間の Bäcklund変換を明らかにする．[6]では，非自
励 dhTodaだけでなく，付随するシフト付き LR変換も示されている．[6]に倣って非自励 dhLVII

(1.3)をシフト付きLR変換と関連付け，これを変数変換によって [6]のシフト付きLR変換と対応
付け，非自励 dhTodaと非自励 dhLVII (1.3)を結ぶ Bäcklund変換を導く．

2 非自励 dhTodaと付随するシフト付き LR変換

本節では，[6]で示された非自励 dhTodaと付随するシフト付き LR変換について述べる．
dhToda変数Q

(n)
k , E

(n)
k を成分にもつm次 2重対角行列として，

L(n) := lowerbidiag

{
Q

(n)
1 Q

(n)
2 . . . Q

(n)
m

1 1 . . . 1

}
, (2.1)

R(n) := upperbidiag

{
E

(n)
1 E

(n)
2 . . . E

(n)
m−1

1 1 . . . 1

}
(2.2)

を導入する．ただし，lowerbidiag{}の上段は下 2重対角行列の対角成分を，下段は下副対角成
分を表す．また，upperbidiag{}の上段は上 2重対角行列の上副対角成分を，下段は対角成分を
表す．このとき，A(n) := L(n)L(n+1) · · ·L(n+M−1)R(n)とすると，自励 dhToda (1.1)の時間発展
n → n+M によって LR変換

A(n) = (L(n)L(n+1) · · ·L(n+M−1))R(n), A(n+M) = R(n)(L(n)L(n+1) · · ·L(n+M−1)) (2.3)

が実現できる．詳しくは [4]を参照されたい．LR変換 (2.3)に原点シフトを追加したシフト付き
LR変換として，

A(n) − s(n)I = L̄(n)R(n,0), A(n+M) = R(n,0)L̄(n) + s(n)I (2.4)

を考える．ただし，L̄(n)は下 3角行列，R(n,0)は上 2重対角行列である．(2.4)より

A(n+M) = R(n,0)(L̄(n)R(n,0) + s(n)I)(R(n,0))−1 = R(n,0)A(n)(R(n,0))−1 (2.5)

なので，A(n)と A(n+M)は相似であることが分かる．ここで，新たに以下の関係を満たす上 2重
対角行列R(n,k)を導入する．

L(n+M+j)R(n,j+1) = R(n,j)L(n+j), j = 0, 1, . . . ,M − 1, (2.6)

R(n+M)R(n,0) = R(n,M)R(n), (2.7)

R(n,j) := upperbidiag

{
E

(n,j)
1 E

(n,j)
2 . . . E

(n,j)
m−1

1 1 . . . 1

}
.

このとき，R(n,0)A(n)(R(n,0))−1に対して (2.6)のLR変換をM 回，(2.7)の変換を 1回使って変形
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すると，

R(n,0)A(n)(R(n,0))−1 = (R(n,0)L(n))L(n+1) · · ·L(n+M−1)R(n)(R(n,0))−1

= L(n+M)(R(n,1)L(n+1)) · · ·L(n+M−1)R(n)(R(n,0))−1

...

= L(n+M)L(n+M+1) · · ·L(n+2M−1)(R(n,M)R(n))(R(n,0))−1

= L(n+M)L(n+M+1) · · ·L(n+2M−1)R(n+M)

= A(n+M) (2.8)

となる．これはR(n,0)が与えられると (2.6), (2.7)によって，シフト付き LR変換 (2.4)が求まる
ことを意味する．LR変換 (2.6)において，(i, i)成分，(i, i+ 1)成分が満たす等式を書き下すと，

Q
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E
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i

E
(n,j)
i , i = 1, 2, . . . ,m− 1, j = 0, 1, . . . ,M − 1,

E
(n,j+1)
0 := 0, E

(n,j)
m := 0, j = 0, 1, . . . ,M − 1

(2.9)

となる．同様に，(2.7)の (i, i+ 1)成分，(i, i+ 2)成分に着目すると，
E
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(n)
i + E

(n,M)
i − E

(n,0)
i , i = 1, 2, . . . ,m− 1,

E
(n,0)
i+1 =

E
(n)
i+1

E
(n+M)
i

E
(n,M)
i , i = 1, 2, . . . ,m− 2

(2.10)

が得られる．実際は，R(n,0)のすべての成分ではなく (1, 2)成分さえ求まれば (2.9), (2.10)を使っ
てシフト付きLR変換 (2.4)が実現できる．詳しくは [6]を参照されたい．ちなみにR(n,0)の (1, 2)

成分E
(n,0)
1 は，

E
(n,0)
1 =

(Q
(n)
1 Q

(n+1)
1 · · ·Q(n+M−1)

1 )E
(n)
1

Q
(n)
1 Q

(n+1)
1 · · ·Q(n+M−1)

1 − s(n)
(2.11)

で与えられる．LR変換 (2.3)は自励 dhToda (1.1)と関連付くのに対して，(2.3)に原点シフトを
導入したシフト付き LR変換 (2.4)は (2.9)–(2.11)に関連付くので，時間変数 nに依存する項 s(n)

を含むという意味で (2.9)–(2.11)を非自励 dhTodaと呼ぶ．もちろん，(2.11)において s(n) = 0と
すると，(2.9)–(2.11)は自励 dhToda (1.1)と一致する．

3 非自励 dhTodaと非自励 dhLVIIを結ぶBäcklund変換

本節では，まず非自励 dhLVII (1.3)をシフト付き LR変換と対応付ける．続いてこの結果を 2

節で示した非自励 dhToda (2.9)–(2.11)と関連付くシフト付き LR変換と組み合わせて，非自励
dhToda (2.9)–(2.11)と非自励 dhLVII (1.3)を結ぶ Bäcklund変換を導出する．さらに，[7]で得
られた非自励 dhToda (2.9)–(2.11)と非自励 dhLVI (1.2)を結ぶ Bäcklund変換を踏まえ，非自励
dhLVI (1.2)と非自励 dhLVII (1.3)を結ぶ Bäcklund変換を与える．
非自励dhLVII (1.3)に対して，変数変換ω

(ℓ)
k := v

(ℓ)
k (1+δ(ℓ)

∏M
p=1 v

(ℓ)
k−p), k = 1, 2, . . . ,Mm+M−1,

γ
(ℓ)
k := δ(ℓ)

∏M
p=0 v

(ℓ)
k+p, k = 1, 2, . . . ,Mm − 1を施すと，ω

(ℓ+1)
k + γ

(ℓ)
k−M = ω

(ℓ)
k + γ

(ℓ)
k , k = 1, 2, . . . ,Mm +M − 1,

ω
(ℓ+1)
k γ

(ℓ)
k+1 = ω

(ℓ)
k+M+1γ

(ℓ)
k , k = 1, 2, . . . ,Mm−1 +M − 1

(3.1)
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が得られる．このとき，(3.1)の行列形式は，

L(ℓ+1)
j+1 R(ℓ)

j+1 = R(ℓ)
j L(ℓ)

j+1, j = 0, 1, . . . ,M − 1, (3.2)

R(ℓ+1)R(ℓ)
0 = R(ℓ)

M R(ℓ), (3.3)

L(ℓ)
j+1 := lowerbidiag

{
ω
(ℓ)
M1+j ω

(ℓ)
M2+j . . . ω

(ℓ)
Mm+j

1 1 . . . 1

}
,

R(ℓ) := upperbidiag

{
ω
(ℓ)
M1+M ω

(ℓ)
M2+M . . . ω

(ℓ)
Mm−1+M

1 1 . . . 1

}
,

R(ℓ)
j := upperbidiag

{
γ
(ℓ)
M1+j γ

(ℓ)
M2+j . . . γ

(ℓ)
Mm−1+j

1 1 . . . 1

}

となる．ここで，L(ℓ)
j ,R(ℓ)の積によってm次行列をA(ℓ) := L(ℓ)

1 L(ℓ)
2 · · · L(ℓ)

M R(ℓ)と定める．さら
に，シフト付き LR変換

A(ℓ) − s̄(ℓ)I = L̄(ℓ)R(ℓ)
0 , A(ℓ+1) = R(ℓ)

0 L̄(ℓ) + s̄(ℓ)I (3.4)

を導入する．ただし，s̄(ℓ)はシフト量，L̄(ℓ)は下 3角行列である．(3.4)より

A(ℓ+1) = R(ℓ)
0 (L̄(ℓ)R(ℓ)

0 + s̄(ℓ)I)(R(ℓ)
0 )−1 = R(ℓ)

0 A(ℓ)(R(ℓ)
0 )−1 (3.5)

なので，A(ℓ)とA(ℓ+1)は相似である．一方，R(ℓ)
0 A(ℓ)(R(ℓ)

0 )−1を (3.2), (3.3)によって変形すると，

R(ℓ)
0 A(ℓ)(R(ℓ)

0 )−1 = (R(ℓ)
0 L(ℓ)

1 )L(ℓ)
2 · · · L(ℓ)

M R(ℓ)(R(ℓ)
0 )−1

= L(ℓ+1)
1 (R(ℓ)

1 L(ℓ)
2 ) · · · L(ℓ)

M R(ℓ)(R(ℓ)
0 )−1

...

= L(ℓ+1)
1 L(ℓ+1)

2 · · · L(ℓ+1)
M (R(ℓ)

M R(ℓ))(R(ℓ)
0 )−1

= A(ℓ+1) (3.6)

となる．(3.6)から，(3.2)のLR変換をM 回と (3.3)の変換を 1回の組み合わせによって，シフト
付きLR変換 (3.4)を実現できることが分かる．つまり，非自励 dhLVII (1.3)の時間発展 ℓ → ℓ+1

によって，シフト付き LR変換 (3.4)を実行できることを意味する．
続いて，シフト付き LR変換 (3.4)のシフト量 s̄(ℓ)と非自励 dhLVII (1.3)の差分パラメータ δ(ℓ)

の関係を明確にする．シフト付き LR変換 (3.4)の第 1式において，行列の (1, 1)成分，(1, 2)成
分をそれぞれ比較して整理すると，

s̄(ℓ) =

(
M−1∏
p=0

ω
(ℓ)
M1+p

)(
1−

ω
(ℓ)
M1+M

γ
(ℓ)
M1

)
(3.7)

が得られる．ここで，dhLVII (1.3) の境界条件より ω
(ℓ)
M1

, ω
(ℓ)
M1+1, . . . , ω

(ℓ)
M1+M−1 と v

(ℓ)
M1

, v
(ℓ)
M1+1,

. . . ,v
(ℓ)
M1+M−1 について，

∏M−1
p=0 ω

(ℓ)
M1+p =

∏M−1
p=0 v

(ℓ)
M1+p が成り立つことに注意したい．さらに，

ω
(ℓ)
M1+M/γ

(ℓ)
M1

= 1 + 1/(δ(ℓ)
∏M−1

p=0 v
(ℓ)
M1+p)なので，(3.7)の右辺は簡略化されて，

s̄(ℓ) = − 1

δ(ℓ)
(3.8)
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となる．(3.8)より，極限 δ(ℓ) → ∞において s̄(ℓ) = 0なので，シフト付き LR変換 (3.4)はシフト
無しの LR変換となる．これは，自励 dhLVIIがシフト無し LR変換と関連付けられた [5]の結果
に矛盾しない．
最後に，非自励 dhToda (2.9)–(2.11)と非自励 dhLVII (1.3)を結ぶ Bäcklund変換を示す．非自
励 dhToda (2.9)–(2.11)と非自励 dhLVII (1.3)に付随するシフト付きLR変換に現れる行列間の関
係を考察する．まず，非自励 dhLVII (1.3)の離散時間 ℓを用いて，非自励 dhToda (2.9)–(2.11)の
離散時間を n = ℓM + j, j = 0, 1, . . . ,M − 1と置き換える．このとき，非自励 dhLVII (1.3)の時
間発展 ℓ → ℓ+ 1は非自励 dhToda (2.9)–(2.11)の時間発展 ℓM + j → (ℓ+ 1)M + jと対応する．
ある ℓにおいて

R(ℓM) = R(ℓ), L(ℓM+j) = L(ℓ)
j+1, j = 0, 1, . . . ,M − 1 (3.9)

および s(ℓM) = −1/δ(ℓ)と仮定すると，A(ℓM) − s(ℓM)I = A(ℓ) + (1/δ(ℓ))I のように (2.4), (3.4)の
第 1式の左辺が等しくなるので，右辺に着目すると，

L̄(ℓM)R(ℓM,0) = L̄(ℓ)R(ℓ)
0

が得られる．定義よりR(ℓM,0),R(ℓ)
0 は対角成分が 1である上 2重対角行列なので，LU分解の一意性

よりR(ℓM,0) = R(ℓ)
0 が成り立つ．このとき，仮定であるL(ℓM) = L(ℓ)

1 と合わせるとR(ℓM,0)L(ℓM) =

R(ℓ)
0 L(ℓ)

1 なので，(2.6), (3.2)より

L((ℓ+1)M)R(ℓM,1) = L(ℓ+1)
1 R(ℓ)

1

となる．定義より R(ℓM,1),R(ℓ)
1 も対角成分が 1である上 2重対角行列なので，LU 分解の一意性

より，
L((ℓ+1)M) = L(ℓ+1)

1 , R(ℓM,1) = R(ℓ)
1

が成り立つ．さらに，同様の議論を繰り返せば，

R(ℓM,j) = R(ℓ)
j , j = 0, 1, . . . ,M,

L((ℓ+1)M+j) = L(ℓ+1)
j+1 , j = 0, 1, . . . ,M, (3.10)

R((ℓ+1)M) = R(ℓ+1) (3.11)

が導かれる．よって，ある ℓに対してR(ℓM) = R(ℓ), L(ℓM+j) = L(ℓ)
j+1および s(ℓM) = −1/δ(ℓ)なら

ば，ℓを ℓ+ 1で置き換えた (3.10), (3.11)も成り立つ．以上より，(3.9)を行列の成分ごとに書き
下すと，非自励 dhToda (2.9)–(2.11)と非自励 dhLVII (1.3)について次の定理が成り立つ．

定理 3.1. s(ℓM) = −1/δ(ℓ)とすると，非自励 dhToda (2.9)–(2.11)と非自励 dhLVII (1.3)を結ぶ
Bäcklund変換は以下で与えられる．

Q
(ℓM+j)
i = ω

(ℓ)
Mi+j = v

(ℓ)
Mi+j

(
1 + δ(ℓ)

M∏
p=1

v
(ℓ)
Mi+j−p

)
, i = 1, 2, . . . ,m, j = 0, 1, . . . ,M − 1,

(3.12)

E
(ℓM)
i = ω

(ℓ)
Mi+M = v

(ℓ)
Mi+M

(
1 + δ(ℓ)

M∏
p=1

v
(ℓ)
Mi+M−p

)
, i = 1, 2, . . . ,m− 1. (3.13)

また，非自励 dhToda (2.9)–(2.11)と非自励 dhLVI (1.2)を結ぶ Bäcklund変換については，[7]

において以下の定理が導かれている．
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定理 3.2. s(ℓM) = −1/δ(ℓ) とすると，非自励 dhToda (2.9)–(2.11)と非自励 dhLVI (1.2)を結ぶ
Bäcklund変換

U
(ℓ)
Mi

=

M−1∏
p=0

Q
(ℓM+p)
i , i = 1, 2, . . . ,m, (3.14)

U
(ℓ)
Mi+j+1 =

(
M−2∏
p=0

Q
(ℓM+p+j+1)
i

)
E

(ℓM+j)
i , i = 1, 2, . . . ,m− 1, j = 0, 1, . . . ,M − 1 (3.15)

となる．ただし，U
(ℓ)
k := u

(ℓ)
k

∏M
p=1(1 + δ(ℓ)u

(ℓ)
k−p)である．

さらに，定理 3.1, 3.2より，非自励 dhToda変数を介して，非自励 dhLVI (1.2)と非自励 dhLVII

(1.3)を結ぶ Bäcklund変換が導出できる．具体的には，(3.12), (3.13)と (3.14), (3.15)から非自
励 dhToda変数を消去すると U

(ℓ)
k =

∏M−1
p=0 ω

(ℓ)
k+p, k = 1, 2, . . . ,Mm となるので，非自励 dhLVI,

dhLVII変数で書き換えると次の定理が得られる．

定理 3.3. 非自励 dhLVI (1.2)と非自励 dhLVII (1.3)を結ぶ Bäcklund変換は以下で与えられる．

u
(ℓ)
k =

M−1∏
p=0

v
(ℓ)
k+p, k = 1, 2, . . . ,Mm.

4 まとめ

本報告ではまず，非自励dhTodaとシフト付きLR変換の関係を説明した．続いて，非自励dhLVII

の差分パラメータはシフト付き LR変換のシフト量に対応することを示し，非自励 dhLVIIをシフ
ト付き LR変換に関連付けた．最後に，非自励 dhTodaと非自励 dhLVIIに付随する 2種類のシフ
ト付きLR変換を対応付ける変数変換を見出し，非自励 dhTodaと非自励 dhLVIIを結ぶBäcklund

変換を導出した．非自励 dhTodaと非自励 dhLVIを結ぶBäcklund変換は既存であるが，この結果
を含めて非自励 dhToda, 非自励 dhLVI, 非自励 dhLVIIの 3種類の非自励な離散ハングリー系を結
ぶ Bäcklund変換を整理した．本報告で得られた Bäcklund変換を利用すれば，非自励 dhLVIIの
固有値計算への応用も可能である．
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