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概 要 力学系の平衡点付近における解挙動を調べる際に中心多様体理論は有効である．本報告では，中

心多様体理論を用いて可積分な積型の離散ハングリーロトカ・ボルテラ (dhLV)系に対する局所解析を行う．

まず，積型 dhLV系に関連する中心多様体の存在を示し，続いて，差分間隔のパラメータを適切に定めるこ

とで積型 dhLV系の解がその平衡点へ指数的に収束することを明らかにする．

1 はじめに

可積分な離散ロトカ・ボルテラ (dLV: discrete Lotka-Volterra)系は，どの生物種も他の生物種を２種
以上捕食しないとした可積分なロトカ・ボルテラ型生物数理モデルの時間離散版である．最高M 種まで
捕食できると拡張した場合，時間離散化で得られる可積分系の１つは，離散ハングリーロトカ・ボルテ
ラ (dhLV: discrete hungry Lotka-Volterra)系v

(n+1)
k

(
1 + δ

∏M
j=1 v

(n+1)
k−j

)
= v

(n)
k

(
1 + δ

∏M
j=1 v

(n)
k+j

)
, k = 1, 2, . . . ,Mm +M − 1,

v
(n)
1−M := 0, . . . , v

(n)
0 := 0, v

(n)
Mm+M := 0, · · · , v(n)Mm+M+(M−1) := 0, n = 0, 1, . . .

(1.1)

となる．ここで，nを離散時間変数，kを生物種番号，v
(n)
k を離散時刻 nにおける生物種 kの個体数，任

意定数 δ > 0を差分間隔とする．また，添え字が煩雑になるため，Mk := (k − 1)M + kとおく．dhLV

系 (1.1)は乗積記号
∏
を含む可積分系の離散化で得られるので，本報告では積型 dhLV系と呼ぶことに

する．積型 dhLV系 (1.1)に対し和型 dhLV系もあるが，詳しくは [3]を参照されたい．
中心多様体理論 [1, 8]を利用した局所解析は，離散可積分系に基づく行列の固有値・特異値計算アル

ゴリズムに関して，収束の最終局面における平衡点付近での解の漸近的な振る舞いを調べることができ
る有効な手法といえる．このような挙動は一般に大域解析では捉えきれない．離散戸田方程式，離散ハ
ングリー戸田方程式，dLV系，和型 dhLV系，qd型 dhLV系は，行列の固有値・特異値計算アルゴリズ
ムの核となる漸化式に利用でき，それらに関連する中心多様体の存在については表 1に示すとおりであ
る．離散戸田方程式と離散ハングリー戸田方程式に関連する中心多様体は常に存在するとは限らないが，
dLV系，和型 dhLV系，qd型 dhLV系に関連する中心多様体は，差分間隔を表す任意のパラメータ δを
適切に定めることで常に存在する．中心多様体が存在する場合は，離散可積分系の平衡点付近の解は指
数的に平衡点へ近づくことが保証され，これらの離散可積分系に基づくアルゴリズムは安定した収束性
をもつことを意味する [2, 5, 6]．積型 dhLV系 (1.1)からも行列の固有値計算アルゴリズムを定式化でき
る [4]が，局所解析についてはまだ行われていない．本報告では，積型 dhLV系 (1.1)に関連する中心多
様体の存在について調べ，平衡点付近における解挙動を明らかにする．
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表 1: 行列の固有値・特異値計算アルゴリズムに関連付けられる離散可積分系と関連する中心多様体

離散可積分系 中心多様体
離散戸田方程式 常に存在するとは限らない [5]

離散ハングリー戸田方程式 常に存在するとは限らない [7]

dLV系 常に存在 [5]

和型 dhLV系 常に存在 [2]

qd型 dhLV系 常に存在 [6]

2 中心多様体理論

中心多様体理論は力学系に対する古典的な解析手法の１つであり，これを用いて力学系の平衡点付近にお
ける解挙動を調べることができる．本節では，中心多様体理論について概説する．x(n) := (x

(n)
1 , x

(n)
2 , . . . ,

x
(n)
ℓ1

) ∈ Rℓ1 , y(n) := (y
(n)
1 , y

(n)
2 , . . . , y

(n)
ℓ2

) ∈ Rℓ2 に関する離散力学系x(n+1) = Ax(n) + ζ(x(n),y(n)),

y(n+1) = By(n) + χ(x(n),y(n))
(2.1)

を考える．ここで，複素平面上においてA ∈ Rℓ1×ℓ1 の固有値はすべて単位円周上，B ∈ Rℓ2×ℓ2 の固有
値はすべて単位円内部に分布すると仮定する．さらに，C2級関数 ζ : Rℓ1+ℓ2 → Rℓ1 , χ : Rℓ1+ℓ2 → Rℓ2

は，
ζ(0,0) = 0, χ(0,0) = 0, Dζ(0,0) = O, Dχ(0,0) = O (2.2)

を満たすとする．ただし，Dζ, Dχはそれぞれ ζ, χのヤコビ行列である．このとき，次の定理が成り
立つ．

定理 2.1. 離散力学系 (2.1)に対して，h(0) = 0, Dh(0) = Oかつ y(n+1) = h(x(n+1))となるC2級関数
h : Rℓ1 → Rℓ2 が存在する．ただし，十分に小さな ε > 0に対して ∥x(n)∥ < εとする．

関数 hが離散力学系 (2.1)に対する中心多様体である．離散力学系 (2.1)を中心多様体 hに制限すること
で，低次元化した離散力学系

z(n+1) = Az(n) + ζ(z(n), h(z(n))), z(n) ∈ Rℓ1 (2.3)

が与えられ，次の定理が得られる．

定理 2.2. (2.3)の零解が安定であると仮定すると，

1. (2.1)の零解は安定である．

2. (x(n),y(n))を十分小さな初期値 (x(0),y(0))に対する解とする．このとき，(2.3)の解 z(n)が存在
し，すべての nに対して ∥x(n) − z(n)∥ ≤ κβnかつ ∥y(n) − h(z(n))∥ ≤ κβnを満たす．ここで κ, β

は正の定数，β < 1である．

3 積型 dhLV系に関連する中心多様体の存在と局所的収束性

本節では，まず積型 dhLV系 (1.1)に関連する中心多様体 hの存在を調べる．続いて中心多様体 hを
導き，最終的に中心多様体理論を利用して積型 dhLV系 (1.1)の局所的な解挙動を明らかにする．
[4]において積型 dhLV系 (1.1)の大域的収束性に関する次の定理が示されている．
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定理 3.1. 正の定数K に対して 0 < v
(0)
1 , v

(0)
2 , . . . , v

(0)
Mm+M−1 < K ならば，

lim
n→∞

v
(n)
Mk+ℓ = ck,ℓ, k = 1, 2, . . . ,m, ℓ = 0, 1, . . . ,M − 1,

lim
n→∞

v
(n)
Mk+M = 0, k = 1, 2, . . . ,m− 1

となる．ただし，定数 ck,ℓは
∏M−1

ℓ=0 c1,ℓ >
∏M−1

ℓ=0 c2,ℓ > · · · >
∏M−1

ℓ=0 cm,ℓ > 0を満たす．

定数
∏M−1

ℓ=0 ck,ℓは Totally Nonnegative行列の固有値となるが，詳しくは [4]を参照されたい．
ここで，k = 1, 2, . . . ,m, ℓ = 0, 1, . . . ,M − 1に対して新たな変数 v̄

(n)
Mk+ℓ := v

(n)
Mk+ℓ − ck,ℓ を導入

する．また，v̄(n) = (v̄
(n)
1 , v̄

(n)
2 , . . . , v̄

(n)
m )⊤ ∈ RMm+M−m, v̄

(n)
k := (v̄

(n)
Mk

, v̄
(n)
Mk+1, . . . , v̄

(n)
Mk+M−1)および

v(n) = (v
(n)
M1+M , v

(n)
M2+M , . . . , v

(n)
Mm−1+M )⊤ ∈ Rm−1 とする．このとき，積型 dhLV系 (1.1)は平衡点が

(v̄(n),v(n)) = (0,0)となるように容易に変形できる．さらに，次の補題に示すように線形部分と非線形
部分に分離できる．以降，記号の簡略化のため，ck,i:j :=

∏j
p=i ck,pとおく．

補題 3.2. v̄
(n)
Mk+ℓ := v

(n)
Mk+ℓ − ck,ℓとする．また，

δ <
{
max

[
0, max

k=1,2,...,m

(∣∣∣−∏M−1
p=0 v

(n+1)
Mk+p +

∏M−1
p=0 ck,p

∣∣∣−∏M−1
p=0 ck,p

)
,

max
k=1,2,...,m

ℓ=1,2,...,M−1

(
αkv

(n)
Mk+M + gMk+M

)(∏M−1
p=ℓ+1 v

(n+1)
Mk+p

)(∏ℓ
p=0 v

(n)
Mk+1+p

)]}−1
(3.1)

とする．このとき，

v̄
(n+1)
Mk+ℓ =− δαk−1ck,0:ℓck−1,ℓ+1:M−1v

(n)
Mk−1+M + v̄

(n)
Mk+ℓ + δck+1,0:ℓ−1ck,ℓ:M−1v

(n)
Mk+M

+ f̄Mk+ℓ(v̄
(n),v(n)), k = 1, 2, . . . ,m, ℓ = 0, 1, . . . ,M − 1, (3.2)

v
(n+1)
Mk+M =αkv

(n)
Mk+M + gMk+M (v̄(n),v(n)), αk :=

1 + δck+1,0:M−1

1 + δck,0:M−1
, k = 1, 2, . . . ,m (3.3)

が成り立つ．ここで，f̄Mk+ℓ, gMk+M は v̄(n), v(n)の関数で，

f̄Mk+ℓ(0,0) = 0, ∇f̄Mk+ℓ(0,0) = 0, (3.4)

gMk+M (0,0) = 0, ∇gMk+M (0,0) = 0 (3.5)

を満たす．ただし，∇f̄Mk+ℓ, ∇gMk+M はそれぞれ関数 f̄Mk+ℓ, gMk+M の偏導関数である．

証明. 積型 dhLV系 (1.1)において v
(n+1)
M1+ℓ = v̄

(n+1)
M1+ℓ + c1,ℓ, v

(n)
M1+ℓ = v̄

(n)
M1+ℓ + c1,ℓ, v

(n)
M2+ℓ = v̄

(n)
M2+ℓ + c2,ℓ

として変形すると，ℓ = 0, 1, . . . ,M − 1のとき，

v̄
(n+1)
M1+ℓ =v̄

(n)
M1+ℓ + (v̄

(n)
M1+ℓ + c1,ℓ)δv

(n)
M1+M

[∏M−1
p=ℓ+1(v̄

(n)
M1+p + c1,p)

] [∏ℓ−1
p=0(v̄

(n)
M2+p + c2,p)

]
=v̄

(n)
M1+ℓ + δc2,0:ℓ−1c1,ℓ:M−1v

(n)
M1+M

+ δv
(n)
M1+M

{[∏ℓ−1
p=0(v̄

(n)
M2+p + c2,p)

] [∏M−1
p=ℓ (v̄

(n)
M1+p + c1,p)

]
− c2,0:ℓ−1c1,ℓ:M−1

}
　 (3.6)

となる．(3.6)の非線形項を f̄M1+ℓとみなすと (3.4)を満たすので，k = 1のとき (3.2),(3.4)が成り立つ．
ここで (3.2)より明らかに v̄

(n+1)
M1+ℓ = f̄+

M1+ℓ(v̄
(n),v(n))なる関数 f̄+

M1+ℓが存在することに注意したい．ま

た，v
(n+1)
M1+M について，

v
(n+1)
M1+M =v

(n)
M1+M

1 + δ
∏M−1

p=0 (v̄
(n)
M2+p + c2,p)

1 + δ
∏M−1

p=0 (v̄
(n+1)
M1+p + c1,p)
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=v
(n)
M1+Mα1

[
1 + δ

∏M−1
p=0 (v̄M2+p + c2,p)− c2,0:M−1

1 + δc2,0:M−1

][
1 + δ

∏M−1
p=0 (f̄+

M1+p + c1,0:M−1)

1 + δc1,0:M−1

]−1

が得られる．このとき，δ < [| −
∏M−1

p=0 (f̄+
M1+p + c1,p) + c1,0:M−1| − c1,0:M−1]

−1として [ · ]−1の部分を
べき級数展開すると，

v
(n+1)
M1+M =α1v

(n)
M1+M

1 + δ

∏M−1
p=0 (v̄

(n)
M2+p + c2,p)− c2,0:M−1

1 + δc2,0:M−1


×

1 +

∞∑
j=1

[
−δ

∏M−1
p=0 (f̄+

M1+p + c1,p)− c1,0:M−1

1 + δc1,0:M−1

]j
=α1v

(n)
M1+M + α1v

(n)
M1+M


1 + δ

∏M−1
p=0 (v̄

(n)
M2+p + c2,p)− c2,0:M−1

1 + δc2,0:M−1


×

1 + ∞∑
j=1

(
−δ

∏M−1
p=0 (f̄+

M1+p + c1,p)− c1,0:M−1

1 + δc1,0:M−1

)j
− 1

 (3.7)

となる．(3.7)の非線形項を gM1+M とおくと (3.5)を満たすので，k = 1のとき (3.3),(3.5)が成り立つ．
続いて，kを k − 1で置き換えた (3.2),(3.3)が成り立つと仮定して，ℓ = 0のとき (3.2)が成り立つこ

とを示す．v
(n+1)
Mk−1+ℓ = v̄

(n+1)
Mk−1+ℓ + ck−1,ℓ, v

(n)
Mk+ℓ = v̄

(n)
Mk+ℓ + ck,ℓなので，v̄

(n+1)
Mk−1+ℓ = f̄+

Mk−1+ℓ(v̄
(n),v(n))

とすると，

v̄
(n+1)
Mk

+ ck,0 = (v̄
(n)
Mk

+ ck,0)
1 + δv

(n)
Mk+M

∏M−1
p=1 (v̄

(n)
Mk+p + ck,p)

1 + δv
(n+1)
Mk−1+M

∏M−1
p=1 (v̄

(n+1)
Mk−1+p + ck−1,p)

= (v̄
(n)
Mk

+ ck,0)
1 + δv

(n)
Mk+M

∏M−1
p=1 (v̄

(n)
Mk+p + ck,p)

1 + δ(αk−1v
(n)
Mk−1+M + gMk−1+M )

∏M−1
p=1 (f̄+

Mk−1+p + ck−1,p)

が得られる．このとき，δ < [(αk−1v
(n)
Mk−1+M + gMk−1+M )

∏M−1
p=1 (f̄+

Mk−1+p + ck−1,p)]
−1 として [1 +

δ(αk−1v
(n)
Mk−1+M + gMk−1+M )

∏M−1
p=1 (f̄+

Mk−1+p + ck−1,p)]
−1をべき級数展開すると，

v̄
(n+1)
Mk

+ ck,0 =(v̄
(n)
Mk

+ ck,0)
[
1 + δv

(n)
Mk+M

∏M−1
p=1 (v̄

(n)
Mk+p + ck,p)

]
×

1 +

∞∑
j=1

[
−δ(αk−1v

(n)
Mk−1+M + gMk−1+M )

∏M−1
p=1 (f̄+

Mk−1+p + ck−1,p)
]j (3.8)

となる．ここで，(3.8)の右辺が定数項ck,0，線形項−δαk−1ck,0ck−1,1:M−1v
(n)
Mk−1+M+v̄

(n)
Mk

+δck,0:M−1v
(n)
Mk+M

および非線形項からなることに注意する．非線形項を f̄Mk
とおくと，明らかに ℓ = 0のとき (3.4)が成

り立つ．よって，ℓ = 0のとき (3.2),(3.4)が成り立つことが示された．ℓ = 1, 2, . . . ,M − 1のときも同様
に (3.2),(3.4)を，さらに (3.3),(3.5)も示すことができる．なお，証明の途中で δに対して条件を課した
が，これは (3.1)の条件に矛盾しない．

ここで，新しい変数

p
(n)
Mk+ℓ := −βkv

(n)
Mk−1+M + v̄

(n)
Mk+ℓ + γkv

(n)
Mk+M , k = 1, 2, . . . ,m, ℓ = 0, 1, . . . ,M − 1,　
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βk := ck,0:ℓck−1,ℓ+1:M−1
1 + δck,0:M−1

ck−1,0:M−1 − ck,0:M−1
,

γk := ck+1,0:ℓ−1ck,ℓ:M−1
1 + δck,0:M−1

ck,0:M−1 − ck+1,0:M−1

を導入すると，次の補題が得られる．

補題 3.3. k = 1, 2, . . . ,mに対して p
(n)
k := (p

(n)
Mk

, p
(n)
Mk+1, . . . , p

(n)
Mk+M−1)とし，p(n) := (p

(n)
1 ,p

(n)
2 , . . . ,

p
(n)
m )⊤ ∈ RMm+M−mとする．このとき，積型 dhLV変数からなる離散力学系p(n+1) = Ap(n) + f(p(n),v(n)),

v(n+1) = Bv(n) + g(p(n),v(n)),
(3.9)

A = diag (1, 1, . . . , 1) ∈ R(Mm+M−m)×(Mm+M−m), (3.10)

B = diag (α1, α2, . . . , αm−1) ∈ R(m−1)×(m−1) (3.11)

が得られる．さらに，関数 f, gとそのヤコビ行列Df, Dgは

f (0,0) = 0, g (0,0) = 0, Df (0,0) = O, Dg (0,0) = O (3.12)

を満たす．

証明. まず，p
(n+1)
Mk+ℓを v̄(n), v(n)の関数として線形部分と非線形部分に分離すると，

p
(n+1)
Mk+ℓ =− βkv

(n+1)
Mk−1+M + v̄

(n+1)
Mk+ℓ + γkv

(n+1)
Mk+M

=− αk−1(βk + δck,0:ℓck−1,ℓ+1:M−1)v
(n)
Mk−1+M + v̄

(n)
Mk+ℓ

+ (αkγk + δck+1,0:ℓ−1ck,ℓ:M−1)v
(n)
Mk+M + f̄Mk+ℓ − βkgMk−1+M + γkgMk+M

となる．ここで，αk−1(βk + δck,0:ℓck−1,ℓ+1:M−1) = βk, αkγk + δck+1,0:ℓ−1ck,ℓ:M−1 = γk に注意する．さ
らに，fMk+ℓ(p

(n),v(n)) := f̄Mk+ℓ − βkgMk−1+M + γkgMk+M とおくと，

p
(n+1)
Mk+ℓ = −βkv

(n)
Mk−1+M + v̄

(n)
Mk+ℓ + γkv

(n)
Mk+M + fMk+ℓ = p

(n)
Mk+ℓ + fMk+ℓ (3.13)

となる．k = 1, 2, . . . ,m− 1に対して fk := (fMk
, fMk+1, . . . , fMk+M−1)とし，f := (f1,f2, . . . ,fm)⊤

とすると，fは (3.12)を満たす．さらに，g := (gM1+M , gM2+M , . . . , gMm+M )⊤とおくと，gもまた (3.12)

を満たす．よって，(3.10),(3.11)のA, Bを使って (3.3),(3.5),(3.13)をまとめると (3.9)が得られる．

定理 3.1より ck,0:M−1 > ck+1,0:M−1なので，(3.3)より明らかに 0 < αk < 1である．よって，Bの固
有値の絶対値は 1未満なので，中心多様体の存在に関する 2節の議論を援用することができ，次の定理
が得られる．

定理 3.4. 仮定 (3.1)のもとで，積型 dhLV系 (1.1)から導かれる (3.12)を満たす離散力学系 (3.9)に対
して，中心多様体 h : RMm+M−m → Rm−1が存在する．

離散力学系 (3.9)に対する中心多様体 hは v(n) = h(p(n))であることを踏まえると，

h(Ap(n) + f(p(n), h(p(n))))−Bh(p(n))− g(p(n), h(p(n))) = 0
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を満たす．ここで，ϕ(0) = 0, Dϕ(0) = Oを満たす C1級関数を ϕ : RMm+M−m → Rm−1とする．さ
らに，ϕに対する作用素Mを

Mϕ(p(n)) := ϕ(Ap(n) + f(p(n), ϕ(p(n))))−Bϕ(p(n))− g(p(n), ϕ(p(n))) (3.14)

とする．補題 3.3より f(p(n),0) = 0, g(p(n),0) = 0なので，(3.14)において ϕ(p(n)) = 0とすると，

M(0) = ϕ(Ap(n) + f(p(n),0))− g(p(n),0) = ϕ(Ap(n)) = 0

が得られる．[8]によると，離散力学系 (3.9)に対する中心多様体 hは p(n)が十分小さいとき h(p(n)) =

O(∥p(n)∥q)となり，離散力学系 (3.9)は，

p(n+1) = Ap(n) + f(p(n), h(p(n))) = p(n) + f(p(n),O(∥p(n)∥q)) (3.15)

と低次元化できる．(3.15)の零解は明らかに安定なので，定理 2.2を利用すると平衡点への指数的収束
性に関する次の定理が導かれる．

定理 3.5. 仮定 (3.1)のもとで v
(n∗)
Mk+ℓ − ck,ℓ, v

(n∗)
Mk+M が十分小さくなるような n ≥ n∗に対して，nの増

加とともに v
(n)
Mk+ℓは ck,ℓに，v

(n)
Mk+M は 0に穏やかに近づく．ここで，v

(n)
Mk+M は 0に穏やかに近づくと

は，∥v(n)∥が単調に 0に近づくことを意味する．

4 まとめ

本報告では，積型 dhLV系に関連する中心多様体の存在と，大域解析では把握できない積型 dhLV系の
局所的な解挙動を調べた．積型 dhLV系に含まれる任意パラメータ δを適切に定めることで，積型 dhLV

系に関連する中心多様体が常に存在することを明らかにした．さらに，中心多様体の存在を利用して，収
束の最終局面において積型 dhLV系の解が指数的に平衡点へ近づくことを示した．本研究によって，表
1で示した離散可積分系に基づく行列の固有値・特異値計算アルゴリズムのクラスにおいて，離散戸田
方程式に基づくアルゴリズムと dLV系に基づくアルゴリズムの間の相違点が一段と鮮明になった．
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