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各箱の容量が一般の運搬車付き箱玉系と有限格子上の超離散系

京都大学大学院情報学研究科 前田一貴 (MAEDA Kazuki)
京都大学大学院情報学研究科 􀄃本 諭 (TSUJIMOTO Satoshi)

概 要 最近の研究により，「超離散戸田分子方程式が箱玉系の時間発展を記述する」というよく知られた結果

を非自励化された系を考えることによって運搬車付きの場合へと拡張できることがわかっている．本稿ではこの

結果をさらに各箱の容量が一般である場合へと拡張することを考え，得られた方程式が箱玉系の時間発展を記述

することの証明を与える．

1 はじめに

箱玉系は離散 KdV方程式から超離散化と呼ばれる操作によって得られる時間発展方程式で記述されるセ
ルオートマトンである [8]．箱玉系に対しては，箱に 2つ以上の玉を入れられるようにする（箱容量の拡張），
運搬車に容量を導入する，玉に番号を付けるという 3種類の拡張がよく知られており，これらの拡張を全て
含む時間発展方程式は非自励離散 KP方程式の簡約から導出できる [1]．
ところで，箱玉系は（非周期）有限格子上の離散戸田方程式（以下では単に有限離散戸田格子と呼ぶ）を

超離散化したものによっても記述されることが知られている [3]．超離散 KdV方程式による箱玉系の記述は
従属変数で各箱に入っている玉の数を表すことによってなされていたのに対し，有限超離散戸田格子による

箱玉系の記述では従属変数として各ソリトンと空き箱の列の長さをとる．本稿ではこの箱玉系の表現形式の

ことを「有限戸田表現」と呼ぶことにする．

これまでに，玉に番号が付いている場合への有限戸田表現の拡張は既に知られているが [7]，箱容量や運搬
車容量のルールがある場合への拡張については知られていなかった．筆者らは最近，非自励化された有限離

散戸田格子の超離散化を考えることで，運搬車容量ルールがある場合へと有限戸田表現の拡張ができるとい

う結果を得た [2]．本稿では残るもう 1つの拡張ルールである箱容量が一般に正整数の場合の有限戸田表現
を与える．また，箱容量が一般であると同時に運搬車容量がある場合についても議論する．

定理 2.1 (Nagai et al. [3])
箱容量 1，運搬車容量 +∞

定理 3.1
箱容量 Δ𝑛，運搬車容量 +∞

定理 4.1
箱容量 Δ𝑛，運搬車容量𝑀𝑡

図 1 本稿のアウトライン．

2 箱容量 1の箱玉系の有限戸田表現

有限離散戸田格子の双線型形式は

𝜏 (𝑡−1)
𝑛 𝜏 (𝑡+1)

𝑛 = 𝜏(𝑡−1)
𝑛+1 𝜏 (𝑡+1)

𝑛−1 + 𝜏 (𝑡)
𝑛 𝜏 (𝑡)

𝑛 , 𝑛, 𝑡 ∊ ℤ, (2.1a)

𝜏 (𝑡)
−1 = 𝜏(𝑡)

−2 = ⋯ = 0, 𝜏 (𝑡)
𝑁+1 = 𝜏 (𝑡)

𝑁+2 = ⋯ = 0, 𝜏 (𝑡)
0 = 1 ∀𝑡 ∊ ℤ, (2.1b)

で与えられる．従属変数変換

𝑞(𝑡)
𝑛 =

𝜏 (𝑡)
𝑛 𝜏 (𝑡+1)

𝑛+1

𝜏(𝑡)
𝑛+1𝜏 (𝑡+1)

𝑛
, 𝑒(𝑡)

𝑛 =
𝜏 (𝑡)

𝑛+1𝜏 (𝑡+1)
𝑛−1

𝜏 (𝑡)
𝑛 𝜏(𝑡+1)

𝑛
, 𝑑(𝑡)

𝑛 =
𝜏(𝑡)

𝑛 𝜏 (𝑡)
𝑛+1

𝜏 (𝑡−1)
𝑛+1 𝜏 (𝑡+1)

𝑛

により (2.1a)は

𝑞(𝑡+1)
𝑛 = 𝑒(𝑡)

𝑛+1 + 𝑑(𝑡+1)
𝑛 (2.2a)

に変換され，さらに恒等式として

𝑒(𝑡+1)
𝑛 = 𝑒(𝑡)

𝑛
𝑞(𝑡)

𝑛

𝑞(𝑡+1)
𝑛−1

, 𝑑(𝑡+1)
𝑛 = 𝑑(𝑡+1)

𝑛−1
𝑞(𝑡)

𝑛

𝑞(𝑡+1)
𝑛−1

(2.2b)
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が得られる．また，境界条件 (2.1b)は

𝑒(𝑡)
0 = 𝑒(𝑡)

𝑁 = 0, 𝑑(𝑡+1)
0 = 𝑞(𝑡)

0 ∀𝑡 ∊ ℤ, (2.2c)

となる．(2.2)は Rutishauserによる dqdアルゴリズム [4]と呼ばれるものと同一の漸化式である．(2.2)は直
ちに超離散化が可能で，𝑞(𝑡)

𝑛 = e−𝑄(𝑡)
𝑛 ∕𝜀, 𝑒(𝑡)

𝑛 = e−𝐸(𝑡)
𝑛 ∕𝜀, 𝑑(𝑡)

𝑛 = e−𝐷(𝑡)
𝑛 ∕𝜀 と置いて 𝜀 → +0の極限をとれば，有限超離

散戸田格子

𝑄(𝑡+1)
𝑛 = min(𝐸(𝑡)

𝑛+1, 𝐷(𝑡+1)
𝑛 ), (2.3a)

𝐸(𝑡+1)
𝑛 = 𝐸(𝑡)

𝑛 − 𝑄(𝑡+1)
𝑛−1 + 𝑄(𝑡)

𝑛 , (2.3b)

𝐷(𝑡+1)
𝑛 = 𝐷(𝑡+1)

𝑛−1 − 𝑄(𝑡+1)
𝑛−1 + 𝑄(𝑡)

𝑛 , (2.3c)

𝐸(𝑡)
0 = 𝐸(𝑡)

𝑁 = +∞, 𝐷(𝑡+1)
0 = 𝑄(𝑡)

0 ∀𝑡 ∊ ℤ, (2.3d)

が得られる．ここで，超離散化公式

lim
𝜀→+0

−𝜀 log(e−𝐴∕𝜀 + e−𝐵∕𝜀) = min(𝐴, 𝐵)

を用いた．

有限超離散戸田格子 (2.3)の従属変数 𝑄(𝑡)
𝑛 , 𝐸(𝑡)

𝑛 を箱玉系における次の量に対応させる．

• 𝑄(𝑡)
𝑛 : 時刻 𝑡における 𝑛番目のソリトンの長さ (𝑛 = 0, 1, …, 𝑁 − 1)．

• 𝐸(𝑡)
𝑛 : 時刻 𝑡における 𝑛番目の空き箱列の長さ，すなわち 𝑛 − 1番目と 𝑛番目のソリトンの間の距離

(𝑛 = 1, 2, …, 𝑁 − 1)．

すると (2.3c)は，時刻 𝑡から 𝑡 + 1への時間発展において，運搬車が玉を空き箱列に 𝑄(𝑡+1)
𝑛−1 個入れて，次の玉

が入った箱の列から 𝑄(𝑡)
𝑛 個取り出す操作と対応しており，𝐷(𝑡+1)

𝑛 は運搬車に積まれている玉の数となる．こ

のとき次が成り立つ．

定理 2.1 (Nagai et al. [3]). 有限超離散戸田格子 (2.3)は箱容量 1の箱玉系の時間発展を記述する．

これを本稿では箱玉系の有限戸田表現と呼ぶ．図 2が有限戸田表現の例である．
𝑄(0)

0 𝐸(0)
1 𝑄(0)

1 𝐸(0)
2 𝑄(0)

2 𝑄(𝑡)
0 𝐸(𝑡)

1 𝑄(𝑡)
1 𝐸(𝑡)

2 𝑄(𝑡)
2

t=0: .11111.....1111...11.............................. 5 5 4 3 2
1: ......11111....111..111........................... 5 4 3 2 3
2: ...........1111...11...11111...................... 4 3 2 3 5
3: ...............111..111.....11111................. 3 2 3 5 5
4: ..................11...1111......11111............ 2 3 4 6 5
5: ....................11.....1111.......11111....... 2 5 4 7 5
6: ......................11.......1111........11111.. 2 7 4 8 5

図 2 箱玉系の有限戸田表現の例．左側が箱の列で，‘1’が玉の入っている箱，‘.’ が空き箱を表す．右側
が対応する有限戸田表現で，𝑄(𝑡)

𝑛 が 𝑛番目のソリトンの長さ，𝐸(𝑡)
𝑛 が 𝑛番目の空き箱列の長さを表す．

3 箱容量一般の場合への有限戸田表現の拡張

時刻 𝑡における 𝑛番目の箱に入っている玉の数を従属変数 𝑈 (𝑡)
𝑛 としてとる場合，一般に 𝑛番目の箱の容量

が Δ𝑛 ∊ ℤ>0 である箱玉系の時間発展方程式は

𝑈 (𝑡+1)
𝑛 = min (Δ𝑛 − 𝑈 (𝑡)

𝑛 ,
𝑛−1

∑
𝑗=−∞

(𝑈 (𝑡)
𝑗 − 𝑈 (𝑡+1)

𝑗 )) (3.1)

で与えられる．図 3は箱容量が一般の場合の箱玉系の例である．
では，従属変数としてソリトンや空き箱列の長さをとる場合，つまり箱容量が一般の場合の有限戸田表現

はどうなるであろうか？この問題について，まずそもそもソリトンや空き箱列の長さをどう定義すればよい

かを考える必要がある．本稿では，高橋と薩摩による箱容量がある箱玉系の解析法 [6]にならい，以下の規
則に従って箱容量 1の系に変換することを考える:
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Δ: 3535353535353535

t=0: 15213..2........
1: ..14.52.2.......
2: ...13.1513......
3: .....4..2233....
4: ......31.2.233..
5: .......31.2..233

図 3 𝑛番目の箱容量が Δ𝑛 の箱玉系の例．数字が箱に入っている玉の数，‘.’ が空き箱を表す．図中の左
端の箱を 𝑛 = 0とし，Δ𝑛 は 𝑛が偶数のとき 3，奇数のとき 5としてある．

(1) 最初に容量 1の箱の列を Δ𝑛毎に仕切る．以下，この区切られた 1つの単位を（カギ括弧付きの）「箱」
と呼んで，変換前の系の箱と対応づける．

(2) 左から順に走査し，玉が入っている最初の箱を見つけたら対応する「箱」にその個数分だけ玉を右詰
めで入れる．

(3) 以後，順に箱を走査していき，玉の入っている各箱に対応する「箱」に対して以下の手順を繰り返す．
• もし左の「箱」の右端に玉があれば，「箱」に玉をその個数分だけ左詰めで入れる．
• 上記以外の場合は，「箱」に玉をその個数分だけ右詰めで入れる．

（要は，左の「箱」から玉の列が続いているようならば，それを続けるように玉を入れていく．）

この写像を展開写像と呼ぶことにする．図 4は図 3から展開写像で箱容量 1の系へ変換した例である．

t=0: |..1|11111|11.|....1|111|.....|...|...11|...|.....|...|.....|...|.....|...|.....| 8 5 4 11 2
1: |...|.....|..1|1111.|...|11111|11.|.....|.11|.....|...|.....|...|.....|...|.....| 5 4 7 7 2
2: |...|.....|...|....1|111|.....|..1|11111|1..|..111|...|.....|...|.....|...|.....| 4 7 7 4 3
3: |...|.....|...|.....|...|.1111|...|.....|.11|11...|111|111..|...|.....|...|.....| 4 9 4 3 6
4: |...|.....|...|.....|...|.....|111|1....|...|...11|...|...11|111|111..|...|.....| 4 10 2 6 8
5: |...|.....|...|.....|...|.....|...|..111|1..|.....|.11|.....|...|...11|111|111..| 4 8 2 11 8

𝑄(𝑡)
0 𝐸(𝑡)

1 𝑄(𝑡)
1 𝐸(𝑡)

2 𝑄(𝑡)
2

図 4 図 3に展開写像を適用した例．‘|’で「箱」の仕切りを表す．

このようにして箱容量 1の系へと変換することで，ソリトンや空き箱列の長さを定義することが可能とな
る．前節と同様に，𝑄(𝑡)

𝑛 , 𝐸(𝑡)
𝑛 で展開写像で移された先での時刻 𝑡における 𝑛番目のソリトン，空き箱列の長

さをそれぞれ表すことにすると，例えば図 4の右側のような数字の列が得られる．
もう 1つ，準備として次のパラメータを導入する．

• Λ(𝑡)
𝑛 : 時刻 𝑡における 𝑛番目の空き箱列の左端の箱が属する「箱」の容量．

例えば図 4ならば Λ(0)
1 = 3, Λ(0)

2 = 5など．これに加えて，箱容量 1の場合と同様の変数 𝐷(𝑡+1)
𝑛 を用いること

で，以下の定理が証明される．

定理 3.1. 次の方程式が箱容量 Δ𝑛 (Λ(𝑡)
𝑛 )の箱玉系の時間発展を記述する:

𝑄(𝑡+1)
𝑛 = min (𝐸(𝑡)

𝑛+1 − max(0, Λ(𝑡)
𝑛+1 − 𝐷(𝑡+1)

𝑛 ), 𝐷(𝑡+1)
𝑛 ) , (3.2a)

𝐸(𝑡+1)
𝑛 = 𝐸(𝑡)

𝑛 − 𝑄(𝑡+1)
𝑛−1 + 𝑄(𝑡)

𝑛 − max(0, Λ(𝑡)
𝑛 − 𝐷(𝑡+1)

𝑛−1 ) + max(0, Λ(𝑡)
𝑛+1 − 𝐷(𝑡+1)

𝑛 ), (3.2b)

𝐷(𝑡+1)
𝑛 = 𝐷(𝑡+1)

𝑛−1 − 𝑄(𝑡+1)
𝑛−1 + 𝑄(𝑡)

𝑛 , (3.2c)

𝐸(𝑡)
0 = 𝐸(𝑡)

𝑁 = +∞, 𝐷(𝑡+1)
0 = 𝑄(𝑡)

0 ∀𝑡 ∊ ℤ. (3.2d)

𝑄(𝑡)
𝑛 , 𝐸(𝑡)

𝑛 がそれぞれソリトン，空き箱列の長さを表すという前提の下で，全ての箱容量が 1，つまり任意
の Λ(𝑡)

𝑛 が 1ならば，(3.2)が (2.3)と同じ時間発展をするということがすぐに言え，(3.2)は (2.3)の一般化と
なっていることがわかる．

定理 3.1の証明．(2.3)と (3.2)を比較すればわかるように，鍵となるのはmax(0, Λ(𝑡)
𝑛+1 −𝐷(𝑡+1)

𝑛 )の形の項である．
この項の持つ役割は次のように説明できる．時刻 𝑡から 𝑡+1への時間発展が 𝑛−1番目のソリトン，空き箱列の長さ
まで正しく定まったと仮定し，次に 𝑛番目を定める状況を考える．図 5のように時刻 𝑡における 𝑛+1番目の空き
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𝑡 :

𝑡 + 1 :

𝐸(𝑡)
𝑛 𝑄(𝑡)

𝑛 𝐸(𝑡)
𝑛+1 𝑄(𝑡)

𝑛+1

𝑈 (𝑡)
𝑚 Λ(𝑡)

𝑛+1 − 𝑈 (𝑡)
𝑚

𝑄(𝑡+1)
𝑛−1 𝐸(𝑡+1)

𝑛 𝑄(𝑡+1)
𝑛 𝐸(𝑡+1)

𝑛+1

max(0, Λ(𝑡)
𝑛+1 − 𝐷(𝑡+1)

𝑛 ) 𝑈 (𝑡+1)
𝑚 = min(Λ(𝑡)

𝑛+1 − 𝑈 (𝑡)
𝑚 , 𝐷(𝑡+1)

𝑛 − 𝑈 (𝑡)
𝑚 )

図 5 max(0, Λ(𝑡)
𝑛+1 − 𝐷(𝑡+1)

𝑛 )は 𝑛番目のソリトンの時刻 𝑡から 𝑡 + 1への時間発展で挿入される「隙間」の大
きさとなっている．図はグレー部分を決定する場面で，𝐷(𝑡+1)

𝑛 = 4の場合．実線が「箱」の区切りを表わす．

箱列の左端の「箱」の番号を𝑚とし，時刻 𝑡に番号 𝑘の「箱」に入っている玉の数を𝑈 (𝑡)
𝑘 とする．すると，𝑚番目の

「箱」の容量Δ𝑚はΛ(𝑡)
𝑛+1で，さらに (3.2c), (3.2d)より𝐷(𝑡+1)

𝑛 = ∑𝑛
𝑗=0 𝑄(𝑡)

𝑗 −∑𝑛−1
𝑗=0 𝑄(𝑡+1)

𝑗 = ∑𝑚−1
𝑗=−∞(𝑈 (𝑡)

𝑗 −𝑈 (𝑡+1)
𝑗 )+𝑈 (𝑡)

𝑚

が成り立っているから，これらを時間発展方程式 (3.1)に代入することで 𝑈 (𝑡+1)
𝑚 = min(Λ(𝑡)

𝑛+1 − 𝑈 (𝑡)
𝑚 , 𝐷(𝑡+1)

𝑛 − 𝑈 (𝑡)
𝑚 )

を得る．これより Λ(𝑡)
𝑛+1 − 𝑈 (𝑡)

𝑚 − 𝑈 (𝑡+1)
𝑚 = − min(0, 𝐷(𝑡+1)

𝑛 − Λ(𝑡)
𝑛+1) = max(0, Λ(𝑡)

𝑛+1 − 𝐷(𝑡+1)
𝑛 )である．展開写像の定義

より，ソリトン終端の 𝑈 (𝑡)
𝑚 個の玉は左詰めで，ソリトン先端の 𝑈 (𝑡+1)

𝑚 個の玉は右詰めで入っているはずな

ので，max(0, Λ(𝑡)
𝑛+1 − 𝐷(𝑡+1)

𝑛 )はこの間の隙間の大きさにあたることがわかる．このことを踏まえると，(3.2a),
(3.2b)により確かに 𝑄(𝑡+1)

𝑛 , 𝐸(𝑡+1)
𝑛 が正しく定まることがわかり，帰納法により定理の主張が示される． ∎

4 箱容量が一般で運搬車容量がある場合への有限戸田表現の拡張

定理 3.1の結果を，さらに時刻 𝑡から 𝑡 + 1への発展時の運搬車容量が𝑀𝑡+1 である場合に拡張する．この

構成には，従来とは異なる運搬車ルールである「長さ制限」という概念 [2]が必要になる．
長さ制限変数を含む運搬車付き箱玉系の時間発展方程式は次で与えられる:

𝑈 (𝑡+1)
𝑛 = min(Δ𝑛 − 𝑈 (𝑡)

𝑛 , 𝑍 (𝑡+1)
𝑛−1 − 𝑈 (𝑡+1)

𝑛−1 ), (4.1a)

𝑍 (𝑡+1)
𝑛 = min(𝑍 (𝑡+1)

𝑛−1 − 𝑈 (𝑡+1)
𝑛−1 + 𝑈 (𝑡)

𝑛 , 𝑀𝑡+1), (4.1b)

𝑈 (𝑡+1)
𝑛 = 𝑈 (𝑡+1)

𝑛 + 𝑍 (𝑡+1)
𝑛−1 − 𝑈 (𝑡+1)

𝑛−1 + 𝑈 (𝑡)
𝑛 − 𝑍 (𝑡+1)

𝑛 . (4.1c)

ここで 𝑈 (𝑡)
𝑛 が時刻 𝑡における 𝑛番目の箱に入っている玉の数，𝑈 (𝑡+1)

𝑛 は「長さ制限状態」における玉の数，

𝑍 (𝑡+1)
𝑛 は運搬車に積まれた玉の数にあたる量である．(4.1)は非自励離散 KP方程式の簡約から導出できるが，
本稿では詳細は割愛する．なお，(4.1)から 𝑈 (𝑡+1)

𝑛 , 𝑍 (𝑡+1)
𝑛 を消去すれば，従来の運搬車付き箱玉系の方程式 [5]

𝑈 (𝑡+1)
𝑛 = min (Δ𝑛 − 𝑈 (𝑡)

𝑛 ,
𝑛−1

∑
𝑗=−∞

(𝑈 (𝑡)
𝑗 − 𝑈 (𝑡+1)

𝑗 )) + max (0,
𝑛

∑
𝑗=−∞

𝑈 (𝑡)
𝑗 −

𝑛−1

∑
𝑗=−∞

𝑈 (𝑡+1)
𝑗 − 𝑀𝑡+1) (4.2)

が得られることに注意する．つまり，(4.1) は (4.2) によって定まる写像 {𝑈 (𝑡)
𝑛 }𝑛 ↦ {𝑈 (𝑡+1)

𝑛 }𝑛 を {𝑈 (𝑡)
𝑛 }𝑛 ↦

({𝑈 (𝑡+1)
𝑛 }𝑛, {𝑍 (𝑡+1)

𝑛 }𝑛) ↦ {𝑈 (𝑡+1)
𝑛 }𝑛 と 2段階に分けたものだと見ることができる．(4.1)で時間発展を計算して

展開写像で移すと例えば図 6が得られ，これを見るとわかる通り {𝑈 (𝑡)
𝑛 }𝑛 ↦ ({𝑈 (𝑡+1)

𝑛 }𝑛, {𝑍 (𝑡+1)
𝑛 }𝑛)は運搬車

ルールに従ってはいるものの，従来とは異なり「運搬車容量を超えた分の玉は系から消滅する」というルー

ルになっている．({𝑈 (𝑡+1)
𝑛 }𝑛, {𝑍 (𝑡+1)

𝑛 }𝑛) ↦ {𝑈 (𝑡+1)
𝑛 }𝑛 は「消えた玉を元の箱に復帰させる」写像であり，この 2

つの写像の合成により従来の運搬車ルール「運搬車容量を超えた分の玉は動かさない」が実現されている．

以上を踏まえ，箱容量一般の運搬車付き箱玉系の有限戸田表現を与えよう．変数，パラメータは次の通り:

• 𝑄(𝑡)
𝑛 , 𝐸(𝑡)

𝑛 : それぞれ時刻 𝑡における 𝑛番目のソリトン，空き箱列の長さ．
• 𝑄(𝑡)

𝑛 , 𝐸(𝑡)
𝑛 : 対応する「長さ制限状態」の変数．

• 𝐶 (𝑡+1)
𝑛 , 𝐷(𝑡+1)

𝑛 : 運搬車に積まれた玉の数，もしくはそれに類する補助変数（詳細は以下で述べる）．
• 𝐾 (𝑡)

𝑛 , Λ(𝑡)
𝑛 : それぞれ時刻 𝑡における 𝑛番目のソリトン，空き箱列の左端の箱が属する「箱」の容量．
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t=0: |..1|11111|11.|....1|111|.....|...|...11|...|.....|...|.....|...|.....|...| 8 5 4 11 2
1: |...|.....|..1|1111.|...|11111|...|.....|.11|.....|...|.....|...|.....|...| 5 4 5 9 2
2: |...|.....|...|....1|111|.....|111|111..|...|...11|...|.....|...|.....|...| 4 5 6 8 2
3: |...|.....|...|.....|...|.1111|...|...11|111|1....|.11|.....|...|.....|...| 4 6 6 5 2
4: |...|.....|...|.....|...|.....|111|1....|...|.1111|1..|..111|...|.....|...| 4 8 5 4 3
5: |...|.....|...|.....|...|.....|...|..111|1..|.....|.11|11...|111|1....|...| 4 8 4 3 4
6: |...|.....|...|.....|...|.....|...|.....|.11|11...|...|...11|...|.1111|11.| 4 9 2 4 6

𝑄(𝑡)
0 𝐸(𝑡)

1 𝑄(𝑡)
1 𝐸(𝑡)

2 𝑄(𝑡)
2

t=0: |..1|11111|11.|....1|111|.....|...|...11|...|.....|...|.....|...|.....|...| 8 5 4 11 2
1: |...|.....|111|1111.|...|11111|...|.....|.11|.....|...|.....|...|.....|...| 7 4 5 9 2
2: |...|.....|...|...11|111|1....|111|111..|...|...11|...|.....|...|.....|...| 6 4 6 8 2
3: |...|.....|...|.....|...|.1111|...|.1111|111|1....|.11|.....|...|.....|...| 4 4 8 5 2
4: |...|.....|...|.....|...|.....|111|1....|..1|11111|1..|..111|...|.....|...| 4 6 7 4 3
5: |...|.....|...|.....|...|.....|...|..111|1..|.....|111|111..|111|1....|...| 4 7 6 2 4
6: |...|.....|...|.....|...|.....|...|.....|.11|11...|...|...11|1..|11111|11.| 4 9 3 2 7

𝑄(𝑡)
0 𝐸(𝑡)

1 𝑄(𝑡)
1 𝐸(𝑡)

2 𝑄(𝑡)
2

図 6 運搬車付き箱玉系の有限戸田表現の例．運搬車容量は𝑀𝑡 = 6. 上が「長さ制限状態」𝑈 (𝑡)
𝑛 で，下が従

来の運搬車付き箱玉系の状態 𝑈 (𝑡)
𝑛 に対応する．「長さ制限状態」では𝑀𝑡 = 6より長いソリトンは 𝑡 ≥ 1で

現れないことがわかる．下の図では上の図の同じ箱にない玉（復帰した玉）をボールド体で示している．

定理 4.1. 次の方程式が箱容量 Δ𝑛 (𝐾 (𝑡)
𝑛 , Λ(𝑡)

𝑛 )，運搬車容量𝑀𝑡 の箱玉系の時間発展を記述する:

𝑄(𝑡+1)
𝑛 = min (𝐸(𝑡)

𝑛+1 − max(0, Λ(𝑡)
𝑛+1 − 𝐷(𝑡+1)

𝑛 ), 𝐷(𝑡+1)
𝑛 ) , (4.3a)

𝐸(𝑡+1)
𝑛 = 𝐸(𝑡)

𝑛 − 𝑄(𝑡+1)
𝑛−1 + 𝑄(𝑡)

𝑛 − max(0, Λ(𝑡)
𝑛 − 𝐷(𝑡+1)

𝑛−1 ) + max(0, Λ(𝑡)
𝑛+1 − 𝐷(𝑡+1)

𝑛 ), (4.3b)

𝐶 (𝑡+1)
𝑛 = min(𝐷(𝑡+1)

𝑛−1 − 𝑄(𝑡+1)
𝑛−1 + 𝐾 (𝑡)

𝑛 , 𝑀𝑡+1), (4.3c)

𝐷(𝑡+1)
𝑛 = min(𝐶 (𝑡+1)

𝑛 + 𝑄(𝑡)
𝑛 − 𝐾 (𝑡)

𝑛 , 𝑀𝑡+1), (4.3d)

𝑄(𝑡+1)
𝑛 = 𝑄(𝑡)

𝑛 + 𝐶 (𝑡+1)
𝑛 − 𝐶 (𝑡+1)

𝑛+1 − 𝐾 (𝑡)
𝑛 + 𝐾 (𝑡)

𝑛+1, (4.3e)

𝐸(𝑡+1)
𝑛 = 𝐸(𝑡+1)

𝑛 + 𝑄(𝑡+1)
𝑛−1 − 𝑄(𝑡)

𝑛 − 𝐷(𝑡+1)
𝑛−1 + 𝐷(𝑡+1)

𝑛 , (4.3f)

𝐸(𝑡)
0 = 𝐸(𝑡)

𝑁 = 𝐸(𝑡)
0 = 𝐸(𝑡)

𝑁 = +∞, 𝐶 (𝑡+1)
0 = 𝐾 (𝑡)

0 ∀𝑡 ∊ ℤ. (4.3g)

ただし，運搬車容量についての条件 𝐾 (𝑡)
𝑛 ≤ 𝑀𝑡+1 を任意の 𝑛, 𝑡について課す．

𝑀𝑡+1 = +∞ならば，(4.3)において𝑄(𝑡+1)
𝑛 = 𝑄(𝑡+1)

𝑛 , 𝐸(𝑡+1)
𝑛 = 𝐸(𝑡+1)

𝑛 であり，(3.2)と同様の時間発展を定めるこ
とが容易に示される．すなわち，(4.3)は (3.2)のさらなる一般化となっている．

定理 4.1の証明．(4.3a)–(4.3d)が長さ制限の運搬車ルールによる時間発展，(4.3e), (4.3f)が消滅した玉の復帰
をそれぞれ記述していることを示す．

まずは，前者から考える．(4.3a)–(4.3d)と (3.2)を比較すると，違いは変数 𝐶 (𝑡+1)
𝑛 と𝐷(𝑡+1)

𝑛 にあるので，以

下ではこれらの変数の役割を調べる．時刻 𝑡から 𝑡 + 1（長さ制限状態）への時間発展が 𝑛 − 1番目のソリト
ン，空き箱列の長さまで正しく定まったとし，𝐷(𝑡+1)

𝑛−1 が 𝑄(𝑡)
𝑛−1 個の玉を取って𝑀𝑡+1 個までの容量制限をかけ

たあとの運搬車に積まれた玉の数を表していると仮定する．(4.3a)より不等式 𝑄(𝑡+1)
𝑛−1 ≤ 𝐷(𝑡+1)

𝑛−1 が成り立ってい

るので，2つの場合に分けて考える．
まず，𝐷(𝑡+1)

𝑛−1 − 𝑄(𝑡+1)
𝑛−1 = 0の場合．これは運搬車に積まれた玉を全て 𝑛 − 1番目のソリトンとして箱に入れた

場合に相当し，一旦運搬車が空になる．このとき (4.3c)と定理の仮定より 𝐶 (𝑡+1)
𝑛 = min(𝐾 (𝑡)

𝑛 , 𝑀𝑡+1) = 𝐾 (𝑡)
𝑛 ．し

たがって，(4.3d)より𝐷(𝑡+1)
𝑛 = min(𝑄(𝑡)

𝑛 , 𝑀𝑡+1)となり，これは 𝑄(𝑡)
𝑛 個の玉を取って𝑀𝑡+1 個までの容量制限を

かけたあとの運搬車に積まれた玉の数となる．

次に 𝐷(𝑡+1)
𝑛−1 − 𝑄(𝑡+1)

𝑛−1 > 0の場合．これは 𝑛 − 1番目のソリトンとして玉を箱に入れてもまだ運搬車に玉が
残っている場合に相当し，例えば図 7のような状況になる．図 7において，時刻 𝑡における 𝑛番目のソリト
ンの左端の「箱」の番号を 𝑚とし，そこに入っている玉の数を 𝑈 (𝑡)

𝑚 ，長さ制限の運搬車ルールによる時間

発展後の玉の数を 𝑈 (𝑡+1)
𝑚 とする．このとき Δ𝑚 = 𝐾 (𝑡)

𝑛 であり，𝑈 (𝑡)
𝑚 + 𝑈 (𝑡+1)

𝑚 = 𝐾 (𝑡)
𝑛 が必ず成立している．し

たがって，(4.3c)は 𝐶 (𝑡+1)
𝑛 = min(𝐷(𝑡+1)

𝑛−1 − (𝑄(𝑡+1)
𝑛−1 − 𝑈 (𝑡+1)

𝑚 ) + 𝑈 (𝑡)
𝑚 , 𝑀𝑡+1)と書け，𝑚番目の箱に入っている 𝑈 (𝑡)

𝑚

個の玉を取って𝑀𝑡+1 個までの容量制限をかけたあとの運搬車に積まれた玉の数となる．また，(4.3d) は
𝐷(𝑡+1)

𝑛 = min(𝐶 (𝑡+1)
𝑛 − 𝑈 (𝑡+1)

𝑚 + (𝑄(𝑡)
𝑛 − 𝑈 (𝑡)

𝑚 ), 𝑀𝑡+1)となり，𝑄(𝑡)
𝑛 個の玉を取って𝑀𝑡+1 個までの容量制限をかけた
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𝑡 :

𝑡 + 1 :

𝑄(𝑡)
𝑛−1 𝐸(𝑡)

𝑛 𝑄(𝑡)
𝑛 𝐸(𝑡)

𝑛+1

𝑈 (𝑡)
𝑚 𝑄(𝑡)

𝑛 − 𝑈 (𝑡)
𝑚

𝑄(𝑡+1)
𝑛−1 𝐸(𝑡+1)

𝑛 𝑄(𝑡+1)
𝑛 𝐸(𝑡+1)

𝑛+1

𝑄(𝑡+1)
𝑛−1 − 𝑈 (𝑡+1)

𝑚 𝑈 (𝑡+1)
𝑚

図 7 運搬車容量𝑀𝑡+1 = 6で𝐷(𝑡+1)
𝑛−1 − 𝑄(𝑡+1)

𝑛−1 > 0の場合の例．𝑈 (𝑡)
𝑚 + 𝑈 (𝑡+1)

𝑚 = 𝐾 (𝑡)
𝑛 が成立していることに注意

すると，𝐶 (𝑡+1)
𝑛 は薄いグレーの箱の玉を出し入れして容量制限をかけた後，𝐷(𝑡+1)

𝑛 は濃いグレーの箱の玉を

出し入れして容量制限をかけた後の運搬車に積まれている玉の数を表すことがわかる．

あとの運搬車に積まれた玉の数となる（いくつかの「箱」に連なった玉を取るときは，途中の「箱」毎の運

搬車容量制限を最後にまとめても結果は変わらないことに注意）．

以上で 𝐶 (𝑡+1)
𝑛 , 𝐷(𝑡+1)

𝑛 の役割がわかった．運搬車の容量が制限されること以外の時間発展規則は変わらない

ことに注意すると，定理 3.1の結果が使えて，帰納法により上で議論した 𝐶 (𝑡+1)
𝑛 , 𝐷(𝑡+1)

𝑛 の役割は全ての 𝑛に
ついて正しく，また全ての 𝑄(𝑡+1)

𝑛 , 𝐸(𝑡+1)
𝑛 の値は正しく定まることが示される．すなわち，(4.3a)–(4.3d)は長さ

制限の運搬車ルールによる時間発展を記述していることが示された．

あとは (4.3e), (4.3f)が消滅した玉の復帰を記述していることを示せばよいが，(4.3c)より 𝑈 (𝑡)
𝑚 個の玉を取る

際に消えた玉の数が𝐷(𝑡+1)
𝑛−1 − 𝑄(𝑡+1)

𝑛−1 + 𝐾 (𝑡)
𝑛 − 𝐶 (𝑡+1)

𝑛 = max(0, 𝐷(𝑡+1)
𝑛−1 − 𝑄(𝑡+1)

𝑛−1 + 𝐾 (𝑡)
𝑛 − 𝑀𝑡+1)，(4.3d)より (𝑄(𝑡)

𝑛 − 𝑈 (𝑡)
𝑚 )

個の玉を取る際に消えた玉の数が 𝐶 (𝑡+1)
𝑛 + 𝑄(𝑡)

𝑛 − 𝐾 (𝑡)
𝑛 − 𝐷(𝑡+1)

𝑛 = max(0, 𝐶 (𝑡+1)
𝑛 + 𝑄(𝑡)

𝑛 − 𝐾 (𝑡)
𝑛 − 𝑀𝑡+1)と書けるので，

𝑄(𝑡+1)
𝑛 = 𝑄(𝑡+1)

𝑛 + (𝐶 (𝑡+1)
𝑛 + 𝑄(𝑡)

𝑛 − 𝐾 (𝑡)
𝑛 − 𝐷(𝑡+1)

𝑛 ) + (𝐷(𝑡+1)
𝑛 − 𝑄(𝑡+1)

𝑛 + 𝐾 (𝑡)
𝑛+1 − 𝐶 (𝑡+1)

𝑛+1 )

= 𝑄(𝑡)
𝑛 + 𝐶 (𝑡+1)

𝑛 − 𝐶 (𝑡+1)
𝑛+1 − 𝐾 (𝑡)

𝑛 + 𝐾 (𝑡)
𝑛+1,

𝐸(𝑡+1)
𝑛 = 𝐸(𝑡+1)

𝑛 − (𝐷(𝑡+1)
𝑛−1 − 𝑄(𝑡+1)

𝑛−1 + 𝐾 (𝑡)
𝑛 − 𝐶 (𝑡+1)

𝑛 ) − (𝐶 (𝑡+1)
𝑛 + 𝑄(𝑡)

𝑛 − 𝐾 (𝑡)
𝑛 − 𝐷(𝑡+1)

𝑛 )

= 𝐸(𝑡+1)
𝑛 + 𝑄(𝑡+1)

𝑛−1 − 𝑄(𝑡)
𝑛 − 𝐷(𝑡+1)

𝑛−1 + 𝐷(𝑡+1)
𝑛

が得られ，証明が終わる． ∎

5 おわりに

本稿では，まず展開写像を導入することで箱容量が一般の箱玉系に対してもソリトンや空き箱列の長さを定

義し，これを用いて箱容量が一般でかつ運搬車容量がある箱玉系の有限戸田表現を与えた．今後の課題として

は，得られた超離散系，もしくはこれらを逆超離散化して得られる離散系の可積分性についての議論がある．

本稿で得られた結果は，箱玉系を解析する手法の 1つとして有限戸田表現を用いる上での基礎となるもの
であると考えている．また，有限離散戸田格子は数値計算アルゴリズムの観点からも重要な研究対象である

ことから，本研究が箱玉系と数値計算の世界をつなぐ架け橋となることも期待している．
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