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Frobenius–Stickelberger–Thiele連分数とグラフ上の歩道の数え上げ

京都大学大学院情報学研究科 上岡修平 (KAMIOKA Shuhei)

概 要 有理関数補間の基本問題の一つである Newton–Padé 近似および Frobenius–Stickelberger–Thiele (FST) 連

分数に対して, 重み付きグラフを用いた組合せ論的な解析を行う. 特に FST 連分数に対する組合せ論的解釈として, FST

連分数が, グラフ上の歩道を用いて定義される組合せ論的な母関数と同一視できることを示す. さらに FST 連分数による

Newton–Padé 近似の逆問題を考え,その解を同様の手法で組合せ論的に構成する.

1 はじめに

■Newton–Padé 近似 有理関数補間の基本問題の一つに Newton–Padé 近似 [1, 2] がある. Newton–Padé

近似の定式化の仕方は色々あるが,例えば: 与えられた形式的 Newton級数

F(x) = f0 + f1(x − x0) + f2(x − x0)(x − x1) + f3(x − x0)(x − x1)(x − x2) + · · · (1.1)

に対して, 有理関数 R(x) = P(x)/Q(x) で条件 F(x) = R(x) + (形式的 Newton級数) · ∏d
k=0(x − xk) (d =

deg P(x) + deg Q(x))を満たすものを求めよ. 特に全ての xk が等しいときは通常の Padé近似に帰着する.

■Frobenius–Stickelberger–Thiele連分数 Newton–Padé近似の解法は数多くあるが,基本的な処方箋の一つ

に次のようなものがある: 有理関数 R(x)を Frobenius–Stickelberger–Thiele (FST)連分数 (単に Thiele連

分数と呼ぶことも多いが,ここでは Spiridonov–Tsujimoto–Zhedanov [7]に倣う)

B(x) =
b0

1
− b1(x − x0)

1
− b2(x − x1)

1
− b3(x − x2)

1
− · · · (1.2)

の打ち切りの形で求めよ (例えば一般化 QDアルゴリズム [10]など). 特に全ての xk が等しいとき FST連分数

は Stieltjes連分数と呼ばれ, Padé近似の理論において同様の役割を果たす.

■連分数と組合せ論 連分数の組合せ論的解釈として, Flajolet [4]の Jacobi連分数および Stieltjes連分数に対

する組合せ理論や, Fédou–Roblet–Viennot [3]の Thron連分数に対する研究がある. 彼らの主眼は組合せ論的

な母関数 (重み付き径路,置換,ポリオミノ, . . . )の連分数展開にあるが, Padé近似を念頭において彼らの結果を

眺めるとき,次の予想に至る: Padé近似型の問題を連分数を用いて解くとき,その逆問題は重み付き径路などを

用いて組合せ論的に解くことができる (例えばNewton–Padé近似の場合でいえば,形式的Newton級数 F(x)

から FST連分数 B(x)を求めるのが順問題であり,それに対して B(x)から F(x)を求めるのが逆問題である).

本研究では Newton–Padé近似と FST連分数を取り上げ, これらに対する逆問題予想を肯定的に解決する.

特に FST 連分数に対して, 重み付きグラフを用いた組合せ論的解釈を与え, ある種の組合せ論的な母関数が

FST連分数の形に展開可能であることを示す (Flajolet [4]の Stieltjes連分数に対する結果の自然な拡張).

2 準備

■形式的 Newton 級数環 単位的な可換環 R と不定元の列 ξ = (ξn)∞
n=0 から定まる, 無限変数の形式的巾級

数環 R[[ξ]] = R[[ξ0, ξ1, ξ2, . . .]] を考える. 議論の舞台となるのは, R[[ξ]] を係数環とする一変数 x の形式的

Newton級数環

Ri[[x]] =

{
Fi(x) =

∞

∑
j=i

fi,j

j−1

∏
k=i

(x − ξ0,k); fi,j ∈ R[[ξ]]

}
(i ≥ 0) (2.1)
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である. ただし ξi,j = ∑
j
n=i ξn. 形式的 Newton級数の代数的な取り扱いについては Haider [5]に詳しい.

■準同型 形式的 Newton 級数環 Ri[[x]] の間には, 自然な準同型が存在する. 写像 φi : Ri−1[[x]] → Ri[[x]]

(i ≥ 1)を次で定める: 任意の Fi−1(x) ∈ Ri−1[[x]]に対して, Fi(x) = φi(Fi−1(x)) ∈ Ri[[x]]の係数 fi,j は

fi,j = fi−1,j−1 + fi−1,j · ξi,j. (2.2)

このとき φi は Ri−1[[x]]から Ri[[x]]への準同型を与える. 特に Fi−1(x)が多項式のときは φi(Fi−1(x))も多項

式であり,両者は多項式として等しい (合成写像に関しても同様). ちなみに係数 fi,j は,有理関数補間や多項式

補間で用いられる差分商 fi,j = ( fi,j−1 − fi+1,j)/(xi − xj)と同じものである (ξ0 = x0 および ξn = xn − xn−1

(n ≥ 1)とおいた).

■積の公式 形式的 Newton 級数 Ei(x), Fi(x) ∈ Ri[[x]] に対して, その積は次の公式により計算できる:

Fℓ(x) = φℓ ◦ · · · ◦ φi+2 ◦ φi+1(Fi(x)) ∈ Rℓ[[x]]の係数 fℓ,j を用いて,

Ei(x) · Fi(x) =
∞

∑
j=i

(
j

∑
ℓ=i

ei,ℓ · fℓ,j

)
j−1

∏
k=i

(x − ξ0,k) (2.3)

(これを積の定義とみなしてもよい). 特に Ei(x)と Fi(x)が多項式のときは,多項式としての通常の積に等しい.

■FST連分数 FST連分数

B0(x) =
1
1
−

b1(x − ξ0,0)

1
−

b2(x − ξ0,1)

1
−

b3(x − ξ0,2)

1
− · · · (2.4)

と,その n + 1階近似

B(n)
0 (x) =

1
1
−

b1(x − ξ0,0)

1
−

b2(x − ξ0,1)

1
−

b3(x − ξ0,2)

1
− · · · −

bn(x − ξ0,n−1)

1
(n ≥ 0)

(2.5)

を考える. ただし各係数 bn は R[[ξ]] の可逆元であり,また B(0)
0 (x) = 1/1 = 1. 通常 B(n)

0 (x) は有理関数とし

て扱い, その何らかの極限として B0(x) を理解する. しかしここでは, この通常の解釈は採用せず, B(n)
0 (x) お

よび B0(x) を R0[[x]] に属する形式的 Newton 級数として取り扱う. まず B(n)
0 (x) を通常の方法で既約な多

項式の比 P(x)/Q(x)の形に書くとき,分母の Q(x)は R0[[x]]の元として可逆である. 従って形式的 Newton

級数として B(n)
0 (x) = P(x) · (Q(x))−1 ∈ R0[[x]] を自然に定義できる. さらに (B(n)

0 (x))∞
n=0 は R0[[x]] 上の

Cauchy列であるので,極限として B0(x) = limn→∞ B(n)
0 (x) ∈ R0[[x]]を自然に定義できる.

3 FST連分数の組合せ論的解釈

■重み付きグラフ 図 1 の (有向) グラフ G を考える. G は三種類の枝 ↗ = (1, 1), ↘n = (1,−1), ↖n =

(−1, 1) により構成され, 平面 R2 において {0 ≤ y ≤ x} = {(x, y) ∈ R2; 0 ≤ y ≤ x} の中に収まっている.

ただし↘n 枝および↖n 枝は nとラベル付けられた枝である. 重み関数 v : E(G) → R[[ξ]]を定義し, G の各

枝に次のように重みを付ける:

v(↗) = 1, v(↘n) = bn, v(↖n) = ξn. (3.1)

グラフと重み関数の組 (G, v)を重み付きグラフと呼ぶ.
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図 1 グラフ G.

■歩道 (集合)の重み グラフ G上の任意の歩道 ω に対して,その重み v(ω)を次で定義する:

v(ω) = (ω の通る枝の重みの積). (3.2)

さらに任意の歩道集合 Ωに対して,その重み v(Ω)を次で定義する:

v(Ω) = (Ωに含まれる歩道の重みの和). (3.3)

G 上の任意の節点 u, v ∈ V(G) に対して, G 上の u-v 歩道の全体を uGv と書く. G は閉路を含むので, 一

般に uGv は無限集合であり, その重み v(uGv) は R[[ξ]] に属する形式的巾級数となる. 例えば節点として

(0, 0), (2, 0) ∈ V(G)をとるとき,歩道集合 (0, 0)G(2, 0)の重みは

v((0, 0)G(2, 0)) = b1 + b2
1ξ1 + b3

1ξ2
1 + b4

1ξ3
1 + · · · . (3.4)

■FST連分数の組合せ論的解釈 歩道集合の重みに関する母関数として,次の形式的 Newton級数を考える:

G0(x) =
∞

∑
j=0

g0,j

j−1

∏
k=0

(x − ξ0,k) ∈ R0[[x]], (3.5)

g0,j = v((0, 0)G(2j, 0)) ∈ R[[ξ]] (j ≥ 0). (3.6)

定理 1 (FST連分数の組合せ論的解釈). FST連分数 B0(x)と母関数 G0(x)は, R0[[x]]に属する形式的Newton

級数として等しい: B0(x) = G0(x).

別の言い方をすれば,母関数 G0(x)は FST連分数展開 B0(x)を持つ.

FST連分数に対するこの組合せ論的解釈は, Flajolet [4]による Stieltjes連分数の解釈に対する自然な拡張を

与える (Flajoletの結果を導くには,不定元 ξn を全て 0とおけば (グラフ Gにおいて↖n 枝を全て無視すれば)

よい).

4 定理 1の証明

少し長いので前後半に分けて証明する.
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■前半 準同型 φi を用いて,形式的 Newton級数 Gi(x)を次で定義する:

Gi(x) =
∞

∑
j=i

gi,j

j−1

∏
k=i

(x − ξ0,k) = φi ◦ · · · ◦ φ2 ◦ φ1(G0(x)) ∈ Ri[[x]] (i ≥ 1). (4.1)

補題 2. 任意の 1 ≤ i ≤ jに対して gi,j = v((2i, 0)G(2j, 0)).

証明. 係数 g0,j の定義 (3.6)および準同型 φi の定義 (2節)より,補題 2の証明は,歩道集合の重みの間の次の関

係式の確認に帰着する:

v((2i, 0)G(2j, 0)) = v((2i − 2, 0)G(2j − 2, 0)) +
j

∑
n=i

v((2i − 2, 0)G(2j, 0)) · ξn (1 ≤ i ≤ j). (4.2)

この関係式は組合せ論的に (全単射を用いて)証明できる. まず歩道集合 (2i, 0)G(2j, 0)を j − i + 2個の部分集

合に分割する: (2i, 0)G(2j, 0) = Ω(0) ⊔ ⊔j
n=i Ω(1)

n . ただし部分集合 Ω(0) および Ω(1)
n (i ≤ n ≤ j)の定義は次

の通り:

• Ω(0) に属する歩道は,全ての i ≤ k ≤ jに対して,直線 {x + y = 2k}上で↖k 枝を通らない.

• Ω(1)
n に属する歩道は, 全ての i ≤ k < n に対して, 直線 {x + y = 2k} 上で↖k 枝を通らないが, 直線

{x + y = 2n}上では少なくとも一つの↖n 枝を通る.

このとき次のような全単射が存在する (図 2参照):

• 全単射 ϕ(0) : Ω(0) → (2i − 2, 0)G(2j − 2, 0). 任意の ω ∈ Ω(0) に対して v(ω) = v(ϕ(0)(ω)).

• 全単射 ϕ
(1)
n : Ω(1)

n → (2i − 2, 0)G(2j, 0). 任意の ω ∈ Ω(1)
n に対して v(ω) = v(ϕ(1)

n (ω)) · ξn.

これから直ちに関係式 (4.2)を得る.

○ 全単射 ○ 全単射

歩道

歩道

☆ 全体を                だけ平行移動
☆ 最初の          枝を       枝に替える

☆ 前半を                だけ平行移動

歩道

歩道

☆ 変形 ☆ 変形

直線

図 2 全単射 ϕ(0) および ϕ
(1)
n .

■後半 歩道集合

Ω(i, j) = {ω ∈ (i, i)G(2j − i, i); ω は直線 {y = i}より下を通らない } (0 ≤ i ≤ j) (4.3)

を考え,母関数 Ĝi(x)を次で定義する:

Ĝi(x) =
∞

∑
j=i

ĝi,j

j−1

∏
k=i

(x − ξ0,k) ∈ Ri[[x]] (i ≥ 0),

ĝi,j = v(Ω(i, j)) ∈ R[[ξ]] (0 ≤ i ≤ j).

(4.4)
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特に Ĝ0(x) = G0(x)である.

補題 3. 任意の i ≥ 1に対して Ĝi−1(x) = 1 + bi · {(x − ξ0,i−1) · Ĝi(x)} · Ĝi−1(x).

証明. 重み付きグラフ (G, v) の構造から i = 1の場合を示せば十分である. さらに補題 2と積の公式 (2.3)よ

り,これは歩道集合の重みの間の次の関係式の確認に帰着する:

v((0, 0)G(2j, 0)) = b1 ·
j

∑
ℓ=1

v(Ω(1, ℓ)) · v((2ℓ, 0)G(2j, 0)) (j ≥ 1). (4.5)

この関係式は次の事実から直ちに導かれる: j ≥ 1 のとき, 任意の (0, 0)-(2j, 0) 路 ω に対して, 整数 1 ≤
ℓ ≤ j が一意に定まり, ω は図 3 のような形に一意に分解できる. この分解は全単射 ϕj : (0, 0)G(2j, 0) →
⊔j
ℓ=1Ω(1, ℓ)× (2ℓ, 0)G(2j, 0) を与える. 特に任意の ω ∈ (0, 0)G(2j, 0) に対して, (ω̂, ω′) = ϕj(ω) とおくと

き v(ω) = b1 · v(ω̂) · v(ω′)が成り立つ.

最初の        枝
最初の       枝

直線

部分歩道 部分歩道

図 3 歩道 ω ∈ (0, 0)G(2j, 0)の分解.

補題 3より Ĝi−1(x) = {1 − bi(x − ξ0,i−1) · Ĝi(x)}−1 (i ≥ 1)を得る. 従って任意の n ≥ 1に対して,

G0(x) =
1
1
−

b1(x − ξ0,0)

1
−

b2(x − ξ0,1)

1
− · · · −

bn−1(x − ξ0,n−2)

1
−

bn(x − ξ0,n−1) · Ĝn(x)
1

(4.6)

が成り立つ. ここで極限 n → ∞をとると右辺は FST連分数 B0(x)に収束するので, G0(x) = B0(x). こうして

定理 1は示された.

定理 1と全く同様にして,次の定理も示すことができる.

定理 4. 任意の n ≥ 0に対して,近似連分数 B(n)
0 (x)は次の母関数に等しい:

G(n)
0 (x) =

∞

∑
j=0

g(n)0,j

j−1

∏
k=0

(x − ξ0,k),

g(n)0,j = v({ω ∈ (0, 0)G(2j, 0); ω は直線 {y = n}より上を通らない }) (j ≥ 0).

(4.7)

5 FST連分数による Newton–Padé近似の逆問題

FST連分数による Newton–Padé近似 (順問題)は次のように定式化できる: 与えられた形式的 Newton級

数 F0(x) ∈ R0[[x]]に対して,次の条件を満たす FST連分数 B0(x) ∈ R0[[x]]を求めよ: 任意の n ≥ 0に対して,

形式的 Newton級数 En+1(x) ∈ Rn+1[[x]]が存在して,

F0(x) = B(n)
0 (x) + En+1(x) ·

n

∏
k=0

(x − ξ0,k). (5.1)

従って逆問題は次のようになる: 与えられた FST 連分数 B0(x) ∈ R0[[x]] に対して, 形式的 Newton 級数

F0(x) ∈ R0[[x]]で, B0(x)が F0(x)に対する順問題の解となるものを求めよ.

定理 1および 4の簡単な応用問題である.

5



定理 5 (FST連分数による Newton–Padé近似の逆問題の解). 逆問題の解は母関数 G0(x)である.

6 おわりに

■まとめ 本研究では FST連分数と Newton–Padé近似に関して考察し,次の結果を得た:

(i) FST連分数は重み付きグラフを用いて組合せ論的に解釈でき,グラフ上の歩道を用いて定義されるある母

関数と同一視できる.

(ii) FST 連分数による Newton–Padé 近似の問題を考えるとき, その逆問題は重み付きグラフ上の歩道を用

いて解くことができる.

特に (i)は Stieltjes連分数に対する Flajolet [4]の結果の自然な拡張を与えている.

■今後の課題

(i) FST連分数に関連する直交関数である RII 有理関数 [6]に対する,重み付きグラフを用いた組合せ論的解

釈. 直交多項式に対する Viennot [9]の理論の拡張を与える.

(ii) 離散可積分系である RII chain [8]や FST chain [7]およびその超離散類似への応用. 初期値問題に対して

組合せ論的な解を構成し,解の正値性 (超離散化可能性)を調べる.

(iii) 非交叉ランダムウォークへの応用. 課題 (i) (ii)にもいえることであるが,行列式との関係をいかに利用す

るかが鍵である.

■謝辞 本研究は科研費 (22740063)の助成を受けたものである.
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