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概 要 本稿では [1]に基づいて q差分パンルヴェII 型方程式の超離散類似を「符号付き超離散化」

の手続きによって構成する．さらにパンルヴェII 型方程式の特殊関数解の系列に対応する，超離散系

の厳密解の系列を求める．また Airy 方程式の符号付き超離散化とその特殊解についても議論する．

1 超離散 Airy 方程式とその特殊解

q-Airy 方程式は

w(qτ)− τw(τ)+w(q−1τ) = 0 (1.1)

で与えられる．適当な連続極限で (1.1)は Airy 方程式

d2v
ds2 +sv= 0 (1.2)

に帰着される．方程式 (1.1)の線形独立な 2つの解として

qAi(τ) =
∞

∑
n=0

√
2sin{π

4(2n+2 logτ
logq +1)}q

n(n+1)
2

1· (1−q2)(1−q4) . . .(1−q2n)
τn (1.3)

qBi(τ) =
∞

∑
n=0

√
2sin{π

4(2n+2 logτ
logq +3)}q

n(n+1)
2

1· (1−q2)(1−q4) . . .(1−q2n)
τn (1.4)

を取ることができる．これらの関数の振る舞いは図 1[a]に見られるようにそれぞれ Ai，Bi関数に
類似している．
このように定符号ではない解を持つ方程式を超離散化するためには「符号付き超離散化」の手
続き [2]が有効である．以下，τ = qmと置き，パラメータ ε を q= eQ/ε (Q< 0)により導入する．
符号付き超離散化の手続きにおいては，従属変数を

w(qm) = {s(ωm)−s(−ωm)}eWm/ε (1.5)

によって置き換える．ここで ωm ∈ {+1,−1}は w(qm)の符号であり，関数 s(ω)は

s(ω) =

1 (ω =+1)

0 (ω =−1)
(1.6)

で定義される．この置き換えを施すと (1.1)は

s(ωm+1)e
Wm+1/ε +s(−ωm)e

mQ+Wm/ε +s(ωm−1)e
Wm−1/ε

= s(−ωm+1)e
Wm+1/ε +s(ωm)e

mQ+Wm/ε +s(−ωm−1)e
Wm−1/ε (1.7)
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と変形できる．この式の両辺に ε logを施した後に極限 ε →+0を取ると，超離散 Airy 方程式

max(Wm+1+S(ωm+1), mQ+Wm+S(−ωm), Wm−1+S(ωm−1))

= max(Wm+1+S(−ωm+1), mQ+Wm+S(ωm), Wm−1+S(−ωm−1)) (1.8)

を得る．ここで関数 S(ω)は s(ω)の超離散化に相当し，

S(ω) =

0 (ω =+1)

−∞ (ω =−1)
(1.9)

で定義される．超離散化された変数は符号 ωmと「振幅」Wmの組Wm := (ωm,Wm)で表される．
方程式 (1.8)は陰的な方程式であるが，次のように陽的な前進スキームに書き直すことができる．

ωm+1 =


ωm−ωm−1

2 + ωm+ωm−1
2 sgn(mQ+Wm−Wm−1) (ωm =−ωm−1 or mQ+Wm ̸=Wm−1)

任意 (ωm = ωm−1 andmQ+Wm =Wm−1)
(1.10)

Wm+1

= max(mQ+Wm, Wm−1) (ωm =−ωm−1 or mQ+Wm ̸=Wm−1)

≤Wm−1 (ωm = ωm−1 andmQ+Wm =Wm−1)
(1.11)

符号付き超離散化により得られた陰的方程式を陽的スキームに書き直すと，一般には次のステッ
プの値が不定となる場合が生じることを注意しておく．なお (1.8)の後退スキームは，前進スキー
ムに対してm±1をm∓1でそれぞれ置き換えることで得られる．
超離散 Airy 方程式の解を求めよう．はじめに，2点W0 = (ω0,W0), W1 = (ω1,W1)の値をω1 = ω0

W1 =W0,

ω1 = ω0

W1 =−Q+W0,

ω1 =−ω0

W1 = 2Q+W0

(1.12)

と選ぶと時間発展の途中で不定となる場合に落ち込むことを注意しておく．そこでW0，W1が (1.12)

を満たさない場合の解を求めると

ωm =


(−1)

m
2 ω0 (m= 2,4,6, . . .)

(−1)
m−1

2 ω1 (m= 3,5,7, . . .)

ω0 (m≤−1)

(1.13)

Wm =


max(Q+W1, W0) (m= 2,4,6, . . .)

max(W1, 2Q+W0) (m= 3,5,7, . . .)

−m(m+1)
2 Q+max(W1, W0) (m≤−1),

(1.14)

となる．この解においてW0 = (+1,0), W1 = (−1,0)とした関数を超離散 Bi (uBi) 関数と定義する．

uBi(m) = (ωm,Wm) =


(
(−1)

m(m+1)
2 , 0

)
(m≥ 0)(

+1, −m(m+1)
2 Q

)
(m≤−1)

(1.15)

この関数の振る舞いは Bi関数に類似している（図 1[b]を参照）．
一方，Ai関数に相当する解を得るためには例外的な場合 (1.12)を考えなければならない．ここでは

(1.12)のうちW0 =W1の場合を考える．このときWm (m≥ 2)は一意に定まるが，W−1は不定となる．
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ここでW−2も不定になる，と仮定しよう．そのためにはω−1 = ω0かつW−1 =W0+Qが成り立たね
ばならない．この条件により先程は不定だったW−1が一意に決まる．以下同様にWm−1 (∀m≤−2)

も不定である，と仮定する．Wm−1が不定になるためには ωm = ωm+1かつWm =Wm+1−mQが成
り立たねばならず，Wmが一意に決まる．こうして計算していくと

ωm =

(−1)
m(m−1)

2 ω0 (m≥ 2)

ω0 (m≤−1)
(1.16)

Wm =

W0 (m≥ 2)
m(m−1)

2 Q+W0 (m≤−1)
(1.17)

も (1.8)の解であることがわかる．この解においてW0 = W1 = (+1,0)と選んだ関数として超離散
Ai (uAi) 関数

uAi(m) = (ωm,Wm) =


(
(−1)

m(m−1)
2 , 0

)
(m≥ 0)(

+1, m(m−1)
2 Q

)
(m≤−1)

(1.18)

を定義する．この関数の振る舞いを図 1[b]に示す．
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図 1: [a] (1.3), (1.4)の n= 100までの近似和のプロット (q= 0.6，s= log(τ/2)(−2logq)1/3/ logq);

[b] (1.15)，(1.18)のプロット (Q=−1);

2 超離散パンルヴェII 型方程式とその特殊解の系列

q-Painlev́e II型方程式 (qPII)は

(z(qτ)z(τ)+1)
(
z(τ)z(q−1τ)+1

)
=

aτ2z(τ)
τ −z(τ)

(2.1)

で与えられる．その特殊解の構造は双線形形式を導入することで明確になる [3]．すなわち，双線
形方程式

q2Ng(N+1)(q−1τ)g(N)(q2τ)−qNτg(N+1)(τ)g(N)(qτ)+g(N+1)(qτ)g(N)(τ) = 0 (2.2)

q2Ng(N+1)(q−1τ)g(N)(qτ)−q2Nτg(N+1)(τ)g(N)(τ)+g(N+1)(qτ)g(N)(q−1τ) = 0 (2.3)

を満たす関数 g(N)(τ) (N = 0,1,2, . . .)に対し変数変換

z(N)(τ) =
g(N)(τ)g(N+1)(qτ)

qNg(N)(qτ)g(N+1)(τ)
(2.4)
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によって構成される関数 z(N)(τ)は，(2.1)において a= q2N+1とした方程式の解である．なお g(N)(τ)
の明示公式として，成分が (1.8)の解で表される N次行列式によるものが知られている．
これらの式を超離散化するために新しい変数

a= eA/ε (2.5)

z(qm) = (s(ζm)−s(−ζm))e
Zm/ε (2.6)

g(N)(qm) = (s(γ(N)
m )−s(−γ(N)

m ))eG(N)
m /ε (2.7)

を導入しよう．(2.1)の超離散類似 (udPII)は

max
[
Zm+1+3Zm+Zm−1+max

{
S(ζm+1)+S(ζm)+S(ζm−1),

S(−ζm+1)+S(ζm)+S(−ζm−1),S(−ζm+1)+S(−ζm)+S(ζm−1),

S(ζm+1)+S(−ζm)+S(−ζm−1)
}
, Zm+1+2Zm+S(ζm+1),

2Zm+Zm−1+S(ζm−1), Zm+S(ζm), Zm+A+2mQ+S(ζm),

Zm+1+2Zm+Zm−1+mQ+max
{

S(−ζm+1)+S(ζm−1),S(ζm+1)+S(−ζm−1)
}
,

Zm+1+Zm+mQ+max
{

S(−ζm+1)+S(ζm),S(ζm+1)+S(−ζm)
}
,

Zm+Zm−1+mQ+max
{

S(−ζm)+S(ζm−1),S(ζm)+S(−ζm−1)
}]

= max
[
Zm+1+3Zm+Zm−1+max

{
S(−ζm+1)+S(−ζm)+S(−ζm−1),

S(ζm+1)+S(−ζm)+S(ζm−1),S(ζm+1)+S(ζm)+S(−ζm−1),

S(−ζm+1)+S(ζm)+S(ζm−1)
}
, Zm+1+2Zm+S(−ζm+1),

2Zm+Zm−1+S(−ζm−1), Zm+S(−ζm), Zm+A+2mQ+S(−ζm),

Zm+1+2Zm+Zm−1+mQ+max
{

S(ζm+1)+S(ζm−1),S(−ζm+1)+S(−ζm−1)
}
,

Zm+1+Zm+mQ+max
{

S(ζm+1)+S(ζm),S(−ζm+1)+S(−ζm)
}
,

Zm+Zm−1+mQ+max
{

S(ζm)+S(ζm−1),S(−ζm)+S(−ζm−1)
}
,mQ

]
(2.8)

で与えられる．また双線形方程式 (2.2)の超離散類似は

max
[
2NQ+G(N+1)

m−1 +G(N)
m+2+max

{
S(γ(N+1)

m−1 )+S(γ(N)
m+2),S(−γ(N+1)

m−1 )+S(−γ(N)
m+2)

}
,

NQ+mQ+G(N+1)
m +G(N)

m+1+max
{

S(γ(N+1)
m )+S(−γ(N)

m+1),S(−γ(N+1)
m )+S(γ(N)

m+1)
}
,

G(N+1)
m+1 +G(N)

m +max
{

S(γ(N+1)
m+1 )+S(γ(N)

m ),S(−γ(N+1)
m+1 )+S(−γ(N)

m )
}]

= max
[
2NQ+G(N+1)

m−1 +G(N)
m+2+max

{
S(γ(N+1)

m−1 )+S(−γ(N)
m+2),S(−γ(N+1)

m−1 )+S(γ(N)
m+2)

}
,

NQ+mQ+G(N+1)
m +G(N)

m+1+max
{

S(γ(N+1)
m )+S(γ(N)

m+1),S(−γ(N+1)
m )+S(−γ(N)

m+1)
}
,

G(N+1)
m+1 +G(N)

m +max
{

S(γ(N+1)
m+1 )+S(−γ(N)

m ),S(−γ(N+1)
m+1 )+S(γ(N)

m )
}]

(2.9)
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であり，(2.3)の超離散類似は

max
[
2NQ+G(N+1)

m−1 +G(N)
m+1+max

{
S(γ(N+1)

m−1 )+S(γ(N)
m+1),S(−γ(N+1)

m−1 )+S(−γ(N)
m+1)

}
,

2NQ+mQ+G(N+1)
m +G(N)

m +max
{

S(γ(N+1)
m )+S(−γ(N)

m ),S(−γ(N+1)
m )+S(γ(N)

m )
}
,

G(N+1)
m+1 +G(N)

m−1+max
{

S(γ(N+1)
m+1 )+S(γ(N)

m−1),S(−γ(N+1)
m+1 )+S(−γ(N)

m−1)
}]

= max
[
2NQ+G(N+1)

m−1 +G(N)
m+1+max

{
S(γ(N+1)

m−1 )+S(−γ(N)
m+1),S(−γ(N+1)

m−1 )+S(γ(N)
m+1)

}
,

2NQ+mQ+G(N+1)
m +G(N)

m +max
{

S(γ(N+1)
m )+S(γ(N)

m ),S(−γ(N+1)
m )+S(−γ(N)

m )
}
,

G(N+1)
m+1 +G(N)

m−1+max
{

S(γ(N+1)
m+1 )+S(−γ(N)

m−1),S(−γ(N+1)
m+1 )+S(γ(N)

m−1)
}]

(2.10)

である．変換式 (2.4)の超離散類似は，不定となる場合がない陽的スキーム

ζ (N)
m = γ(N)

m γ(N+1)
m+1 γ(N+1)

m γ(N)
m+1 (2.11)

Z(N)
m = G(N)

m +G(N+1)
m+1 −G(N+1)

m −G(N)
m+1−NQ (2.12)

に書き直すことができる．
以下，(2.8)において A= (2N+1)Qとした場合（差分系において特殊関数解が存在する場合の

a = q2N+1に対応する）を考える．その特殊解を構成するために超離散双線形方程式の解を求め
よう．
まず最も簡単なN= 0の場合を考える．いま，G

(0)
m = (+1,0)とおくと (2.9)，(2.10)は共に (1.8)に

帰着される．よって解として G
(1)
m = uAi(m)を取れる．これらを (2.11)，(2.12)に代入するとA= Q

とした (2.8)の特殊解

Z
(0)

m =
(

ζ (0)
m , Z(0)

m

)
=

((−1)m, 0) (m≥ 0)

(+1, mQ) (m≤−1)
(2.13)

が得られる．
次にN = 1の場合を考えよう．G

(1)
m = uAi(m)とし，(1.18)を求めた時と同様に「m≤−1に対し

て G
(2)
m は不定である」と仮定する．この仮定の下で計算すると (2.9)，(2.10)を満たす G

(2)
m を求め

ることができる．以下同様にして，N ≥ 1に対して (2.9)，(2.10)を満たす関数 G
(N)
m = (γ(N)

m , G(N)
m )

を帰納的に求めていく．こうして計算していくと，N ≥ 0に対して

γ(N)
m =

γ(N)
0 (−1)

m(m−1)N
2 (m≥ 0)

γ(N)
0 (m≤−1)

(2.14)

G(N)
m =


mN(N−1)

2
Q+G(N)

0 (m≥ 0)

Nm(m+N−2)
2

Q+G(N)
0 (m≤−1)

(2.15)

が (2.9)，(2.10)を満たすことが示される．
これらの解を (2.11)，(2.12)に代入すれば，A= (2N+1)Qに対する (2.8)の特殊解の系列

Z
(N)

m =
(

ζ (N)
m , Z(N)

m

)
=

((−1)m, 0) (m≥ 0)

(+1, mQ) (m≤−1)
(2.16)
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が得られる．この特殊解は既出の N = 0の場合と同じ関数であり，N依存性を持たないことを注
意しておく．その理由はN ≥ 0，Q< 0より A= (2N+1)Q< 0であって，(2.8)において Aを含む
項が支配的にならないことによる．
特殊解 (2.16)の振る舞いを図 2[a]に，また比較のため，この解に対応するパンルヴェII 型方程
式の特殊解の振る舞いを図 2[b]に示した．超離散系における有限な値は連続系での非常に大きな
値に相当することから，(2.16)は連続系の解の定性的特徴をよく捉えていると言える．
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図 2: [a] (2.16)のプロット (Q=−1); [b]パンルヴェII 型方程式 d2y/ds2 = 2y3+2sy−1の特殊関
数解 y= d(logAi(−s))/dsのプロット

3 まとめ

本稿で構成した udPIIの特殊解の系列は，N次行列式で表される qPIIの特殊解系列のうち qAi

関数を成分としたものに対応すると考えられる．成分が qBi関数で与えられる系列や N < 0に対
する系列に対応する udPIIの解系列も構成が可能であると予想される．これらの解については別の
機会に報告する．
また uAi 関数は超離散 Airy 方程式を解くことによって得られた．本稿執筆時点において，qAi

関数と uAi関数の直接の対応関係は明らかになっていない．
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