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ホインの微分方程式の積分変換とその応用
(Integral transformation of Heun’s equation and some applications)

中央大学理工学部数学科 竹村剛一 (TAKEMURA Kouichi)

概 要 ホインの微分方程式は、4点に確定特異点をもつ二階常微分方程式の標準形である。本稿

では、ホインの微分方程式における積分変換を紹介し、いずれかの特異点がみかけの特異点となる場

合の解の積分表示や性質を導出する。

1 はじめに

パンルヴェ方程式は、2階の非線形常微分方程式でありその解は極以外に動く特異点を持たない
という性質をもつものの標準形であり、数学においても物理においても重要な方程式である ([4])。
第六パンルヴェ方程式は、非自励なハミルトン系

dλ
dt

=
∂HVI

∂ µ
,

dµ
dt

= −∂HVI

∂λ
, (1.1)

HVI =
1

t(t −1)
[λ (λ −1)(λ − t)µ2−{θ0(λ −1)(λ − t)+θ1λ (λ − t) (1.2)

+(θt −1)λ (λ −1)}µ +κ1(κ2 +1)(λ − t)],

において µ を消去して得られる λ についての 2階非線形常微分方程式系である。一方で、第六パ
ンルヴェ方程式は、線型常微分方程式

d2y1

dz2 +
(

1−θ0

z
+

1−θ1

z−1
+

1−θt

z− t
− 1

z−λ

)
dy1

dz
(1.3)

+
(

κ1(κ2 +1)
z(z−1)

+
λ (λ −1)µ

z(z−1)(z−λ )
− t(t −1)HVI

z(z−1)(z− t)

)
y1 = 0,

において HVI を式 (1.2)で与えたとき、t を動かしたときにこの線型微分方程式のモノドロミーが
保存されるために λ と µ の満たすべき条件として得られることが知られている。
ところで、ホイン (Heun)の微分方程式とは 2階線形常微分方程式

d2y
dz2 +

(
γ
z

+
δ

z−1
+

ε
z− t

)
dy
dz

+
αβz−q

z(z−1)(z− t)
y = 0, (1.4)

で、係数の間に γ +δ + ε = α +β +1という関係式があるものとして定められる ([5, 7])。ここで、
qは局所モノドロミー（各特異点の特性指数）に依らず、アクセサリーパラメーターと呼ばれる。
ホインの微分方程式は、4点に確定特異点をもつ 2階線形常微分方程式の標準形であることが知ら
れている。また、ホインの微分方程式やこれに類する微分方程式 (”合流型”の微分方程式など)

は、量子Calogero系や量子 Inozemtsev系といった量子力学の模型 ([2])、ブラックホールの解析や
結晶転移 ([7]) などさまざまな物理の模型で現れる。γ,δ ,ε,α −β ∈ Z + 1/2のときには高階定常
KdV 方程式と関連しており ([13])、モノドロミーは超楕円積分を用いて計算され、別の表示とし
て Hermite-Krichever仮設法を用いたものがある ([8, 9, 10])。
パンルヴェ方程式とホインの微分方程式の関係であるが、第六パンルヴェ方程式と関連する線

型微分方程式 (1.3)において、z= λ（式 (1.2)からみかけの特異点となっている）を他の特異点に
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合流させることにより、ホインの微分方程式が得られる。パラメーターの関係としては、微分方
程式 (1.3)における (λ ,µ)が極限においてアクセサリーパラメーター qに化けると考えられる。よ
り詳細な関係は第六パンルヴェ方程式の初期値空間を考えることによって定式化される ([12])。
本稿での主結果は、ホインの微分方程式において積分変換を用いることによってこれまで知ら

れていなかった解の積分表示が得られる ([11])ということであり、その解とは特異点 z= 0,1, t,∞
のいずれか一つが見かけの特異点となるときのものである。また、線型微分方程式 (1.3)において
も同様の結果が得られる ([11])。

2 見かけの特異点

z= aが確定特異点となる以下の 2階線型微分方程式の z= aでの級数解を考察する。

d2y
dz2 +

(
∞

∑
i=0

r i(z−a)i−1

)
dy
dz

+

(
∞

∑
i=0

si(z−a)i−2

)
y = 0, (2.1)

簡単のため s0 = 0とし、θa = 1− r0とおく。また、F(ξ ) = ξ 2 +(r0−1)ξ +s0 = ξ (ξ −θa)とおく。

（z= aでの特性多項式である。）このとき、級数 y= (z−a)ρ
∞

∑
i=0

ci(z−a)i (c0 ̸= 0)が微分方程式 (2.1)

を満たすならば、ρ = 0, θa（特性指数）となり、係数 cnは

F(ρ +n)cn +
n

∑
i=1

{(n− i +ρ)r i +si}cn−i = 0, (n≥ 1) (2.2)

をみたす。とくに、F(ρ +n) ̸= 0がすべての正整数 nで成り立つならば、cnは順次決定されてい
く。θa ̸∈ Zのときはこの条件をみたし、このときの局所解の基底を以下の型にとれる。

f ⟨a⟩(z) =
∞

∑
j=0

c(a)
j (z−a) j , g⟨a⟩(z) = (z−a)θa

∞

∑
j=0

c̃(a)
j (z−a) j . (2.3)

また、θa ∈ Z≥0のときの局所解の基底は以下の型にとれる。

f ⟨a⟩(z) = (z−a)θa

∞

∑
j=0

c(a)
j (z−a) j , g⟨a⟩(z) =

(
∞

∑
j=0

c̃(a)
j (z−a) j

)
+A⟨a⟩ f ⟨a⟩(z) log(z−a). (2.4)

θa ∈ Z≤−1のときの局所解の基底についても似た型にとれるが、ここでは省略する。
みかけの特異点の定義であるが、θa ∈ Zであり対数項が現れない (A⟨a⟩ = 0)とき、z= aはみか
けの特異点（非対数的特異点）と呼ばれる。このとき、z= aにおけるモノドロミーは自明、すな
わちモノドロミー行列は単位行列となる。なお、θa = 0の場合には、特異点 z= aはみかけの特異
点にならないことが知られている。
さて、θa ∈ Z≥1の場合に z= aがみかけの特異点になるための条件を導こう。ρ = 0の場合の級

数解 y =
∞

∑
i=0

ci(z−a)i を考えるうえで、c0 ̸= 0としたとき、c1, . . .cθa−1は漸化式 (2.2)から決定され

る。ここで n = θaを式 (2.2)に代入すると、

(0·cθa+)
θa

∑
i=1

{(θa− i)r i +si}cθa−i = 0, (2.5)

という式が得られるが、式 (2.5)は z = aがみかけの特異点になるための必要十分条件となる。
θa ∈ Z≤−1の場合に z= aがみかけの特異点になるための必要十分条件は、ρ = θaのときの級数解
で同様の議論をすることにより得られる。
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ここで、ホインの微分方程式

d2y
dz2 +

(
γ
z

+
δ

z−1
+

ε
z− t

)
dy
dz

+
αβz−q

z(z−1)(z− t)
y = 0, (2.6)

で z= 0での場合を考えよう。z= 0は確定特異点であり、特性指数は 0, 1− γ となる。γ ̸∈ Zのと
きの局所解の基底は以下の型で与えられる。

f1(z) = 1+
∞

∑
i=1

ciz
i , f2(z) = z1−γ

(
1+

∞

∑
i=1

c′iz
i

)
. (2.7)

ここで、 f1(z)の係数は、−q+ γtc1 = 0、および i ≥ 1に対して

(i −1+α)(i−1+β )ci−1− [i{(i−1+ γ)(1+ t)+ tδ + ε}+q]ci +(i +1)(i + γ)tci+1 = 0, (2.8)

により決定される。よって、ciはqについての i次の多項式となる。局所解 f1(z)はHl(t,q;α,β ,γ,δ ;z)
と書かれる。（Hl は”Heun local”に由来する。）

1− γ = n∈ Z≥1としたとき、z= 0がみかけの特異点となるための条件は、ある n次多項式Pn(q)
を用いて Pn(q) = 0の形で書くことができる。例えば、γ = −1 (n = 2)の場合では、z= 0がみかけ
の特異点となるための条件は次のように書ける。

P2(q) = q2 +{(δ −1)t + ε −1}q+αβ t = 0. (2.9)

また、γ = −2 (n = 3)の場合では、z= 0がみかけの特異点となるための条件は次のように書ける。

P3(q) = q3 +{(3δ −4)t +3ε −4}q2 +{2(δ −1)(δ −2)t2 (2.10)

+4((δ −1)(ε −1)+αβ )t +2(ε −1)(ε −2)}q+4αβ t((δ −1)t + ε −1) = 0.

t = (1− ε)/(δ −1)のときには q = 0は必ず P3(q) = 0の解となっており、z= 0がみかけの特異点
となるための十分条件が q = 0という単純な式で書けてしまう。また、t = (ε −1)/(δ −1)のとき
には q = 2(1−ε)は P3(q) = 0の解となり、さらに α または β が負の整数のときには例外ヤコビ多
項式という新たな種類の直交多項式 ([1, 6])を解にもつ場合に対応する。

γ −1= n∈ Z≥1としたとき、z= 0がみかけの特異点となるための条件は、ある n次多項式 P̃n(q)
を用いて P̃n(q) = 0の形で書くことができる。例えば、γ = 3 (n = 2)の場合では、z= 0がみかけの
特異点となるための条件は次のように書ける。

P̃2(q) = q2−{(3δ +1)t +3ε +1}q+{2δ (δ +1)t2 +(4δε +αβ )t +2ε(ε +1)} = 0. (2.11)

3 ホイン多項式

ホインの微分方程式の局所解Hl(z) =
∞

∑
i=0

ciz
iが有限項となる場合を考えよう。i次の係数ci(= ci(q))

は qについて i次の多項式である。
−α = n∈ Z≥0であり、q0の値を cn+1(q0) = 0をみたすようにとる。式 (2.8)より従う 0 = (n+

α)(n+β )cn− [(n+1){(n+γ)(1+t)+tδ +ε}+q]cn+1+(n+2)(n+1+γ)tcn+2におけるcnの係数は0

となるので、q= q0においてcn+1 = 0が満たされるならばcn+2 = 0となり、順次cn+3 = cn+4 = · · ·= 0

が成立する。

よって、−α = n∈ Z≥0であり qが cn+1(q) = 0を満たすならば、Hl(z) =
n

∑
i=0

ciz
i という形の n次

多項式の解をもつことがわかった。この形のホインの微分方程式の解をホイン多項式と呼ぶ。
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より一般に、ホインの微分方程式の多項式的な解は、σ0 ∈{0,1−γ}, σ1 ∈{0,1−δ}, σt ∈{0,1−ε}.

のもとで多項式 p(z)を用いて

y = zσ0(z−1)σ1(z− t)σt p(z), (3.1)

の形で表わされる。ここで、σ0 = σ1 = σt = 0の場合の多項式解をもつための条件は α ∈ Z≤0,

degy = −α, c−α+1(q) = 0 (または α を β に置き換えたもの)と書け、多項式解 yは z = 0,1, t に
て一斉に正則となっている。σ0 = 1− γ, σ1 = σt = 0の場合に多項式的な解をもつための条件は
γ −α ∈ Z≥1, n = γ −α −1(または α を β に置き換えたもの)となり、p(z)の次数は n、qの満たす
べき代数方程式の次数は n+1である。また、σ0 = 0, σ1 = 1−δ , σt = 1−εの場合に多項式的な解
をもつための条件は γ −α ∈ Z≤−1, n = α − γ −1(または α を β に置き換えたもの)となり、p(z)の
次数は n、qの満たすべき代数方程式の次数は n+1である。
ここで、γ ′−α ′ +2 = 0の場合にホインの微分方程式

d2y
dw2 +

(
γ ′

w
+

δ ′

w−1
+

ε ′

w− t

)
dy
dw

+
α ′β ′w−q′

w(w−1)(w− t)
y = 0, (3.2)

が多項式的な解をもつ条件を考える。σ0 = 0,σ1 = 1−δ ′, σt = 1−ε ′のときにdegp(z) = α ′−γ ′−1=
1となる解が考えられる。(w−1)1−δ ′

(w− t)1−ε ′(w+d)の形で解を探すと、

d =
q′− (α ′−1)((δ ′−2)t + ε ′−2)

δ ′ + ε ′−α ′−2
, (3.3)

c2(q′) = (q′)2 +
{
(−2α ′δ ′ +3α ′ +3δ ′−4)t +(−2α ′ε ′ +3α ′ +3ε ′−4)

}
q′

+(α ′−2)[(δ ′−1)(δ ′−2)(α ′−1)t2 +(ε ′−1)(ε ′−2)(α ′−1)

+{(α ′−1)(2ε ′δ ′−3δ ′−3ε ′ +5)−δ ′− ε ′ +3}t] = 0.

が満たされる場合に解が見つかる。

4 ホインの微分方程式における積分変換と、特異点のいずれかが見かけの特異点となる場合の解
の積分表示

ホインの微分方程式におけるオイラー型の積分変換は Kazakovと Slavyanovによって発見され
たが ([3])、これは 4点に確定特異点をもつサイズ 2のフックス型微分方程式におけるミドルコン
ボルーションを考えることでも導出される ([12])。

Theorem 1 y(w)は以下のホインの微分方程式の解とする。

d2y
dw2 +

(
γ ′

w
+

δ ′

w−1
+

ε ′

w− t

)
dy
dw

+
α ′β ′w−q′

w(w−1)(w− t)
y = 0. (4.1)

このとき

ỹ(z) =
∫

[αz,αi ]
y(w)(z−w)−αdw (4.2)

で定義される関数 ỹ(z)は

d2ỹ
dz2 +

(
γ
z

+
δ

z−1
+

ε
z− t

)
dỹ
dz

+
αβz−q

z(z−1)(z− t)
ỹ = 0, (4.3)
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の形のホインの微分方程式の解となる。ここで、i ∈ {0,1, t,∞}であり [αz,αi ] = αzαiα−1
z α−1

i はw= z

とw= iをめぐるPochhammmerの径路とし、パラメーターたちは以下の関係を満たすものである。

γ ′ = γ −α +1, δ ′ = δ −α +1, ε ′ = ε −α +1, β ′ = β −α +1, (4.4)

α ′ = 2−α, q′ = q+(α −1)(ε +δ t +(γ −α)(t +1)).

この定理は、オイラー型の積分変換によって、異なるパラメーターのホインの微分方程式の解
がつながることを示している。よって、知られている解を積分変換で移すことによって未知の解
が得られる可能性がある。実際、γ ′,δ ′,ε ′,β ′−α ′ ∈ Z+1/2で q′が一般の場合に有限帯ポテンシャ
ルによる解が得られているが、これを積分変換によって移すと、γ,δ ,ε,α +1/2,β +1/2∈ Zで q

が一般の場合の解が得られる。
また、多項式型の解を積分変換で移すと、特異点 {0,1, t,∞}のいずれかが見かけの特異点となる

ホインの微分方程式の解が得られる。このことをより明示的に述べよう。

Theorem 2 ([11]) α,β ,γ,δ ,ε ,α ′,β ′,γ ′,δ ′,ε ′は Theorem 1でのパラメーターとする。
γ ∈ Z≤0, α,β ,δ ′,ε ′ ̸∈ Zであり、微分方程式 (4.3)において z= 0が見かけの特異点ならば、次数が
−γ の多項式 h(w)を用いて y(w) = (w−1)1−δ ′

(w− t)1−ε ′h(w)という形の wについてのホインの微
分方程式 (4.1)の解 y(w)が存在し、これを用いて

ỹ(z) =
∫

[αz,αi ]
(w−1)1−δ ′

(w− t)1−ε ′h(w)(z−w)−αdw, (4.5)

(p = 1, t)が zについてのホインの微分方程式 (4.3)の 0でない解となる。

ここで、微分方程式 (4.3)において γ =−1で z= 0が見かけの特異点である場合を考える。z= 0

が見かけの特異点となる条件は、式 (2.9)すなわち q2 +{(δ −1)t + ε −1}q+αβ t = 0と書けるが、
これは式 (3.3)での c2(q′) = 0と同値な式となっている。このとき、(w−1)1−δ ′

(w− t)1−ε ′(w+q/β )
は wについてのホインの微分方程式 (4.1)の解となっている。積分変換を施すことにより、

ỹ(z) =
∫

[αz,αi ]
(w−1)1−δ ′

(w− t)1−ε ′
(

w+
q
β

)
(z−w)−αdw, (4.6)

(p = 0,1, t,∞)は zについてのホインの微分方程式 (4.3)の解となる。
γ ∈ Z≥2のときには次の定理が成り立つ。

Theorem 3 ([11]) γ ∈ Z≥2, α,β ,δ ′,ε ′ ̸∈ Zであり、微分方程式 (4.3)において z= 0は見かけの特異
点ならば、次数が γ −2の多項式 h(w)を用いて y(w) = w1−γ ′h(w)という形の wについてのホイン
の微分方程式 (4.1)の解が存在し、これを用いて

ỹ(z) = z1−γ(z−1)1−δ (z− t)1−ε
∫

[αz,αi ]
(w−1)δ ′−1(w− t)ε ′−1h(w)(z−w)α−2dw (4.7)

(p = 1, t)が zについてのホインの微分方程式 (4.3)の 0でない解となる。

ここで、微分方程式 (4.3)において γ = 3であり z= 0が見かけの特異点である場合を考える。
z= 0が見かけの特異点となる条件は式 (2.11)で表わされ、このとき w1−γ ′{(α −2)w+((δ +1)t +
ε +1−q)}は wに関するホインの微分方程式 (4.1)をみたす。積分変換を施すことにより、

ỹ(z) = z1−γ(z−1)1−δ (z− t)1−ε · (4.8)∫
[αz,αi ]

(w−1)δ ′−1(w− t)ε ′−1{(α −2)w+((δ +1)t + ε +1−q)}(z−w)α−2dw,

(p = 0,1, t,∞)は zについてのホインの微分方程式 (4.3)の解となる。
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