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デジタル粒子モデルの漸近挙動について

早稲田大学理工学術院 高橋大輔 (TAKAHASHI Daisuke)

龍谷大学理工学部 松木平淳太 (MATSUKIDAIRA Junta)

早稲田大学基幹理工学研究科 原弘明 (HARA Hiroaki)

概 要 状態値の和が保存するような 1+1次元 2値セルオートマトン (CA)について，解の初期

値問題や漸近挙動について議論する．このような CAのうち，近傍数が小さいものについては，任意

の初期値から時間が十分に経過すると定常解が得られ，平均流束の密度依存性に相転移現象が観察さ

れることが知られている．我々は CAの時間発展則をマックス・プラス方程式によって記述し，一般

解のマックス・プラス表現を得た．これにより，漸近挙動や相転移現象も解析的手法により評価する

ことが可能となった．

1 系の定義と観察

空間 1次元，時間 1次元の 2値セルオートマトン (CA)を考える．状態値は一般性を失わずに 0

と 1の 2通りであると仮定する．また，時間に関しては 1階であるとする．このようなCAのルー
ルは一般に以下の形に従う．

un+1
j = ϕ(un

j+r1
,un

j+r1+1, . . . ,u
n
j+r2

)

uは 0か 1の値を取りうる状態値， j は空間変数，nは時間変数，ϕ はルールを定める関数，r1, r2

(r2 ≥ r1)は前の時刻のどの範囲のuに依存するかを定める定数である．ϕの引数の個数R= r2−r1+1

を近傍数といい，上式を R近傍のルールであるということにする．
この種のCAの解析は多くの研究者がさまざまな視点から興味深い研究を行っている [1, 2]．我々

は，保存タイプのものに焦点を当て，解の挙動について解析を行った．議論を簡単にするため空
間変数については周期 Kの周期境界条件を考え，上記の一般的な CAの定義にさらに以下の条件
を課す．

K

∑
j=1

un+1
j =

K

∑
j=1

un
j

この条件を満たすCAは u= 1であるサイトの個数が時間発展によらず一定である．そこで，un
j = 1

の場合は時刻 nにおいてサイト j に粒子がひとつ存在するとみなし，un
j = 0の場合は粒子の存在

しない空きサイトであるとみなす．1の個数が保存するので，CAのルールをうまく解釈すれば粒
子の移動ルールに翻訳することができる．本稿ではこのような CAのことを Particle CA (PCA)と
呼ぶことにする．

PCAは以下の保存形で書けることが服部・武末によって示されている [3]．

un+1
j = un

j +q(un
j+r1

,un
j+r1+1, . . . ,u

n
j+r2−1)−q(un

j+r1+1,u
n
j+r1+2, . . . ,u

n
j+r2

)

qは連続系での流束に相当するものであり，ここでもそう呼ぶことにする．ϕ は 0か 1かの値をと
るが，qは一般にそうでないことに注意してほしい．また，粒子が存在しない場合に流束は生じな
いので，q(0,0, . . . ,0) = 0の条件を課すことにする．ϕ から qを定めるときに，qに定数の不定性
が生じるのでこの条件は一般性を失わない．
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近傍数が小さい PCAについてはすべてをリストアップすることができる．ただし，座標変換
j →± j −cnや従属変数変換 u→ 1−uによって，あるルールから別のルールが得られるが，解の
ふるまいはこれら変換を考慮すれば等価である．したがってそれらルールを同一視してひとつで
代表させる．また，たとえば 3近傍のルール un+1

j = ϕ(un
j−1,u

n
j ,u

n
j+1)のうち，ϕ(a,b,c) = g(a,b)と

書ける場合は実質的には 2近傍であり，ϕ(a,b,c) = g(a,c)と書ける場合も偶奇格子に分離すれば
やはり 2近傍に帰着する．このように R近傍のルールが，R−1以下に帰着する場合は R近傍の
ルールから除外する．

1∼ 4近傍のPCAを以上の条件のもとで数え上げると以下の通りとなる．R近傍のPCAをPCAR

と呼ぶことにし，同じ近傍数で複数のルールが存在するときにはPCAR-1, PCAR-2, . . .などとサブ
インデックスを付けることにする．

• PCA1: un+1
j = un

j (q = 0)

• PCA2:なし

• PCA3: un+1
j = un

j +q(un
j−1,u

n
j )−q(un

j ,u
n
j+1)

ab 11 10 01 00

q(a,b) 0 1 0 0

• PCA4: un+1
j = un

j +q(un
j−2,u

n
j−1,u

n
j )−q(un

j−1,u
n
j ,u

n
j+1)

abc 111 110 101 100 011 010 001 000

PCA4-1 q(a,b,c) 0 1 0 1 0 1 0 0

PCA4-2 〃 0 1 0 0 0 0 −1 0

PCA4-3 〃 0 1 0 0 0 0 0 0

PCA4-4 〃 0 0 0 0 0 1 0 0

なお，5近傍は 115種類，6近傍は約 3万個ある．PCA1は，前の時刻と次の時刻の状態が同じ
である静止解しか持たない．PCA3はバーガーズ方程式の超離散化で得られるルール番号 184の
Elementary CA (ECA184)と等価である [4]．また PCA4-1は福井－石橋モデルと等価である [5, 6]．
上の流束の表を粒子の移動ルールに翻訳すると下図のようになる．1（粒子），0（空きサイト）が
図で示した配置にあるときに粒子が矢印のように移動し，それら以外の場合は粒子は動かない．

PCA3: 10

PCA4-1: 101 100 PCA4-2: 110 001

PCA4-3: 110 PCA4-4: 010

密度 ρ および平均流速Qを次式で定義する．

ρ =
1
K

K

∑
j=1

un
j , Q = lim

n→∞

1
K

K

∑
j=1

q(un
j+r1

, . . . ,un
j+r2−1)

4近傍までの PCAではQは ρ にのみ依存し，どこに 1が配置されているかという初期値の詳細な
情報には依存しない．また，ρ に臨界点が 1つあるいは 2つ存在し，その臨界点の前後で Qの ρ
依存性が突然変わる相転移現象が観察される．ただし，後述するが PCA4-4は少し特殊でこの事
実からややはずれる．
以下にそれぞれの PCAに対する ρ-Qグラフ（基本図と呼ぶことにする）を示す [7, 8, 9]．
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また，各密度領域での解の例を以下に示す．

• PCA4-1

¬
n

j ®

¬
n

j ®

¬
n

j ®

ρ = 0.32 ρ = 0.34 ρ = 0.5

• PCA4-2

¬
n

j ®

¬
n

j ®

¬
n

j ®

ρ = 0.3 ρ = 0.64 ρ = 0.7

• PCA4-3

¬
n

j ®

¬
n

j ®

¬
n

j ®

ρ = 0.48 ρ = 0.64 ρ = 0.7

• PCA4-4

¬
n

j ®

¬
n

j ®

¬
n

j ®

ρ = 0.3 ρ = 0.3 ρ = 0.52

初期値から十分に時間が経つと，解は一定の速さで動く定常解に収束し，ρ の領域に応じてその
速さが変わる．このことが基本図の相転移現象と直接関係している．本研究では，PCA4のそれぞ
れのルールをマックス・プラス方程式で表し，初期値問題を解き，解の漸近挙動を評価した．
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2 初期値問題と漸近挙動

PCA4-1, 4-2, 4-3について得られた結果を示す [10]．共通する方程式の形は

un+1
j = un

j +q(un
j−2,u

n
j−1,u

n
j )−q(un

j−1,u
n
j ,u

n
j+1)

である．また n = 0を初期値問題の初期時刻とする．導出の詳細は省略するが，そのポイントは以
下の通りである．

• PCAのルールを適切なマックス・プラス方程式で表現する．

• 適切な従属変数変換を用いて，より簡単な方程式に帰着させる．

• マックス・プラス演算の公式を利用して初期値問題を解く [11, 12]．

• 得られた一般解を n≫ 0に対してうまく評価し，漸近挙動を導く．

2.1 PCA4-1

• 流束 q(a,b,c) = min(a+b,1−c)

• 変数変換 un
j = f n

j − f n
j−1 +

1
3

• f の方程式 f n+1
j = max( f n

j−2, f n
j+1)

• 一般解 f n
j = max( f 0

j−2n, f 0
j−2n+3, . . . , f 0

j+n−3, f 0
j+n)

• n≫ 0の漸近挙動

(a) 0≤ ρ ≤ 1/3の場合
f n

j = max( f 0
j−2n, f 0

j−2n+3, . . . , f 0
j−2n+3(K−1)),

f n+1
j = f n

j−2, un+1
j = un

j−2, q(a,b,c) = a+b, Q = 2ρ

(b) 1/3≤ ρ ≤ 1の場合
f n

j = max( f 0
j+n−3(K−1), . . . , f 0

j+n−3, f 0
j+n),

f n+1
j = f n

j+1, un+1
j = un

j+1, q(a,b,c) = 1−c, Q = 1−ρ

2.2 PCA4-2

• 流束 q(a,b,c) = min(max(−c,a+b−1),1−c)

• 従属変数変換 un
j = f n

j − f n
j−1 +

1
2

• f の方程式 f n+1
j = max

(
min

(
f n

j−2, f n
j+1 +

1
2

)
, f n

j+1−
1
2

)
• 一般解 f n

j = max
0≤k≤n

(
min

(
f 0

j−2n+3k−
k
2
, min
k+1≤i≤n

f 0
j−2n+3i +

i
2

))
• n≫ 0の漸近挙動
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(a) 0≤ ρ ≤ 1/3の場合

f n
j = min

0≤k≤K−1

(
f 0

j+n−3k +
n−k

2

)
,

f n+1
j = f n

j+1 +
1
2
, un+1

j = un
j+1, q(a,b,c) = −c, Q = −ρ

(b) 1/3≤ ρ ≤ 2/3の場合

f n
j = max

(
max

0≤k≤K−2

(
min

(
f 0

j−2n+3k−
k
2
, min
1≤i≤K−1

f 0
j−2n+3(k+i) +

k+ i
2

))
,

max
K−1≤k≤2(K−1)

f 0
j−2n+3k−

k
2

)
,

f n+1
j = f n

j−2, un+1
j = un

j−2, q(a,b,c) = a+b−1, Q = 2ρ −1

(c) 2/3≤ ρ ≤ 1の場合

f n
j = max

0≤k≤K−1

(
f 0

j+n−3k−
n−k

2

)
,

f n+1
j = f n

j+1−
1
2
, un+1

j = un
j+1, q(a,b,c) = 1−c, Q = 1−ρ

2.3 PCA4-3

• 流束 q(a,b,c) = min(max(0,a+b−1),1−c)

• 従属変数変換 un
j = f n

j − f n
j−1 +

1
2

• f の方程式 f n+1
j = max

(
min( f n

j−2, f n
j ), f n

j+1−
1
2

)
• 一般解 f n

j = max
0≤k≤n

(
min

(
f 0

j−2n+3k−
k
2
, min
3k/2<i≤n

f 0
j−2n+2i

))
• n≫ 0の漸近挙動

(a) 0≤ ρ ≤ 1/2の場合
f n

j = min
0≤k≤K−1

f 0
j−2k,

f n+1
j = f n

j , un+1
j = un

j , q(a,b,c) = 0, Q = 0

(b) 1/2≤ ρ ≤ 2/3の場合

f n
j = max

0≤k≤K−1

(
min

(
f 0

j−2n+3k−
k
2
, min
1≤i≤K−1

f 0
j−2n+2⌊3k/2⌋+2i

))
,

f n+1
j = f n

j−2, un+1
j = un

j−2, q(a,b,c) = a+b−1, Q = 2ρ −1

(c) 2/3≤ ρ ≤ 1の場合

f n
j = max

0≤k≤K−1

(
f 0

j+n−3k−
n−k

2

)
,

f n+1
j = f n

j+1−
1
2
, un+1

j = un
j+1, q(a,b,c) = 1−c, Q = 1−ρ

2.4 PCA4-4

PCA4-4については方程式や解の適切なマックス・プラス表現が見つかっていない．ただし，流
束の 2進ルール表から一般解や漸近挙動を容易に導くことができる．ある時刻の状態を考えよう．
0ではさまれた単独の 1は次の時刻で右へひとつ動くが，隣り合う 1は次の時刻で同じ場所にとど
まる．したがって，もし初期状態に含まれる 1がすべて孤立している，すなわち，その両隣が 0で
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はさまれているなら，初期時刻から速さ 1の安定した進行波解となる．もし初期状態に隣り合う
1が存在するなら，それら 1は静止し続ける「壁」となり，孤立して動く 1があったとしてもいつ
かは壁に左側から衝突し，壁に吸着して静止する．つまりこの場合は十分時間が経つとすべての
1が動かない静止解となる．初期状態が前者の場合を実現するのは 0≤ ρ ≤ 1/2の場合であり，後
者の場合は任意の密度で実現しうる．したがって，前に示したように基本図が 0≤ ρ ≤ 1/2の場合
に 2つの枝となっている．

3 今後の課題

前節で示した結果のうち，PCA4-2, 4-3については状態値 uが 0, 1の値を取ることを証明に用い
ている．一方，PCA4-1ではそのような条件を必要としない．この違いにより，後者の一般解は初
期値に任意の実数を用いても成立するが，前者はその保証がない．任意の初期値でも通用するよ
うな解の表現があれば，PCAのより深い数理構造の解明につながるであろう．また，PCA4-4の一
般解のマックス・プラス表現は未解決の問題である．さらに，解の証明には数学的帰納法を用い
ているが，マックス・プラスの恒等式を用いた，より直接的な証明も望まれる．近傍数が 5以上
の PCAについても興味深い解や基本図が観察されており，これらの解析も行いたい．
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