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Semi-discrete Modified KdV方程式と平面離散曲線の時間発展
山形大学理学部 井ノ口順一 (Jun-ichi Inoguchi)
九州大学大学院数理学研究院 梶原健司 (Kenji Kajiwara)
福岡大学理学部 松浦望 (NozomuMatsuura)
神戸大学大学院理学研究科 太田泰広 (Yasuhiro Ohta)

概要

ユークリッド平面上の離散曲線の semi-discrete modified KdV 方程式で記述される連続的な運動を考察
し，τ函数と双線形構造を議論する．

1 平面離散曲線の時間発展と semi-discrete mKdV方程式
写像 γ : Z→ R2; l 7→ γl を平面上の離散曲線，すなわち，∣∣∣∣∣γl+1 − γl

εl

∣∣∣∣∣ = 1, (1)

γl+1 − γl

εl
= R(Kl)

γl − γl−1

εl−1
, (2)

を満たすものとする．ただし，

γl+1 − γl

εl
=

[
cosΨl

sinΨl

]
, R(Kl) =

(
cos Kl − sin Kl

sin Kl cos Kl

)
, Kl = Ψl − Ψl−1, (3)

とする．等周条件 (1)は曲線が伸縮しないことを意味し，(2)は Frenet-Serretの公式の離散版に相当する．ま
た，Kl は線分間の角度を表し，角函数の離散版と見なすことができる．次に，線分長が一定，すなわち εl = ε
(定数)とし，離散曲線の次のような連続的変形（時間発展）を考える：

dγl

ds
=

1

cos Kl
2

R
(
−Kl

2

)
γl+1 − γl

ε
. (4)

Doliwa-Santini[1]は 3次元空間中の球面上の離散曲線の運動を Ablowitz-Ladik階層とその一般化を用いて定
式化したが，(4) はそのうちの一つから球面の半径が ∞ の極限を取って得られる．また，(4) は Hoffmann-

Kutz[5, 6]の導入した，離散曲線の「辺接ベクトル」∆hγl = 2ε(γl+1 − γl−1)/||γl+1 − γl−1||2*1と平行な流れによる
曲線の運動

dγl

ds
= α∆hγl = 2αε

γl+1 − γl−1

||γl+1 − γl−1||2
, (5)

と同値である．実際，図 1左より読み取れる関係式 ||γl+1 − γl−1|| = 2ε cos Kl
2 , γl+1−γl−1 = 2 cos Kl

2 R
(
−Kl

2

)
(γl+1−

γl)を用い，sのスケーリングで α = 1と規格化すれば (5)から (4)が得られる．
さて，(2)と (4)の両立条件および等周条件 (1)より，ポテンシャル函数 θl が存在し，次式が成り立つ．

Ψl =
θl+1 + θl

2
, Kl =

θl+1 − θl−1

2
, (6)

dθl
ds
=

2
ε

tan
(
θl+1 − θl−1

4

)
. (7)

*1 この記号は，γを複素数と同一視したときに，右辺が (γl+1 − γl)/ε, (γl − γl−1)/ε の調和平均であることに由来する．
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(7)は semi-discrete potential modified KdV方程式と呼ばれる [3]．両立条件は離散角函数 Kl について

dKl

ds
=

1
ε

(
tan

Kl+1

2
− tan

Kl−1

2

)
, (8)

と書き直される．また，Hoffmann-Kutzの導入した「離散曲率」κl，すなわち図 1右のように，隣接する線分
の中点で接する円の半径の逆数

κl =
2
ε

tan
Kl

2
=

dθl
ds
, (9)

について両立条件は
dκl
ds
=

2
ε

(
1 +
ε2

4
κ2l

)
(κl+1 − κl−1). (10)

と表される．(8) および (10) は semi-discrete modified KdV 方程式と呼ばれる．本稿では，上で提示した

ǫ

γl−1

γl+1

γl

KlKl

2

Kl

2

ǫ cos
Kl

2

γl−1

γl+1

γl
ǫ

ǫ

Kl

Kl

2

rl =

1

κl

図 1 左：辺接ベクトルと角函数，右：Hoffmann-Kutzの離散曲率

semi-discrete modified KdV 方程式で記述される離散曲線の時間発展について，τ 函数による明示公式を構成
する．

2 曲線の τ函数による表示
2.1 双線形方程式と曲線の明示公式

命題 2.1 τl = τl(s; y) ∈ Cを次の双線形方程式を満たす τ函数とする：

Ds τl · τ∗l =
1
2ε

(
τ∗l−1τl+1 − τ∗l+1τl−1

)
, (11)

τlτ
∗
l =

1
2

(
τ∗l−1τl+1 + τ

∗
l+1τl−1

)
, (12)

1
2

DsDy τl · τl = −τ∗l+1τ
∗
l−1, (13)

Dy τl+1 · τl = −ετ∗l+1τ
∗
l . (14)

ただし，∗ は複素共役を表す．このとき，θl, γl は以下のように表される：

θl =
2
√
−1

log
τl

τ∗l
, γl =


−1

2

(
log τlτ

∗
l

)
y

1

2
√
−1

(
log
τl

τ∗l

)
y

 . (15)
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証明 (11)–(15) から (1), (2), (4), (7) を導けばよいが，これらは直接計算で示される．特に (1), (2), (4) は
(12)–(14)から，(7)は (11),(12)から導かれる． �

次にソリトン解に対応する τ函数を提示する．同様にブリーザー解も構成できるが，本稿では省略する．

命題 2.2 次の函数は双線形方程式 (11)–(14)を満たす．

τl(s; y) = exp
[− (s + εl) y

]
det

(
f (i)

j−1

)
i, j=1,...,N

, (16)

f (i)
n = αi pn

i (1 − εpi)−le
pi

1−ε2 p2
i

s+ 1
pi

y
+ βi(−pi)n(1 + εpi)−le

− pi
1−ε2 p2

i
s− 1

pi
y
, (17)

αi, pi ∈ R, βi ∈
√
−1R. (18)

ここで注意を喚起したいのは，τ函数の行列式の要素の指数因子における sの係数である．これは補助線形問
題の時間発展のスペクトルパラメータ依存性に対応しているが，それが 0, ∞以外の特異性を持つような時間
発展となっていることを意味する．実際に，Doliwa-Santini[1] が考察した Ablowitz-Ladik 階層の拡張はまさ
にそのようなスペクトルパラメータ依存性を持っている．このような時間発展を持つ方程式の他の例として，
Principal chiral field方程式 [9, 11]や Maxwell-Bloch方程式 [11, 12]などが知られている．この結果は，次の
事実を想起すると興味深い．Ohta-Maruno[13]は，2次元戸田格子方程式の Bäcklund変換と離散 2次元戸田
格子方程式の簡約から次の方程式が得られることを示し，ソリトン解を構成した．

dun

dt
= α(1 + βunvn)(un+1 − un−1),

dvn

dt
= α(1 + βunvn)(vn+1 − vn−1). (19)

しかし，ここで (10)を導出するために un m vn などの条件を課すと，解との整合性が壊れてしまう．実際，構
成された (10)のソリトン解における時間発展の構造は (19)と異なるものであった．

2.2 τ函数の構成と双線形方程式の導出

本章では命題 2.2を証明する．そのために genericな τ函数を考え，それが満たす双線形方程式を Plücker関
係式を用いて構成する．最後にそれらに簡約を行って (16)と双線形方程式 (11)–(14)を導出する．

命題 2.3 σl,m
k (u, v; y)を次で定義される Casorati行列式とする．

σl,m
k (u, v; y) = det

(
f (i)
k+ j−1(l,m)

)
i, j=1,...,N

, (20)

f (i)
k (l,m) = αi pk

i (1 − api)−l(1 − bpi)−me
u

1−api
+ v

1−bpi
+ 1

pi
y
+ βiqk

i (1 − aqi)−l(1 − bqi)−me
u

1−aqi
+ v

1−bqi
+ 1

qi
y
, (21)

pi ∈ R, αi, βi ∈ C. (22)

このとき，σは以下の双線形方程式を満たす．

(Du − 1) σl,m
k−1 · σ

l,m
k = −σ

l+1,m
k σl−1,m

k−1 , (23)

(Dv − 1) σl,m
k−1 · σ

l,m
k = −σ

l,m+1
k σl,m−1

k−1 , (24)

bσl,m+1
k+1 σ

l+1,m
k − aσl+1,m

k+1 σ
l,m+1
k + (a − b)σl+1,m+1

k+1 σl,m
k = 0, (25)
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1
2

DuDy σ
l,m
k · σ

l,m
k = a(σl,m

k )2 − aσl+1,m
k+1 σ

l−1,m
k−1 , (26)

1
2

DvDy σ
l,m
k · σ

l,m
k = b(σl,m

k )2 − bσl,m+1
k+1 σ

l,m−1
k−1 , (27)(

Dy − a
)
σl+1,m

k · σl,m
k = −aσl+1,m

k+1 σ
l,m
k−1. (28)

命題 2.3から命題 2.2は次のようにして導かれる．まず，簡約条件

σl+1,m+1
k m σl,m

k , (29)

σl,m
k+1 = B σ∗l,mk , B ∈ R, (30)

を要請する．これによって (23)–(27)はそれぞれ次のような双線形方程式に帰着する (b = −aとおいている)．

(Du − 1) σ∗l · σl = −σl+1σ
∗
l−1, (31)

(Dv − 1) σ∗l · σl = −σl−1σ
∗
l+1, (32)

σ∗l−1σl+1 + σ
∗
l+1σl−1 − 2σ∗lσl = 0, (33)

1
2

DuDy σl · σl = a(σl)2 − aσ∗l+1σ
∗
l−1, (34)

1
2

DvDy σl · σl = −a(σl)2 + aσ∗l−1σ
∗
l+1, (35)(

Dy − a
)
σl+1 · σl = −aσ∗l+1σ

∗
l . (36)

さらに独立変数 u, vを u = cs, v = −cs (c ∈ R)と特殊化すると，(31), (32)および (34)と (35)からそれぞれ

Ds σ
∗
l · σl = c

(
σl−1σ

∗
l+1 − σl+1σ

∗
l−1

)
, (37)

DsDy σl · σl = 4ac
[
(σl)2 − σ∗l−1σ

∗
l+1

]
, (38)

が得られる．最後に a = ε, c = 1
2ε とおき，(16) の指数因子を考慮すれば，(37), (33), (38), (36) は (11), (12),

(13), (14)にそれぞれ帰着する．解のレベルで簡約条件 (29), (30)を実現するには

qi = −pi, b = −a, pi, αi ∈ R, βi ∈
√
−1R, (39)

を課せばよいことは直接計算でわかる．さらに u, vやパラメータの特殊化を行えば，行列式の要素 (21)は (m

に関する指数因子は αi, βi に組み込んで)直ちに (17)を与える．

2.3 命題 2.3の証明

双線形方程式のうち，(25)は Hirota-Miwa方程式の一種 (discrete KP方程式の Bäcklund変換), (28)は 2次
元戸田格子方程式の Bäcklund変換の一つとして知られている方程式で，Plücker関係式から行列式の技法で導
出できることがよく知られている [10, 14, 15]．また，l, mの対称性から (24), (27)についてはそれぞれ (23),

(26)を示しておけば十分である．
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(23)の導出 σl,m
k を (20), (21)で与えられる行列式とする．要素は線形関係式

f (i)
k (l,m) − f (i)

k (l − 1,m)
a

= f (i)
k+1(l,m),

f (i)
k (l,m) − f (i)

k (l,m − 1)
b

= f (i)
k+1(l,m), (40)

∂u f (i)
k (l,m) = f (i)

k (l + 1,m), ∂v f (i)
k (l,m) = f (i)

k (l,m + 1), ∂y f (i)
k (l,m) = f (i)

k−1(l,m). (41)

を満たすものとする．さて，(23)の導出には補助的な τ函数 ρを使うのが便利である．

ρl,m
k = det( f (i)

k (l + j − 1,m))i, j=1,...,N . (42)

σと ρの間には次のような関係があり，これは (40)を用い列の基本変形を行って確かめることができる：

ρl,m
k = (−a)N(N−1)/2 σl,m

k . (43)

(23)は Plücker関係式から行列式 ρに対する微分・差分公式を通じて導出することができる．Freeman-Nimmo

の記号を導入しておくと便利である．

ρl,m
k = | 0, 1, · · · , N − 2, N − 1| , j =



f (1)
k (l − j,m)

f (2)
k (l − j,m)

...

f (N)
k (l − j,m)


. (44)

補題 2.4 (微分・差分公式)

∂u ρ
l,m
k = | −1, 1, · · · , N − 2, N − 1| , (45)

ρl,m
k−1 = aN−1 | 0, 1, · · · , N − 2, N − 1k−1| , (46)

ρl,m
k−1 = aN−1 | 0, 1, · · · , N − 2, N − 2k−1| , (47)

(∂u − 1) ρl,m
k−1 = aN−1 | −1, 1, · · · , N − 2, N − 1k−1| . (48)

この補題は [14, 15]と同様の方法で導出できるため，ここでは証明を省略する．(23)は補題を以下の Plücker

関係式に適用すれば得られる．

0 = | −1, 0, 1, · · · , N − 2| × | 1, · · · , N − 2, N − 1, N − 1k−1|
+ | 0, 1, · · · , N − 2, N − 1| × | −1, 1, · · · , N − 2, N − 1k−1|
− | 0, 1, · · · , N − 2, N − 1k−1| × | −1, 1, · · · , N − 2, N − 1| . �

(26)の導出 P :=
[
(26)の左辺-右辺] × (

σl,m
k−1

)2 − [
(26)の左辺-右辺]

k−1 ×
(
σl,m

k

)2
を考え，(23)と (28)を組み

合わせて導く*2．

P =
[
1
2

DuDy σ
l,m
k · σ

l,m
k − a(σl,m

k )2 + aσl+1,m
k+1 σ

l−1,m
k−1

]
σl,m

k−1σ
l,m
k−1 − σ

l,m
k σ

l,m
k

[
1
2

DuDy σ
l,m
k−1 · σ

l,m
k−1 − a(σl,m

k−1)2 + aσl+1,m
k σl−1,m

k−2

]
= Dy

(
Dx σ

l,m
k · σ

l,m
k−1

)
· σl,m

k σ
l,m
k−1 + aσl+1,m

k+1 σ
l−1,m
k−1 σ

l,m
k−1σ

l,m
k−1 − aσl+1,m

k σl−1,m
k−2 σ

l,m
k σ

l,m
k (49)

*2 この計算は [4, 10]における 2次元戸田格子方程式の双線形形式から Bäcklund変換を導く計算にヒントを得た．
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ここで D-operatorの交換公式(
DuDy f · f

)
g2 − f 2

(
DuDy g · g

)
= 2Dy (Du f · g) · f g, (50)

を使っていることに注意．(49)第 1項に (23)を用い，さらに以下のように (28)も使って

Dy

(
Dx σ

l,m
k · σ

l,m
k−1

)
· σl,m

k σ
l,m
k−1 = Dy

(
−σl,m

k−1σ
l,m
k + σ

l+1,m
k σl−1,m

k−1

)
· σl,m

k σ
l,m
k−1 = Dy σ

l+1,m
k σl−1,m

k−1 · σ
l,m
k σ

l,m
k−1 ∵ Dy f · f = 0

=
(
Dy σ

l+1,m
k · σl,m

k

)
σl−1,m

k−1 σ
l,m
k−1 +

(
Dy σ

l−1,m
k−1 · σ

l,m
k−1

)
σl+1,m

k σl,m
k

=
(
σl+1,m

k σl,m
k − aσl+1,m

k+1 σ
l,m
k−1

)
σl−1,m

k−1 σ
l,m
k−1 +

(
−σl,m

k−1σ
l−1,m
k−1 + aσl,m

k σ
l−1,m
k−2

)
σl+1,m

k σl,m
k ∵ (28)

= −aσl+1,m
k+1 σ

l,m
k−1σ

l−1,m
k−1 σ

l,m
k−1 + aσl,m

k σ
l−1,m
k−2 σ

l+1,m
k σl,m

k ,

を得る．ここで第 1行から第 2行に移行する際に，交換公式

Dy ab · cd =
(
Dy a · c

)
bd +

(
Dy b · d

)
ac, (51)

を用いている．この計算結果を (49)に代入すると，直ちに 0となることがわかる．これから A(u, y, l)を引数
に関する任意函数として

1
2

DuDy σ
l,m
k · σ

l,m
k − a(σl,m

k )2 + aσl+1,m
k+1 σ

l−1,m
k−1 = A(u, y, l) σl,m

k σ
l,m
k , (52)

を得るが，N = 0の場合 σ = 1であることから A = 0と定まる．以上により (26)が導かれた． �

3 連続極限
最後に，本稿で議論した離散曲線の連続的時間発展と，discrete potential modified KdV 方程式で記述され

る離散曲線の離散時間発展 [8]および potential modified KdV方程式で記述される連続曲線の連続的時間発展
[2, 7, 16]との間の関係を明示的に記して本稿を閉じたい．離散曲線 γm

n ∈ R2, m, n ∈ Zの離散時間発展は∣∣∣∣∣∣γm
n+1 − γm

n

an

∣∣∣∣∣∣ = 1,
γm

n+1 − γm
n

an
= R(Km

n )
γm

n − γm
n−1

an−1
,
γm+1

n − γm
n

bm
= R(Wm

n )
γm

n+1 − γm
n

an
, (53)

と定式化され，両立条件は discrete potential modified KdV方程式で与えられる．

tan
Θm+1

n+1 − Θm
n

4

 = bm + an

bm − an
tan

Θm+1
n − Θm

n+1

4

 , (54)

Wn
m =
Θm+1

n − Θm
n+1

2
, Km

n =
Θm

n+1 − Θm
n−1

2
. (55)

ただし，an, bm はそれぞれ n,mの任意函数である．連続曲線 γ = γ(x, t) ∈ R2, x, t ∈ Rの連続的時間発展は

|γ′| = 1, γ′′ =
[

0 −κ
κ 0

]
γ′,

∂

∂t
γ′ =


0 κ′′ +

κ3

2

−κ′′ − κ
3

2
0

 γ′, ′ = ∂x, (56)

で与えられ，両立条件は potential modified KdV方程式である：

θt +
1
2

(θx)3 + θxxx = 0, κ = θx. (57)

このとき，直接計算により以下のことを確かめることができる．
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命題 3.1 (i) (53), (54)において an = a, bm = b (定数)とおき，

s = n + m, l = n − m, δ = a + b, ε = a − b, δ→ 0 (58)

という極限により，(53), (54)は (1),(2), (4)および (7)に帰着する．
(ii) (1),(2),(4)および (7)は

x = εl + s, t = − ε
3

6
, ε → 0 (59)

という極限により (56), 57に帰着する．

なお，ソリトン解などの厳密解のレベルでも上の極限移行が成立することを注意しておく．
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