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UC階層とモノドロミー保存変形，超幾何函数

九大数理　津田照久（TSUDA Teruhisa）

KP階層は，云うまでもなく，ソリトン理論
において最も重要な位置を占める非線形偏微分
方程式系であり，自然数の重みの時間発展を持
つ斉次な無限次元可積分系を成す．それに対し
て，UC階層とは「KP階層の斉次性を保ったま
ま負の重みの無限変数を付け加えた拡張」とい
うことができる．この小文では，UC階層の相
似簡約から自然に現れるモノドロミー保存変形
型の有限次元可積分系について論ずる．得られ
た方程式（＝シュレジンジャー系）は，パンル
ヴェVI型方程式やガルニエ系を含むような興
味深いクラスを与え，多項式ハミルトン系によ
る統一的な表示を持つ．積分表示と捻れドラム
理論に基づいた超幾何函数解の構成についても
紹介する．詳細は [24, 26]を参照されたい．

1 はじめに：パンルヴェ方程式の特殊多項式

パンルヴェII型方程式

(PII)
d2q
dx2 = 2q3 + xq + a

は定数パラメタ a = 0のとき，特殊解 q ≡ 0を
許す．ベックルント変換（双有理変換の対称性）

π : q 7→ −q, a 7→ −a,

r1 : q 7→ q +
a − 1

2

q2 − dq
dx +

x
2

, a 7→ 1 − a.

を用いると，パラメタaが整数のときPIIは有理
解を持つことが分かる．驚くべきことに，有理
解の分子と分母に現れる因子はモニックな整数
係数多項式となることが観察される．これをヤ
ブロンスキー・ヴォロビエフ多項式と呼ぶ．初め
のいくつかは T1(x) = x, T2(x) = x3 + 4, T3(x) =
x6 + 20x3 − 80, T4(x) = x(x9 + 60x3 + 11200), . . .

等である．この多項式の正体は，次のように，
ソリトン理論の立場から自然に理解することが
できる．典型的なソリトン方程式の一つである
（変形）KdV方程式

(1) 4
∂v
∂t
= −6v2 ∂v

∂x
+
∂3v
∂x3

を考えよう．変数の次数を deg x = 1, deg t = 3,
deg v = −1と数えると (1)は斉次式ゆえ，自己相
似解 v(x, t) = (−3t/4)−1/3q((−3t/4)−1/3x)を許す．
このとき，函数 q = q(x)が PIIを満たすことは
容易に確かめられる（[1]参照）．一方，(1)は 2-
コアのヤング図形 (n ≥ n−1 ≥ . . . ≥ 2 ≥ 1)に対
するシューア函数で表される有理解，しかも自
己相似解，を持つ．この事実はKdV方程式系が
2-被約の KP階層であることに基づく（[13]参
照）．以上をまとめると，ヤブロンスキー・ヴォ
ロビエフ多項式 Tn(x)がシューア函数の特殊化
であることが明らかになる (梶原・太田 [7])．

II型以外のパンルヴェ方程式に対しても，有
理解（又は代数解）に付随した類似の多項式の
系列が生成できる．IV型については岡本多項
式，III, V, VI型については梅村多項式と総称
される一連の特殊多項式は，組み合わせ論や表
現論の視点から興味深い性質を持つことが知ら
れている（[27]参照）．先程と同様に，PIVが
ブジネ方程式―これもやはりKdVのようにKP
階層の理論の範疇にある―の相似簡約であるこ
とから，岡本多項式の正体が 3-コアのヤング
図形に対するシューア函数であることが分かる
（[8, 15]参照）．
ところが PV, PVIの梅村多項式については状

況が一変する．即ち，増田等 [11, 12]によって発
見されたように，シューア函数ではなく，その一
般化である普遍指標（特に 2-コアのヤング図形
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の組に付随したもの）が現れたのである1．実は
これらの結果は，UC階層と呼ぶKP階層の拡張
を考えることによって，系統的に説明すること
ができる．

2 普遍指標と UC階層

ヤング図形の組 λ = (λ1 ≥ · · · ≥ λl), µ = (µ1 ≥
· · · ≥ µl′)に対し，普遍指標 S [λ,µ]を捻れたヤコ
ビ・トゥルディ公式（小池 [9]）

S [λ,µ] = det

 qµl′−i+1+i− j, i ≤ l′

pλi−l′−i+ j, i > l′


1≤i, j≤l+l′

によって定義する．但し pn = pn(x)は母函数

eξ(x,k) =
∑
n∈Z

pn(x)kn, ξ(x, k) =
∞∑

n=1

xnkn

で決まる変数 x = (x1, x2, . . .)のみに関する多項
式とし，一方 qn = qn(y)は pn において単純に
xを yに置き換えたものとする．2系列の無限
変数 x = (x1, x2, . . .), y = (y1, y2, . . .)について，
各々の次数を deg xn = n, deg yn = −nと勘定す
ると，例えば

S [∅,∅] = 1, S [(1),∅] = x1, S [(1),(1)] = x1y1 − 1,

S [(2,1),(1)] =

(
x1

3

3
− x3

)
y1 − x1

2, . . .

のように S [λ,µ]は次数がヤング図形の面積の差
|λ|− |µ|に等しいような斉次多項式になる．普遍
指標は，シューア函数の自然な拡張2であって，
一般線形群の既約有理表現の指標を与える3．
ところで，無限次元可積分系の理論と一般線

形群の表現論は密接に関係している．些か標語
的だが，KP階層はシューア函数を特徴付ける
無限次元可積分系と考えられ，その普遍指標へ
の対応物が UC階層に他ならない．

1それに続いて，ガルニエ系―PVIの多変数版―に対し
ても，普遍指標による特殊解が構成された [23]．

2実際 µ = ∅ の場合，普遍指標は文字通りシューア函
数に帰着する：S [λ,∅] = det

(
pλi−i+ j

)
= S λ．

3GLr の既約有理表現は，l+ l′ ≤ rなるヤング図形の組
[λ, µ]で指定できる．それを ρ[λ,µ]と表すと，tr◦ρ[λ,µ] = S [λ,µ]

が成り立つ．但し変数の対応は g ∈ GLrの固有値 (t1, . . . , tr)
を用いて，xn =

∑r
i=1 ti

n/n, yn =
∑r

i=1 ti
−n/nとおいた．

互いに可換な頂点作用素の組∑
n∈Z

X±n kn = e±ξ(x−∂̃y,k)e∓ξ(∂̃x,k−1),∑
n∈Z

Y±n k−n = e±ξ(y−∂̃x,k−1)e∓ξ(∂̃y,k)

を導入する．但し記号

∂̃x =

(
∂

∂x1
,

1
2
∂

∂x2
,

1
3
∂

∂x3
, . . .

)
を用いた．

定義 1 ([22]). 未知函数 τ = τ(x, y)に対する２
連立双線形方程式∑

i+ j=−1

X−i τ ⊗ X+j τ =
∑

i+ j=−1

Y−i τ ⊗ Y+j τ = 0

を UC階層（の双線形恒等式）と呼ぶ．

函数 τが変数 yに依存しない場合，UC階層
はKP階層に帰着する．UC階層の解空間は佐藤
グラスマン多様体（＝KP階層の解空間）の直
積を成し，特に斉次多項式解の全体は普遍指標
の集合に一致する．実は，多項式とは限らない
一般の斉次解を考えることから，モノドロミー
保存変形との繋がりが見えてくる（第 4節）．

3 モノドロミー保存変形

L連立一階線形常微分方程式

(F)
dΨ
dz
=

N+1∑
i=0

Ai

z − si
Ψ (Ai：L × L行列)

はリーマン球面 P1 上に N + 3個の確定特異点
S = {s0 = 1, s1, . . . , sN , sN+1 = 0, sN+2 = ∞} を
持つフックス型方程式である．正則点 z = p ∈
X = P1 \ S を始点とする閉曲線に沿った解析接
続は，(F)の解の基本系に対する線形変換を引
き起こす．こうして得られる基本群 π1(X, p)の
L次元表現（の共役類）のことを (F)のモノド
ロミーという．さて，特異点の位置 siを動かし
たとき，(F)のモノドロミーが変化しないよう
に係数 A j = A j(s)の s-依存性を決定しよう．
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定理 2 (古典的). (F)のモノドロミーが si に依
らない必要十分条件は，zについての有理函数
Bi(z)が存在して，変形方程式

(D)
∂Ψ

∂si
= BiΨ

が成り立つことである．

(F)と (D)の完全積分可能条件から得られる
A j に対する sについての非線形偏微分方程式
系をモノドロミー保存変形と呼ぶ4．最初の非
自明な例が L = 2, N = 1のときであり，パンル
ヴェVI型方程式

d2q
ds2 =

1
2

(
1
q
+

1
q − 1

+
1

q − s

) (
dq
ds

)2

(PVI)

−
(
1
s
+

1
s − 1

+
1

q − s

)
dq
ds

+
q(q − 1)(q − s)

s2(s − 1)2

×
(
a + b

s
q2 + c

s − 1
(q − 1)2 + d

s(s − 1)
(q − s)2

)
に等しい．

4 UC階層の相似簡約

頂点作用素で結ばれたUC階層の隣接する解の
列には，元の双線形恒等式に由来する類似の関
係式が成り立つ．典型的には

τm,n ⊗ τm+1,n+1 =
∑

i+ j=0

X−i τm+1,n ⊗ X+j τm,n+1

のような方程式である5．
4適当な規格化の下，有理函数 Bi(z)は A j で具体的に

表される．通例，無限遠点の留数行列 AN+2 = −
∑N+1

i=0 Ai

を対角化しておいて，Bi = Ai/(si − z)を得る．結局，(F)
のモノドロミー保存変形はシュレジンジャー系 [18]

∂Ai

∂si
= −

∑
j,i

[Ai, A j]
si − s j

,
∂Ai

∂s j
=

[Ai, A j]
si − s j

(i , j)

によって記述される．
5KP階層の用語に倣えば「変形 UC階層」とでも呼ぶ

べきものである．ここで，添字が (m, n) ∈ Z2 のように 2
次元分あるのは，互いに可換な頂点作用素の存在の反映
である．実際，KP階層の場合は∑

i+ j=−2

X−i τn ⊗ X+j τn+1 = 0

となる．

解の列 {τm,n(x, y)} に対する付帯条件として
斉次性：Eτm,n = dm,nτm,n と周期性：τm+L,n =

τm,n+L = τm,nを課す．但し

E =
∞∑

n=1

(
nxn

∂

∂xn
− nyn

∂

∂yn

)
は次数を測る微分作用素である6．さらに，独
立変数 xk, yk を新たに有限個の変数 t =

(t0, t1, . . . , tN)の「冪和」

xk =
1
k

N∑
i=0

θitik, yk =
1
k

N∑
i=0

θiti−k

で読み替える（独立変数の特殊化）7．以上の
操作によって得られる方程式を S L,N とおく．

定理 3. S L,N はモノドロミー保存変形である．

証明の概略. 元の双線形恒等式から，波動函数

ψm,n =
τm,n−1(x − [k−1], y − [k])

τm,n(x, y)
eξ(x,k)

（k：スペクトル変数）の満たす方程式として， フックス型方程式 (F) (z = k−L)
変形方程式 (D) (si = tiL)

の両方が自ずと従う．ここで記号 [k] =

(k, k2/2, k3/3, . . .)を用いた． �

正確には「N +3個の確定特異点のうち N +1
個の近傍で L − 1次元の正則解を持つ」ような
(F)が現れる．あるいは，ヤング図形を並べて
各特異点での留数行列の固有値の縮退の様子を
表したものをスペクトル型と呼ぶが，この場合

(1, 1, . . . , 1), (1, 1, . . . , 1), (L − 1, 1), . . . , (L − 1, 1)︸                         ︷︷                         ︸
N+1 個

のようになる．
興味深いことに，S L,Nは多時間ハミルトン系

∂q(i)
n

∂s j
=
∂H j

∂p(i)
n

,
∂p(i)

n

∂s j
= −

∂H j

∂q(i)
n

 1 ≤ i, j ≤ N
1 ≤ n ≤ L − 1


6実際 ES [λ,µ] = (|λ| − |µ|)S [λ,µ] となる．
7斉次性の条件より，t0 = 1として一般性を失わない．
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の形に表すことができる（以下，HL,Nと記す）．
ハミルトン函数 Hiは

siHi =

L−1∑
n=0

enq(i)
n p(i)

n +

N∑
j=0

∑
0≤m<n≤L−1

q(i)
m p( j)

m q( j)
n p(i)

n

+

N∑
j=0 ( j,i)

s j

si − s j

L−1∑
m,n=0

q(i)
m p( j)

m q( j)
n p(i)

n

なる正準変数についての多項式である8．特に
L = 2の場合，HL,N はガルニエ系に等価であ
り，さらに N = 1とすると PVIのハミルトン系
表示に帰着する．但し，正準変数とUC階層の
τ函数の関係は次の通りである：

q(i)
n =

(
ti
t0

)n τn,−n(θi + 1)τ0,0(θ0 + 1)
τ0,0(θi + 1)τn,−n(θ0 + 1)

,

q(i)
n p(i)

n =
θi

L
τn−1,−n−1(θi − 1)τn,−n(θi + 1)

τn,−n−1τn−1,−n
.

構成より，HL,Nの様々な性質がUC階層から
導かれることが大切である．例えば
(i) τ函数と広田の双線形形式（∵ UC階層の双
線形恒等式）；
(ii)普遍指標による解（∵ S [λ,µ]は斉次式．なお
λ, µとして L-コアのヤング図形が現れる．）；
(iii)ワイル群対称性（∵頂点作用素の置換）；
(iV)線形補助問題（∵ UC階層の波動函数）．

5 超幾何函数 FL,N

多重指数 sm =
∏N

i=1 si
mi の記法の下，無限級数

FL,N =
∑
mi≥0

(α1)|m| · · · (αL−1)|m|(β1)m1 · · · (βN)mN

(γ1)|m| · · · (γL−1)|m|(1)m1 · · · (1)mN

sm

によって N変数の超幾何函数 FL,N(α, β, γ; s)を
定義する9．ここで (a)n = Γ(a + n)/Γ(a)（ポホ

8ここで s0 = q(0)
n = q(i)

0 = 1, p(0)
n = κn −

∑N
i=1 q(i)

n p(i)
n ,

p(i)
0 = θi−

∑L−1
n=1 q(i)

n p(i)
n なる略記法を用いた．即ち，ハミルト

ン函数Hiは qと pに関して各 3々次と 2次の多項式である．
複素パラメタ (e, κ, θ)= (e0, . . . , eL−1, κ0, . . . , κL−1, θ0, . . . , θN)
には２つの関係式

∑L−1
n=0 en = (L−1)/2,

∑L−1
n=0 κn =

∑N
i=0 θi が

付くので，正味 2L + N − 1個である．これらは (F)の特
異点での指数に対応している．

9例えば (L,N) = (2, 1), (L, 1), (2,N)の場合，FL,Nは各々
ガウスの超幾何函数 2F1, トマエの LFL−1, アペル・ロリ
チェラの FD に帰着する．

ハマの記号）である．オイラー作用素を

δi = si
∂

∂si
, D =

N∑
i=1

δi

と書くことにすると，定義より y = FL,N の満
たす超幾何微分方程式si (βi + δi)

L−1∏
k=1

(αk +D) − δi

L−1∏
k=1

(γk − 1 +D)

 y = 0

が直ちに従うが，以下ではオイラー型積分表示

FL,N =

L−1∏
k=1

Γ(γk)
Γ(αk)Γ(γk − αk)

×
∫
∆0

Φϕ0

を出発点に，等価な線形パフ系を構成しよう10．
まず上記の積分表示において，被積分形式は

Φ =

L−1∏
k=1

uk
λk (uk−1 − uk)µk

N∏
i=1

(1 − siuL−1)νi

(u0 = 1)なる U = CL−1 \ D上の多価函数に

ϕ0 =
du1 ∧ · · · ∧ duL−1

uL−1
∏L−1

k=1 (uk−1 − uk)
∈ ΩL−1(∗D)

を乗じたものであり11，積分域∆0 = {0 ≤ uL−1 ≤
· · · ≤ u2 ≤ u1 ≤ 1} ⊂ RL−1 は L − 1-単体である．
ここで超平面の合併

D =
L−1⋃
k=1

({uk = 0}∪{uk = uk−1})∪
N⋃

i=1

{uL−1 = 1/si}

は Φの特異点集合であり，また

Ωp(∗D) = {高々Dのみに極を持つ有理 p-形式 }

とおいた．さて，函数 1/Φの多価性が決めるU
上の局所系を L（その双対を L∨）とおく．こ

10級数 FL,N は原点の近傍で収束して正則函数を定める．
その解析接続を超幾何函数と呼ぶ訳だが，その特異性の
起こる場所さえ，（1変数の場合と異なり）超幾何微分方程
式からは直接見て取れない．一方，線形パフ系（定理 4）
の形から，特異点は si = 0, si = 1, si = ∞, si = s j (i , j)
に限ることが分かる．

11パラメタの対応は以下の通り：

λk =

{
αk − γk+1 (k , L − 1)
αL−1 (k = L − 1) , µk = γk − αk, νi = −βi.
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の局所系を係数とする（コ）ホモロジー群の構
造は次のようになる：

dim Hp(U,L) = dim Hp(U,L∨)(i)

=

 N(L − 1) + 1 (p = L − 1)
0 (p , L − 1).

(ii) HL−1(U,L) � ΩL−1(∗D)/∇ΩL−2(∗D)の基底：

ϕ0, ϕ(i)
n =

du1 ∧ · · · ∧ duL−1

uL−1(1 − siuL−1)
∏

k,n(uk−1 − uk)
.

但し∇ = d+d logΦ∧は共変微分作用素である．
(iii) HL−1(U,L∨)の基底＝U ∩RL−1の有界な部
屋．

任意の ∆ ∈ HL−1(U,L∨)に対し，超幾何積分

y0 =

∫
∆

Φϕ0, y(i)
n =

∫
∆

Φϕ(i)
n

を並べたベクトル値函数 y⃗ = y⃗(s;∆) =
T(y0, y

(1)
1 , . . . , y(1)

L−1, . . . , y
(N)
1 , . . . , y(N)

L−1)を考える．

定理 4. y⃗は階数 N(L − 1) + 1の線形パフ系

(P) d y⃗ =
∑

0≤i< j≤N+1

Ci jd log(si − s j) y⃗

を満たす（係数Ci jはパラメタ αn, βn, γnの一次
式である．詳細は [24]参照）．

特に原点で正則な (P)の解は次で与えられる．

y0 = cFL,N , y(i)
1 =

γ1 − α1

γ1
cFL,N(βi + 1, γ1 + 1),

y(i)
2 =

α1(γ2 − α2)
γ1γ2

cFL,N(α1 + 1, βi + 1, γ1 + 1, γ2 + 1),

· · ·

y(i)
n =

α1 · · ·αn−1(γn − αn)
γ1 · · · γn

cFL,N(α1 + 1, . . . , αn−1 + 1,

βi + 1, γ1 + 1, . . . , γn + 1), . . .

但し c =
∏L−1

k=1 Γ(αk)Γ(γk −αk)/Γ(γk)とした．隣
接関係式（付録A）を用いると，各 y(i)

n を y0の
導函数の線形結合として表すこともできる．

6 HL,N の超幾何函数解

多項式ハミルトン系 HL,N の相空間の次元
2N(L−1)は，対応するフックス型方程式 (F)の
アクセサリ・パラメタの数に丁度等しい．HL,N

の初期値の空間は一般に複雑な代数多様体であ
るが，定数パラメタがある超平面上にある場合，
射影空間 PN(L−1)の点で径数づけられるような
特殊解の族が存在する12．実際，次が示される．

定理 5. κ0 −
∑N

i=1 θi = 0のときHL,N は特殊解

q(i)
n = 0, p(i)

n = −θi
y(i)

n

y0

を許す．但し {y0, y
(i)
n }は (P)の任意の解であり，

パラメタの対応は

αn = en − e0, βi = −θi, γn = en − e0 − κn

である．

注 (パンルヴェ系と超幾何系). PVI (= H2,1)，ガ
ルニエ系 (= H2,N)の超幾何函数解は各々 Fuchs
[4]と岡本・木村 [16]によって与えられた．PVI-
鎖 (= HL,1)についても最近，鈴木 [20]によっ
て独立に考察されている．

A 超幾何函数 FL,N の隣接関係式

ここでは FL,N の隣接関係式をまとめておく：

FL,N(αn + 1) =
D + αn

αn
FL,N ,

FL,N(βi + 1) =
δi + βi

βi
FL,N ,

FL,N(γn + 1) =
γn

εL


N∑

i=1

∂

∂si

L−1∏
k=1
k,n

(D + γk − 1)

−
L−1∑
j=0

ε j(D + γn)L−1− j

 FL,N ,

12次元の勘定を表にまとめると，

ハミルトン系 HL,N
相空間の次元 = 2N(L − 1)
定数パラメタ 2L + N − 1個

FL,N の超幾何系 (P)
パフ系の階数 = N(L − 1) + 1
定数パラメタ 2L + N − 2個
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表 1 KP階層からパンルヴェ方程式へ
周期 変数 xの特殊化 パンルヴェ方程式 z = kL に関する線形常微分方程式

L = 2 xn = 0 (n , 1, 3) PII

2 × 2系
確定特異点 1個
不確定特異点 1個（ポアンカレ階数 3/2）

L (≥ 3) xn = 0 (n , 1, 2)
P(A(1)

L−1) :
L = 3⇒ PIV
L = 4⇒ PV

L × L系
確定特異点 1個
不確定特異点 1個（階数 2/L）

L (≥ 2)
x1 = t + a
xn = a/n (n , 1)

PIII-鎖：
L = 2⇒ PIII

L × L系
確定特異点 2個
不確定特異点 1個（階数 1/L）

表 2 UC階層からパンルヴェ方程式へ
周期 変数 (x, y)の特殊化 パンルヴェ方程式 z = kL に関する線形常微分方程式

(L, L)
xn = t + a/n
yn = −t + a/n

P(A(1)
2L−1) :

L = 2⇒ PV

L × L系
確定特異点 2個
不確定特異点 1個（階数 1）

(L, L)
xn = (a + btn)/n
yn = (a + bt−n)/n

PVI-鎖：
L = 2⇒ PVI

L × L系（フックス型）
確定特異点 4個

FL,N(αn − 1) =
αn − 1
ε′L


N∑

i=1

si(δi + βi)
L−1∏
k=1
k,n

(D + αk)

−
L−1∑
j=0

ε′j(D + αn − 1)L−1− j

 FL,N ,

FL,N(γn − 1) =
D + γn − 1
γn − 1

FL,N ,

FL,N(βi + 1, β j − 1) =
(si − s j) ∂

∂si
+ βi

βi
FL,N ,

FL,N(α1 + 1, . . . , αL−1 + 1, βi + 1,

γ1 + 1, . . . , γL−1 + 1) =
γ1 · · · γL−1

α1 · · ·αL−1βi

∂FL,N

∂si
.

但し ε jは L個の変数 αk − γn (k = 1, . . . , L − 1)
と

∑N
i=1 βi − γnに関する j次の基本対称式であ

る．同様に，ε′jは γk − αn (k = 1, . . . , L − 1)と
1 − αnに関する j次の基本対称式である．

B KP/UC階層とパンルヴェ型常微分方程式

本論ではフックス型方程式の変形に関する話題
を扱ってきたが，特異点を合流して生ずる不確
定特異点を含んだ場合についても全く同様であ
る．ここでは，特に変形パラメタが 1次元の場

合，即ち，得られる非線形系が常微分方程式の
場合に注目して，KP/UC階層とパンルヴェ型
方程式の関係をまとめておく（詳細は [25]を参
照されたい）．

定理 6. パンルヴェ方程式 PII, P(A(1)
L−1), PIII-鎖

は，各々KP階層の周期 2, L(≥ 3), L(≥ 2)の相似
簡約である．また P(A(1)

2L−1)と PVI-鎖はUC階層
の周期 (L, L)の相似簡約である．表 1, 2参照13．

上の定理で，KP階層と PII及び P(A(1)
L−1)の関

係については，各々Ablowitz-Segur [1]と野海・
山田 [15], Schiff [17]によって，既によく知られ
た結果である．

注. PIの導出はやや例外的で，KP階層に対し
て 2-被約条件：∂τ/∂x2n ≡ 0と斉次性：L−2τ = cτ
と独立変数の特殊化：xn = 0 (n , 1, 5)を課す
ことで得られる（[2, 6, 10]参照）．但し，ビラ
ソロ作用素 L−2 = x1

2/2 +
∑∞

n=1(n + 2)xn+2∂/∂xn

13記号 P(A(1)
L−1)は A(1)

L−1 型の高階パンルヴェ方程式 [14]，
または周期 Lのダルブー鎖 [3, 28]を表す．PIII-鎖は PIII

の高階拡張（2L− 2階）で，元々KP階層とは異なる文脈
から発見された [19, 29]．PVI-鎖（= HL,1）は，第 4節で
見たように，あるクラスのシュレジンジャー系に等価な
PVI の高階拡張（2L − 2階）である．なお PVI-鎖はドリ
ンフェルト・ソコロフ階層からも導出できる [5, 21]．
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を用いた．対応する z = k2についての線形方程
式は z = ∞にポアンカレ階数 5/2の不確定特異
点を持つ 2 × 2系である．
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