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第 1章序論 1 

第 1章

序論

パターン認識・理解や学習など，現在のノイマン型コンピュータが苦手とする問題に対

して，人間の脳の神経団路を模倣したニューラルネットワークを用いてこれを解決しよう

とする研究が現在盛んに行われている [1]- [20].従来のノイマン型コンピュータが，逐次直

列処理により大量のデータ処理，複雑な科学技術演算を高速かつ正確に実行するのに対し，

ニューラルネットワークでは相互に結合しあった多数の基本素子(ニューロン)が並列的に

動作して情報の分散・並列処理を行う.工学の分野では，階層型ニューラルネットワークを

用いた音声・文字などのパターン認識，システムの制御・同定への応用や，相互結合型

ニューラルネットワークを用いた連想記憶，最適化問題の高速解法，パターン分類，雑音除

去などへの応用が期待されており，ここ十数年の聞に膨大な数の理論的 ・実験的研究が行わ

れている.

相互結合型ニューラルネットワークに関する研究が盛んに行われるようになった一つの

契機は， 1982年に発表された Hopfielclの論文 [1]である.この論文において Hopfielclは，

各ニューロンの状態は lまたは Oの 2値をとる，ニューロンは非同期式に状態を更新する，

ニューロン聞の結合が対称である といった特徴をもっ相互結合型ニューラルネットワー

クの離散系モデルを取り扱い 時間とともに単調に減少する性質をもっエネルギ一関数を

定義することによって，ネットワークが大域的に安定である(いかなる初期状態から出発

しでも必ず平衡点の一つに収束する)ことを証明した.さらに Hopfielclは 1984年に，ネッ

トワークの動作が微分方程式によって記述される連続系モデル(各ニューロンの状態は -1

から 1までの連続的な値をとる)を提案し，結合が対称の場合について，時間とともに単

調減少するエネルギー関数を定義することによって大域的安定性を保証した [2].この連続

系モデルは飽和特性をもっオペアンプ，キヤパシタ，線形抵抗，直流電流源からなる一種の

アナログ非線形回路である .このことは，多くの工学者，特に非線形回路理論の研究者の
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ニューラルネットワークに対する関心を集めることになった要因の一つであろう.その後

1988年には，セルラーニューラルネットワークとよばれる新しいタイプの非線形回路網が

Chuaらによって提案され1321，非線形回路理論の分野では Hopfieldの回路と並んで現在盛

んに研究されている [33ト[37l，セルラーニューラルネットワークの特徴は，セルと呼ばれる

基本素子の配置が格子状であることや，基本素子聞の結合が近傍に限られているといった

点にあるが，基本的な動作は従来の相互結合型ニューラルネットワークとほぼ同じである.

オペアンプ，キャパシタ，抵抗などから構成される相互結合型ニューラルネットワーク

形の非線形回路は一般に多数の平衡点をもち，その動作は非常に複雑である.上に述べた

ように，結合が対称であれば回路は大域的に安定であるが，一般にはある初期状態から出

発した回路はその状態を連続的または離散的に更新しながら， 1)平衡点の一つに収束する，

2)リミットサイクルに落ち込む， 3)カオス的な軌道を描く，といった様々な振舞いをする.

工学的立場から見れば 2)，3)の場合はあまり有効でなく，ほとんどの応用例が 1)の振舞

いを利用するものである.したがって，以下の問題は様々な応用において基本的かつ重要

な問題である.

(i)回路に生じる平衡点集合の特徴付け

(ii)所望の平衡点集合を実現する回路の構成

相互結合型ニューラルネットワークの平衡点は r二 F(W.r+ B)という形の非線形方程

式 (xは η次元ベクトル，W は ηxn定数行列，。は 11次元定数ベクトル， F(.)は非線形

関数ベクトル)の解である.したがって，上記の問題はそれぞれ，行列 W およびベクトル

Iが与えられたときの解集合の特徴付け，所望の解集合をもつように W および Oを決定す

ることに他ならない.しかしながら，非線形方程式の一般的解法が存在しないことや，組

合せの数が非常に多いことなどによりこれらは非常に難しい問題である.

先に挙げた相互結合型ニューラルネットワークのいくつかの応用の中で，連想記憶は上

記の問題に最も関係の深い応用例である.連想記憶においては， 1)任意の所望記憶ベクト

ルが確実に記憶できる， 2)偽記憶が一つも生じない，もしくは出来るだけ少ない， 3)記憶

容量が大きい， 4)各平衡点の引き込み領域が広い， 5)リミットサイクルが存在せず，任意

の初期値から必ず平衡点の一つに収束する， 6)結合係数が逐次的に学習できる，等を満足

する回路を構成することが常識的な目標である.しかし，これらの目標をすべて満足する

構成法を与えることは極めて難しく，応用によって重点の置き方は異なってくる.これまで

にも，外積法(Outer Product Method ) [1]，[2]，射影学習則(Projection Learning Rule ) 
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13l，141，固有構造 法 (Eigen Structure Tv1ethod )などの構成法が提案されている(外積法，

射影学習則は連想記憶の分野では，それぞれ，相関型学習法，直交型学習法として古く か

ら知られた方法であるが，本論文では前者の呼び方を用いる )が，いずれの方法において

も一般に偽記憶が多数生じてしまう等の問題がある.すなわち，上記の問題 (ii)は解決さ

れていない (詳しくは第 2章で述べる ).また，従来の連想記憶に関する結果のほ とんどが

ニューロン間の結合が対称な回路を仮定して得られているので，上記の問題 (i) ， ( ii)に対

する一般的な議論を行なっているわけではない.結合が対称、な回路を仮定する理由は，大域

的安定性が保証されていること である. しかしながら，非対称な結合をもっネットワーク

を用いることにより，より複雑な情報処理が行える可能性は大きい.実際，セルラーニュー

ラルネ ットワークにおいては 非対称な結合をもっネ ットワークの応用例がいくつか示さ

れており 1341，結合が非対称な場合の大域的安定性に関する議論も行われている [3.5ト[37].

平衡点集合の特徴付けのーっとして，平衡点の個数を求める問題がある .非線形回路理

論の分野では，方程式が一意解をもつための条件に関しては優れた結果が得られているが

[38ト1491，解の個数に関する結果は非常に少なく，簡単な非線形方程式でさえ，解の正確な

個数を知る一般的な方法は得られていない.平衡点の個数は 最適化問題への応用におい

ては目的関数の局所最小点の個数に関連し 連想記憶への応用においては 記憶容量に関

連する重要な問題である.連想記憶における記憶容量は ネットワークが確実に記憶でき

るベクトルの最大個数として定義 される.記憶容量はネ ットワークの構成法によ って異

なるが，上に挙げた構成法の一つである外積法に関しては，数値実験によ って得られた

O.15n (η はニューロンの個数)[1]であるとか，統計力学的手法によ って得られた理論値

η/(21ogη) [22]などの結果が知られており，さらに，記憶容量と引き込み領域の関係につい

ても，符号理論を適用して得られた結果が発表されている [14]. 射影学習則や固有構造法に

関しては，その構成法が外積法に比べて複雑で、あるためか，記憶容量の算出は専ら数値実

験によって行われている.また，文献 [17]には構成法によらない記憶容量の上界が示され

ているが，対称、は結合であると仮定している .

本研究は，上記の (i)，(ii)の問題に対する出発点として，行列 W に様々な条件を仮定

して，所望の平衡点集合の実現，平衡点の最大個数の厳密評価，平衡点の個数とそれぞ、れ

の平衡点の引き込み領域の関係，について考察している.

以下，第 2章では，相互結合型ニューラルネットワークのモデル(離散系，連続系)に

ついて説明し，本研究の問題に最も関係のある連想記憶に関する従来の研究結果とそれら

の問題点について述べる.
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第 3章では，区分線形の飽和特性をもっオペアンプ，キャパシタ，抵抗，直流電流源か

ら構成される非線形回路について，与えられた平衡点集合を実現する回路構成法について

議論する.この回路にはいくつかの仮定を与えているが，それらの仮定は行列 W の対角項

がすべて等しくまた非対角項もすべて等しいという特殊な場合に相当する.まず，この非

線形回路網の平衡点集合の特徴付けを行い，その簡潔な表現方法を与える.次に，平衡点

集合の特徴を利用することにより，所望の平衡点集合だけが実現できるための必要十分条

件を与える.これらの議論では，オペアンプがすべて正相である場合だけでなく，オペア

ンプがすべて逆相の場合についても取り扱う(通常の連続系ニューラルネットワークでは

オペアンプはすべて正相である).さらに，正相，逆相のオペアンプが混在する場合につい

て，回路が大域的に安定であることを示し，飽和領域にあるすべての平衡点は，オペアン

プが極性に関わらず漸近安定であることを示す.

第 4章では，非対称な結合をもつある種の離散系ニューラルネットワークの平衡点の最

大個数について議論する.このネットワークは， η 個のニューロンが環状に配置されてお

り，それぞれのニューロンはそれよりすぐ前方にある k個のニューロンからのみ結合され

ており，その結合の強さはニューロン聞の距離とともに小さくなるという特徴をもっ.こ

の特徴により結合は一般に非対称である.まず，k三4の場合について平衡点の最大個数を

厳密に評価し，それがニューロンの個数 η によらず極めて少ない(たく 4の場合に限ればん

に比例する)ことを示す.次に，k =η-1の特殊な場合を取り扱い，平衡点の個数が nに

関して指数関数的に増加することを示す.

第 5章では，ニューロン聞の結合の係数が lまたは -1 (ただし，自分自身との結合の

係数は o)であると仮定した離散系ニューラルネットワークの一つの回路構成法を与える.

この仮定により結合は一般に非対称である.この方法によって構成されたネットワークは，

ほぼ等しい大きさの引き込み領域をもっ平衡点が多数存在するという特徴をもっ.平衡点

の個数と引き込み領域の関係については，連想記憶への応用に関連して研究されている [14]

が，従来の結果は専ら確率的に導かれたものである.これに対して，第 5章に示す結果は

すべて決定論的手法によって得られたものであり，上記の特徴をもっネットワークを具体

的に構成することにより，非対称な結合をもっネットワークが連想記憶に利用できる可能

性を示唆するものである.

最後に第 6章において，本研究のまとめと今後の課題について述べる.
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第 2章

相互結合型ニューラルネットワークモデル

2.1 緒言

本章では，相互結合型ニューラルネットワークの代表的なモデルについて説明し，本研

究の目的に最も関係の深い応用である連想記憶回路構成について簡単に述べ，従来の構成

法の特徴や問題点を紹介する.

ここ十数年の聞に，相互結合型ニューラルネットワークの連想記憶や最適化問題の高速

解法への応用に関する研究が盛んに行われているが，その契機となったのは， 1982年に発

表された Hopfieldの論文[lJである.その論文で Hopfieldは，結合が対称、な離散系ネット

ワークに対して，時間とともに単調減少するエネルギ一関数を定義し，ニューラルネット

ワークが大域的に安定であることを示した.その後さらに 電子回路によって構成される

連続系のモデルを提案し12l，このモデルに対しでも単調減少するエネルギ一関数を定義して

いる. 2.2節において，上記の離散系および連続系のモデルについて簡単に説明する.ま

た， 2.3節では大域的安定性に関する従来の結果について述べる .

本研究の目的である所望の平衡点集合の実現は，相互結合型ニューラルネットワークを

連想記憶へ応用する際の最も基本的な問題である.そこで， 2.4節では，まず相互結合型

ニューラルネットワークによる連想記憶に関する基本的事項や，連想記憶回路を構成する

上での一般的な目標について述べ，次にこれまでに提案された(自己想起型)連想記憶回

路構成法の中で代表的なものをいくつか紹介する. Hopfieldは前出の 1982年の論文におい

て，ヘッブ則を基にした外積法 (OuterProduct Method) という構成法を用いている.こ

の方法については，構成法の簡単さおよび理論的解析の容易さから その後数多くの理

論的，実験的研究がなされている. PerSOllnaZらは一般化逆行列を利用した射影学習則

( Projection Learning Rule) を提案した[3]， [4J. また， Michelをはじめとする研究グループ
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は特異値分解を利用した固有構造法 (EigenStructure Method) を提案し，数多くの論文を

発表している[6卜[12]. 2.4節ではこれらの構成法の特徴や問題点を明らかにする.

2.2 モデル

相互結合型ニューラルネットワークのモデルとしてよく用いられる，離散系モデルと連

続系モデルを以下で説明する.

2.2.1 離散系モデル

離散系モデルは以下の差分方程式によって表される.

引い+1) = sgn (~叩j(t) -I}i) 

I +1 c > 0のとき

gn( c) = i -1 c < 0のとき

(2.1 ) 

(2.2) 

ここで，Xi( t)，ωij， 8iはそれぞれ，1番目のニューロンの時刻 tにおける状態， J番目の

ニューロンから t番目のニューロンへの結合係数， z番目のニューロンのしきい値を表す.

離散系モデルはさらに，ニューロンの状態更新の方法の違いにより，同期式モデル，非

同期式モデルに大別される .同期式モデルは，時刻が 1増加する際に，すべてのニューロ

ンが同時に (2.1)によって状態を更新するものである .よって同期式モデルでは， (2.1)は

簡単に，

X (t + 1) = s gn (W X ( t) -8) (2.3 ) 

と表される.ただし ，x(t) = [X1(t)γ.. ，Iバt)]T (肩符 T は転置を表す)， W = [ωij )， 

8 = [81， • • • ，8n]Tである.以下では，VV， 8をそれぞれ結合行列，しきい値ベクトルとよぶ.

非同期式モデルは，時刻が l増加する際に，一つのニューロンのみが (2.1)によって状態を

更新するものである .

離散系モデルの平衡点は，ニューロンの状態更新が同期式か非同期式かに関わらず，n 

次元 2値ベクトル zに関する方程式:

x = sgn(Wx -8) (2.4) 

を解くことによって求められる .
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2.2.2 連続系モデル

連続系モデルで最も代表的なものは， 1984年に Hopfieldによって提案されたモデルで，

次の微分方程式によって表される.

C. dlli(t) 
t dt 

.fi(t) 

lli (t) 
=EM)-τ + 1i 

=λ( Ui ( t ) ) 

(2.5 ) 

(2.6) 

このモデルは図 2.1に示す非線形回路によって実現される .Xi(t)， lli(t)はそれぞれ， 7，番

目のオペアンプの出力電圧，入力電圧を表す. fij は絶対値が Rt3 (j番目のオペアンプの

出力端と t番目のオペアンプの入力端の聞に接続される抵抗)であり，符号は j番目のオ

ペアンプの出力が非反転か反転かによって決まる.Rzは，

一一一 ・-
Ri Pi' N Rij 

で与えられる.ここで，Piは i番目のオペアンプの入力インピーダンスである. Ciは t番

目のオペアンプの入力キャパシタンスである .IIは t番目のオペアンプに接続された独立

直流電流源の電流値を表す.λ(・)はオペアンプの入出力特性を表し， Hopfieldは fi(・)とし

てシグモイド関数を用いているが，理論的解析の簡単さのため区分線形関数や，ステップ

関数が用いられることもある(図 2.2). 

(2.5)および (2.6)は，ベクトル表現を用いることにより次のように書き換えられる .

dll( t) 
C17=Tr(t)-R-lu(t)+I 

X(t) = F(ll(t)) 

(2.7) 

(2.8) 

ただし， C = diag[C1，・" Cn]， ll(t) = [Ul(t)，"'， 1ln(t)]T， T = [tij]， x(t) = [Xl(t)，・ スバt)]， 

R = diag[R1， ・ヲ Rn]， 1 = [h，' .. ，ln]Tである .また，F(v，(t)) = [fl(Ul(t))γ・1ん(Un(t) )]T 

である.

連続系モデルの平衡点は， η，次元ベク トル uに関する方程式 :

匂ニ RTF(u)+ RI (2.9 ) 



第 2章相互結合型ニューラルネットワークモデル

12 

1n 

図 2.1:Hopfieldモデル
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fi(Ui) 

(a) 
Ui 

唱

E
i

fi(Ui) 

¥、，ノ
h
u
 

/
E
¥
 Ui 

噌

E
i

fi(Ui) 

(c) 
Ui 

1
2
i
 

図 2.2:オペアンプの入出力特性.(a)シグモイド関数 (b)区分線形関数 (c)ステップ関数
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を解くことによって求められる.連続系モデルを連想記憶に利用する場合には，平衡点 u'"

の値よりも，それに対するオペアンプの出力電圧 F(lLつが重要である .F(u.*)は， 11次元

ベクトル zε 卜lぅ1]11に関する方程式:

J':二 F(RTュ、 +RI) (2.10) 

の解である.これは離散系の平衡点を求める方程式 (2.4)と関数 F(・)が異なる点以外は同

じ形である.以下では，この方程式の解を .rに関する平衡点とよぶ.

2.3 大域的安定性

ここでは，ネットワークの大域的安定性に関する従来の結果を述べる.以下に示す結果

は，回路構成法に依らず一般的に成り立つものである.まず，離散系モデルにおいて W が

対称行列の場合の結果を定理 2.1，2.2および 2.3に示す.

定理 2.1結合行列 W が対称行列で Wu 三o(i = 1，2，・・ 1η)ならば，離散系非同期式ネッ

トワークは大域的に安定である.

証明:ネットワークのエネルギ一関数 E(t)を次式で定義する .

E(t)=-j(峠))TW~r(t) + (.r(t))Te (2.11) 

ネットワークの状態が変化するときには必ず E(t)が減少し，状態が変化しないときには

E(t)も変化しないことを以下で示す.時間が十分経てばE(t)が必ず極小値に落ち着くこと

からネットワークは大域的に安定であるといえる.

一般性を失うことなく ，x( t)と x(t+ 1)で第 l要素だけが異なるとする.すなわち，

I Xl (t) I _ ， I Xl (t + 1) I 
x(t) = I ~ " I ヲ ~r(t + 1) = I ~ ， / I 

I x' (t) I I どれ) I 

とする.ここで，x'(t) = [X2(t)γ.. ，xバt)]Tである .x( t)の要素の分割に対応して，ベクト

ルe，行列 W についても向様に

。=[ :: ] ， w二 [:C|
とおく.このとき，時刻 t におけるエネルギ~ E(t)は次のように表される.

的 )=-jいnxi(山 Xl(t)市 (t)十州
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同様にして E(t+ 1)を表し，E(t+1)-E(t)を計算すると，次のようになる.

E引即恥恥山(収糾山川t+山山+刊叫lり)ト一 即附ル)片=一iトトトい叫町川山1日川1バ巾{いZ町州山山1バ巾仰(付例山t+山+1)ト一 引川州川川(付例川附fη川ザ山)リν肝}2ト刊2人叶一べ{町川小山(μ例山t件山山+1川1吋…)

ここで， 1、l(t+ 1)ヂ引(t)ならば， ω11 ど Oであるから第 1項は O以下であり，

ZLlωlj2~j(t) -81はx1(t+1)と同符号であるから第 2項は負になる.引い+1) = :rl(t)な

らばE(t+ 1) -E(t) = 0である.

定理 2.2結合行列 W が集合 {-l，O，l}九で正値ならば，離散系同期式モデルは大域的に安

定である.

証明:エネルギ一関数を (2.11)で定義し，その時間変化を求めると次のようになる.

E(t + 1) -E(t) = -[1_.T(t + 1) -xT(t)] [Wx(t) -8] 

-~ [xT(t + 1) -.TT(t)] W い(山)一昨)] 

ここで，Wx(t) -8の各要素は :c(t+1)の対応する要素と符号が等しいので，第 1項は

x(t + 1) = x(t)のとき零で，それ以外のとき負である.また， H/の正値性により第 2項

もx(t+ 1) = x(t)のとき零で，それ以外のとき負である.よって，x (t + 1) = :r: ( t )のとき

E(t + 1) = E(t)， x(t + 1)ヂx(t)のとき E(t+ 1)く E(t)である. 目

定理 2.3結合行列 W が対称、ならば，離散系同期式モデルは平衡点か周期 2の周期解に収

束する.

証明:エネルギー関数を次式で定義する.

E(t) = -xT(t)Wx(t -1) + [xT(t) + xT(t -1)]8 (2.12) 

このとき ，E(t)の時間変化を計算すると，

E(t + 1) -E(t) = -[xT(t + 1) -xT(t -1)] [Wx(t) -8] 

となる .Wx(t) -8の各要素の値は x(t+ 1)の対応する要素の値と符号が等しいから，

x( t + 1) =1= x( t -1)ならば E(t+ 1) < E(t)が成り立つ.よって，ネットワークは平衡点か

周期 2の周期解に収束する.

次に，連続系モデルにおいて Tが対称、の場合の結果を示す.
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定理 2.4連続系モデル (2.7)において行列 Tが対称、ならば，大域的に安定である.

証明:エネルギ一関数 E(t)を次式で定義する.

町)=÷T川 t)+詰f(1)fl(州-ん(t)

このとき ，E(t)の時間微分を計算すると，

dE(t) ~】 cl1 ' i(t) (
η

Ui (t) ， T ¥ τ =ーさす貯jXj(t)-τ+ 1i) 

となる.ここで (2.7)式を考慮すると，上式は，

dE(t) ιハ clxi ( t) d Ui ( t ) 

dt ーと7utdt dt 

11/dzt(f)¥2 
二 -ECfl(Zt(t))(7)

12 

(2.13) 

と書き換えられる.λ(-)(i = 1，2γ ・1η)をすべてシグモイド関数とすれば， λ(・)は単調増

加であるから ，f: (-)は正であり，かつ Ci も正である.よって，dE( t) j cltはつねに 0以下，

すなわち E(t)は単調減少関数である .dE(t)j dt二 Oとなるのは，dx i ( t ) j dt = 0のときか

っそのときだけである.

' 
以上のように，ネットワークの大域的安定性において W または Tの対称性は重要な役

割を演じている.したがって次節で示すように，連想記憶における従来のネットワーク構

成法のほとんどが W または T を対称行列としている.しかし，最近になって，非対称な

結合をもったネットワークの大域的安定性に関する研究を見られ，十分条件がいくつか得

られている .

Gilliは，連続系モデル (2.7)において， C， Rをともに単位行列とした場合について，

ネットワークが大域的に安定であるための条件について考察し，定理 2.5で示される十分

条件を求めた[35].

定理 2.5連続系モデル (2.7)において， C， Rをともに単位行列とした場合ネットワーク

が大域的に安定であるための十分条件は，DTが対称、行列となるような正値対角行列 D lJ'~ 

存在することである. 目

この定理は，Tが対称、でない場合についても成り立つ.しかしながら，上の条件を満足

する行列 T は極めて少ないように思われるので，あまり有効な結果とは言えない.より広

い十分条件を求めることは今後の課題である.
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2.4 連想記憶

2.4.1 相互結合型ニューラルネットワークによる連想記憶

離散系モデル，連続系モデルのどちらにおいても，ある初期状態から出発したネット

ワークは，各ニューロンの状態変化が繰り返されるうちに， 1 )ある平衡点に収束する， 2) 

リミットサイクルに落ち込む， 3)カオス的な軌道を描く(連続系モデルのみ)，などの振舞

いをする.相互結合型ニューラルネットワークによる連想記憶では，初期状態 :r(0)から出

発したネットワークが平衡点 f に収束するという過程が，与えられたデータ x(O)から既

に記憶しているデータ♂を連想した ということを意味する.与えられたデータの組

ごlf・?とPを記憶することは， 51J-iPを平衡点とするニューラルネットワークを構成する

ことであり，この問題は本研究の目的と非常に関係深いものである.

連想記憶としては，自己想起型と相互想起型とがあり 本来は相互想起型が連想記憶の

ように感じるが，非線形回路理論では自己想起型回路について主に検討されており，連想

記憶，雑音除去，信号・画像の整形・修復などへの応用を目指しているように見える.よっ

て以下では連想記憶といえば自己想起型連想記憶を指すものとする.

連想記憶においてよく用いられる用語を以下に示す.

所望記憶ベクトル連想記憶回路に記憶させたいベクトル，すなわち，ネットワークの

(x(t)に関する)平衡点にしたいベクトル.一般には， 2値ベクトルの集合である.

記憶ベクトル構成されたネ ットワークの実際の平衡点.

偽記憶所望記憶ベクトル以外の記憶ベクトル.

記憶容量ネットワークに記憶させる ことのできる記憶ベク トルの最大個数.

連想記憶回路構成の目標は，常識的には，

( a)任意の所望記憶ベクトルの集合を確実に記憶できる.

(b)偽記憶が一つも生じない，もしくはできるだけ少ない.

(c)記憶容量が大きい.

(d)各記憶ベクトルの引き込み領域が広い.

(e)ネッ トワークが大域的に安定である.
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(f)ニューロン聞の結合係数が逐次的に学習できる.

等が考えられる. しかしながら， (a)--(f)を完全に満足することはできず，重点の置き方で

結果が異なりうる.

2.4.2 従来の構成法とその問題点

本節では，これまでに提案されている構成法のなかで代表的な，外積法lll，射影学習則

13l，14l，固有構造法問-[12]を紹介し，それらの特徴や問題点を明らかにする.以下では，所望

記憶ベクトルは 2値ベクトルであるとし，ご1?と2γ ・・?とPで表す.

2.4.3 外積法

本方法は，離散系モデル (2.1)および (2.4)の結合行列 W，しきい値ベクトル Oを次式

によって決定する構成方法である.

W = I>;i((i)T 

。=0 

この構成方法の長所としては，もし

仮定 2.1(1)..・?とPは互いに直交している(したがって，p ~ n) . 

(2.14) 

(2.15) 

が満足されているならば， Elf・?とP を完全に記憶できること，逐次学習能力(今までに記

憶したベクトルに加えて，新たなベクトルを追加記憶することができる能力)および逐次

忘却能力をもつこと 結合行列が正値対称行列なのでネットワークが大域的に安定である

こと，などが挙げられる.逆に短所としては，偽記憶が多数発生すること，仮定 2.1が成り

立たない場合には所望記憶ベクトルが記憶される保証がないこと，結合行列が対称、行列に

限られること，などが挙げられる.

(2.14)によって W を求めると，一般に対角要素が非対角要素に比べてかなり大きくな

る.対角要素が大きくなると偽記憶が多数発生する(とくに W が優対角行列の場合には

2n個の 2値ベクトルすべてが記憶ベクトルになってしまう)ので，(2.14)の改良版として，

w = I:e((i)T -pUn (Uη は η 次の単位行列を表す) (2.16) 
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も考えられている.すなわち， (2.14)の W の対角要素をすべて Oにしてしまう方法であ

る.この場合にも仮定 2.1が満足されているならば， flf-JPを完全に記憶できる.しか

し，仮定 2.1が満足されていない場合には所望記憶ベクトルが記憶される保証がない点は

(2.14)の方法と同じである.

Hopfieldらは，じとして 1または -1を確率 jでランダムに与えたシミュレーション

により ，p > O.15nでは初期状態から記憶ベクトルへ到達する確率が極端に下がることを示

し(理論的にもほぼ同様な結果が示されている)，記憶容量 O.15nを与えた.これは pの

増加とともに仮定 2.1が満足されにくくなること，偽記憶が増加することによると思われ

る.また，統計力学的立場から記憶容量や記憶容量と引き込み領域の関係などが理論的に

解析されている [14].

2.4.4 射影学習則

この方法では，離散系ネットワークの H/，。を，

F
I
 

--
V
 

T
V
 

。= 0 

(2.17) 

(2.18) 

により定める. ただし，三=[cl，. • • 1 cP]である.また，三Iは Moore-Penroseの一般化逆行

列である.この方法が射影学習則とよばれるのは， (2.17)によって求まる W が TI，次元空聞

からとlf・?とPによって張られる線形部分空間への直交射影行列になっていることによる.

この方法の最も大きな長所は，所望記憶ベクトルが必ず記憶ベクトルとなることであ

る.もし，

仮定 2.2c1，..・ ?とPは一次独立である(したがって，p三η). 

が満足されていれば， Tは三1= (三T三)-1三T によって計算できる.さらに仮定 2.1が満足

されていれば， (三T三)-1= ~U (Uは p次の単位行列)となり，外積法と一致する.また，

一般化逆行列は逐次形計算で求めることができるので，外積法と同様に，逐次的学習 ・忘却

能力をもつようにすることができる.

射影学習則の大域的安定性については エネルギー関数:

E(t)二 -j(z(t)印刷 (2.19) 
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が単調減少関数であることによって，周期解に落ち込むことなく，常に平衡状態に収束す

ることが保証されている.この証明は，外積法の場合の非同期式ではなく，同期式に対し

てなされている.

行列三の階数が nであるときには W が単位行列になるので，2n個の 2値ベクトルす

べてが記憶ベクトルとなってしまい，連想記憶回路としては意味のないものにな って しま

う.このように，本方法には，一般に多数の偽記憶が発生するという欠点がある.

記憶ベクトルの引力圏は，仮定 2.1が満足されているときには評価ができて，ハミング

距離 η/(2p)以内の点からは，一度の同期式状態更新で記憶ベクトルへ到達することがわ

かっている. しかし，所望記憶ベクトルの個数 pが n/2に近づくにつれて，引力圏は急激

に小さくなることから，本学習法の記憶容量は高々 0.5nであることがいえよう. (1γ ・・ ?とP

が仮定 2.1を満たさないときには，一般的な結果は得られていない.

(2.17)式は，方程式 :

{ニ一一{ニT''' (2.20) 

を満足する W を求めるという考えに基づいている. (2.20)が満足されていれば，明らかに，

sgn(vVCJ) =と] (j = 1，2γ ・.，p) (2.21) 

が成り立つが，関数 sgn(・)の性質を考えると， (2.20)式は本来の方程式 (2.21)よりかなり

厳しい条件であるように思われる.

2.4.5 固有構造法

Liらは，連続系モデル (2.5)または (2.7)の代わりに，

dx(t) 
一一二 -Ax+Ty+ 1 
dt 

U 二 sat(x)

(2.22) 

(2.23) 

で表されるモデルを対象にした構成法を提案した.ただし， A=diag[α1，'• • ，0.71，]， 

T = [Tij]εRη×η， 1 = [h，・・ 1fnlTεRη であり， sat(xi)は次式で表される区分線形関数で

ある.

sat(xi) =く Xi，-1三Xi三1 (2.24) 

1， Xi > 1 

-1ぅ Xiく -1
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このモデルは，連続系モデル (2.7)を拡張したものであるから，明らかに連続系モデル

(2.7)にも適用できる.以下に回路構成 (A，T，!の定め方)の手順を示す.

(i)ベクトル st二 [siγ ・1F;f(i=L・..，p)， n次対角行列 A，η次元ベクトル!，正

数 μを，

sjf，j > 0 

αj sj μと;

αj > 0 

μ>  JR筏{αi}

を満足するように決める.

(ii)次式で与えられる ηx(p -1)行列 γ を計算する.

Y = [y1， ・，yp-1]= [c-1ーとへ ，とp-1_ f，P] 

(iii)行列 Y の特異値分解 'Y= U~t7T を実行する.ここで ， U および V はユニタリー

行列で， :Eは Y の特異値が対角要素に並ぶ対角行列である .u = [u1，...， Uη]， 

y1γ ・.，yp-1によって張られる部分空間の次元を qとすれば，特異値分解の性質によ

り， q，{ulf-Jq)，{ulf-Jつはそれぞれ，行列 Y の階数， ulγ ・" yp-1によって

張られる部分空間の直交基底，Rη の直交基底となる.

(iv)次式によって，行列 T+および Tーを計算する.

q 

T+ 乞Ui(Ui)T
i=l 

n 

T- L ui( ui)T 
i=q+1 

(v)パラメータァを正に選び，

T

?

 

7

t
、

.

T

 

+-一
T

F

 

μ
'
μ
 

一
一
一
一

T

I

 

によって Tおよび Iを計算する.
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上記の手)11買によって求められた A，T， 1に対して， c-lγ ・" c-p は確実に記憶ベクトルと

なる.また， eに対応するsi(i = 1，2γ ・.，p)は漸近安定平衡点である.大域的安定性につ

いても，

E(t) =一片(判(f)+lf(州 (t)-yT(t)I 2t./ ¥ I t..I'¥ I 2 

によって定義されるエネルギ一関数が単調減少することにより 大域的安定性が保証され

ている.さらに，逐次学習能力および逐次忘却能力をもたせることも可能である.しかし

ながら，行列 Y の階数 qが η に等しくなると，上の手)11買によって求めた行列 T はすべて

の対角要素が μ(>0)であるような対角行列になってしまい，すべての 2値ベクトルが記

憶ベクトルになってしまう.数値実験によっても ，qが η-1に近付くと偽記憶が多数発生

してしまうことが確認されている.
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第 3章

完全対称相互結合型回路の所望平衡点集合の実現

3.1 緒言

所望の平衡点だけを実現する回路を構成することは，相互結合型ニューラルネットワー

クの応用の一つである連想記憶回路において，最も基本的な問題である.しかしながら

この問題は極めて難しく，これまでに提案されている外積法，射影学習則，固有構造法な

どの構成法のいずれにおいても，一般に所望の平衡点以外に多数の平衡点が生じてしまう

ので，実際の平衡点集合は構成してみないとわからない，といった問題点がある.また 連

想記憶回路構成に関する従来の研究において，所望の平衡点集合だけを実現する方法につ

いてはほとんど議論されていない.

相互結合型ニューラルネットワークの平衡点は，x=F(TVx+I)という形の非線形方程

式の解である.したがって，与えられたベクトルだけを平衡点とするように回路を構成す

ることは，それらのベクトルだけを解とするように非線形方程式のパラメータを決定する

ことに相当する.また，任意のベクトル集合が方程式の解集合として実現できるわけでは

ないので，与えられたベクトルだけが解となるための何らかの条件を求めることも重要と

なってくる.これらの問題を，一般の相互結合型ニューラルネットワークついて議論する

ことは極めて難しい.そこで，この問題に対する糸口を得るために 特殊な構造をもった

回路，すなわち特殊な性質をもった行列 W について考察することは意義がある.

本章では，連続系ニューラル不ツトワークの特殊な場合である完全対称、相互結合型回路

(詳しくは 3.2節に述べる)に対して， 2値ベクトルの集合が与えられたときに，それらだ

けを平衡点とするような回路の構成法を与える.取り扱う回路は，キャパシタ，区分線形特

性をもっオペアンプ，線形回路網，直流電流源から構成される非線形回路網である.完全対

称、とは，連続系ニューラルネットワークの Tに相当する行列が，すべての対角項が等しく，
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かっすべての非対角項も等しい という特殊な対称、行列であることを意味する.

はじめに，オペアンフがすべて正相の場合，すべて逆相の場合のそれぞれについて，回

路の平衡点集合の特徴付けを行い 次にその特徴を基にして，与えられた 2値ベクトルだ

けが平衡点となるための条件を必要十分の形で与える.また，その必要十分条件が成り立

っときの，最適な回路パラメータ値の決め方を示す.さらに，正相，逆相のオペアンプが混

在する場合について，回路が大域的に安定であることを示し，すべての要素が飽和領域に

ある平衡点はオペアンプの極性に関わらず漸近安定であることを示す.

3.2 問題設定

図 3.1に示す相互結合型回路について考察する.この回路は η 個のキャパシタ，n個の

非線形オペアンプ， η 個の独立直流電流源， 2η 端子対の線形回路網 N から構成される.図

3.1に示されるように，線形回路網 N のん番目(ん=1ぅ2，.・ 1η) の端子対はん番目の

オペアンプを通して N の k+η 番目の端子対に接続されている.図 3.1において， 1αわ

υαk(k=1，2，'"川，)は線形回路網 N のん番目の端子電流，電圧を表し， CKはキャパシタ

の容量を，んは独立直流電流源の電流をそれぞれ表す.

図 3.1の回路は以下の条件を満足していると仮定する.

仮定 3.1キャパシタの容量はすべて等しい，すなわち，

C1 = C2 =・・・ =Cn (= C) 

仮定 3.2η 個のオペアンプの入出力特性は極性を除いてすべて等しく 区分線形関数

バ← j(|αー-1αx-11) (0<αく∞)

で表されるとする.すなわち ，'1， 番目のオペアンプの入出力関数を fi(Vαi)とすれば，

fi(υαi) = f(υαi)または fi(υαi)= -f(九i)である.

図 3.2 に区分線形関数 f(x) のグラフを示す.以後，区間(-∞，-~]， (-~，~)， [ι∞) 

をそれぞれ，負の飽和領域，線形領域，正の飽和領域とよぶことにする.

仮定 3.3線形回路網 N の s番目 ，t番目 ，n + s番目 ，n + t番目 (1三ムt三11)の 4つ

の端子対の非接地端子の聞の結合は図 3.3で表され，この結合は s、tの組合せに依らない.

また，一般性を失うことなく Yb= Ye二 Oとする.
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C1 

linear 

2 ・ーーlー一α-o2， 

resistive ι些C2 

circuit 

2n lbn 

Cn 広司 N 11dbn 

図 3.1:相互結合型回路
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f(vαi ) 

Uαi 

しγ J しγJ

negat1ve linear region pOSltIve 
saturatlon reglon saturatIon reglon 

図 3.2:オペアンプの入出力特性

ツc

Yα 

y二

図 3.3:線形回路網の端子 s，t， n+s， n+t聞に接続される抵抗
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図 3.1の回路が仮定 3.1--3.3を満足するとき，回路方程式は次のようになる.

cfluα(t) = -l~αUα (t) 十九b'Ub(t)+I
dt 

Vb(t) = F(va(t)) 

(3.1 ) 

( 3.2) 

ただし，

υα(t) = [vαl(t)ヲVa2(t)，・ ?υan(t)]T

Vb(t) = [υ川t)，Vb2(t)，...，υbn(t )]T 

F(υα(t)) = [fl(Ual(t))うん(vα2(t))， ・7ん(vαn(t)]T 

C = diag[C， Cう ヲ C]

1 = [11，九・ぅIn]T

であり ，Yaα，九bは次式で与えられる n次の正方行列である.

α -b -b 

}T"" _ 
Gα 一一

町-

1 ab -

-p -q 

-q -p 

-q 

-b α 
(3.3 ) 

-b 

-b -b α η
ヨ

-q 

-q -p 

ここで α，b， p， qはそれぞれ，

α=yα+ y~ + (η -1)(Yc+Yd)， b=y小 p=ν;?q=Uc(34)

で与えられる正の定数である.

図 3.1の回路が一種の連続系ニューラルネットワークであることは，式 (3.1)から明ら

かである.行列九αおよび九bが，対角項がすべて等しくかっ非対角項がすべて等しいと

いう特殊な形であるのは仮定 3.3による.

この回路の Va(t)に関する平衡点は， η 次元実数ベクトル υ=[Vl，υ2，・・.，vn]Tに関する

非線形方程式:

一九αU十九bF(υ)+ 1 = 0 (0は η 次元零ベク トル) (3.5 ) 

を解くことによって求められる. (3.5)式は，両辺に Y41を掛けることにより，

υ=WF(υ)+1 ( 3.6) 
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と書き換えられる.ただし 3包134tb，EL二11をそれぞれ W，1とおいた. (3.3)から W を計

算すると次のようになる.

ただし，

γ 6 .. . 6 

W41=土IO 
γ 

ααb ム
6 

6 6 γ 

ム=(α +b){α-(η -l)b} 

γ = {α-(n -2)b}p + (η -l)bq 

6 二 (α +b)p 

であり， (3.4)よりム， γ，8はすべて正の定数である.

方程式 (3.6)の両辺に F(・)を施して， :r二 F(u)とおくことにより

l' = F(Wx+1) 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 

(3.11) 

が得られる .Vb(t) = F(υα(t))に関する平衡点集合は上の方程式の解集合である.図 3.1の

ような相互結合型回路は一般に多数の平衡点を有するが，連想記憶等への応用においては，

|υム1=1 (i = 1，2γ ・.，n)である平衡点切の集合が重要である. したがって以下では，非線

形方程式 (3.11)の解の中で|刈=1であるものだけを考察の対象とする.

行列 W の完全対称性により，一般性を失うことなく，

仮定 3.4 11 三12::; ・・・ ::; 1n 

と仮定する.また，以下の議論の便宜上，

仮定 3.5 ん=一∞ぅ Iη+1二+∞

とする.

ここで，本章における問題を以下にまとめる.

(i)υb(t)に関する平衡点集合，すなわち，方程式 (3.11)の解集合にはどのような特徴が

あるか.
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(ii) 2値ベクトルの集合三={c-1，と2，.• • ，c-P}が与えら れたときに，それらだけが (Vb(t)

に関する)平衡点となるように回路を構成することができるか否か.

(iii )回路は大域的に安定であるか.

(iv)υα(t)に関する平衡点はすべて漸近安定であるか.

以下の各節において，上記の問題を順に考察する.

3.3 平衡点集合の特徴付け

本節では，与えられた W および Iに対して，方程式 (3.11)を満足する 2値ベクトルの

集合の特徴付けを行なう.以下では，方程式 (3.11)を満足する 2値ベクトルの集合を Eで

表し，次式によって Eの部分集合 E(m)(rn = 0，1γ ・1η)を定義する.

E(m)三 {yI yεE， N(y) = 17l} 

ただし，N(y)は 2値ベクトル uにおいて -1の値をとる要素の個数を表すとする.

3.3.1 オペアンフがすべて正相の場合

ここではオペアンプがすべて正相の場合について考察する.

仮定 3.6 f1 (-) =ん(-)=...=ん(-)= f(.) 

このとき，ある 2値ベクトル zが方程式 (3.11)の解であるための必要十分条件は次式で与

えられる.

>
一
<
一

r
i
l
-
-
E
L
 

《

T
H+

 

、1
》

I
J

，q
J
 z

 

n

乞
出

FA
U
 +

 

Z
 ~l 

r
s匂
I

、

1
一ム

~ Cri = +1のとき)

~ (Xi = -1のとき)
(i = 1ぅ2γ ・1η，) (3.12) 

上式を Iiに関する不等式の形に書き直すと次のようになる.

>
一
<
一

/
t
i
s
-
-
t
t
i
t
i
-

《

T
H

き

c

h
え」

シ
」
シ
」

の

の

1

i

1

i

 

+
一

一
一
一
一

z

z

 

l

一α
l

一α

+
一

、1
〉
1
J

、1
〉
I
J

-
qJ

q

2

6

 

z

z

 

ご
」
ナ

=
J
T

η
3・
3

η

1
・
3

ε
z
 

k
U

「
A
U

+
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一

一 (i = 1ぅ2ぅ・ ， n) (3.13) 
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いま ，X における -1の個数が 7n (N(エ)二 77~) であるとする.このとき，ある i に対

して Xi= +1ならば，Xi以外の n-1個の要素には， +1の値をとるものが n-777ー l個

存在し， -1 の値をとるものが n~ 個存在するので，

乞Xj= 1ト 2m-1 

J戸

となる.また，ある tに対してん=-1ならば，れ以外の n-1個の要素には +1の値を

とるものが η-m個存在し， -1の値をとるものが 1'n-1個存在するので，

乞 Xj= n -2rn + 1 

j手i

となる.以上のことから ，T を N(x)= 771であるような 2値ベクトルに限定すれば，不等

式(3.13)は次のように書き換えられる.

( 三 仙川仰…7ηト一lト一一-2加い一mト山一→-1)り)川 (町い……=斗ベ+刊一1

三一去{一γ+(かn一2ηrn+ 1)μð} 一~ Crれ、i二一lのとき)
(れ1二 1，2，'• • ， 川 (伶3.14引) 

上式において，ム，γ，8，α?η はすべて定数であるので，右辺は m の関数とみなすことができ

る.以下では， (3.14)の右辺を次のように P(m)および Q(m)とおく .

P(7n) 

Q(m) 

ー -i(+γ+(η-2m-l)6}+j

- -i{一γ+(71-2m+1)6}-j

これらの定義式よりただちに以下の関係式が得られる .

P(m + 1) -P(ni) 

Q(7η+1)-Q(7η) 

28 
-玄 >0

28 
=25>O 

不等式 (3.14) を P(n~) ， Q(m)を用いて書き直すことにより次の補題を得る.

(3.15) 

(3.16) 

(3.17) 

(3.18) 

補題 3.1与えられた 2値ベク トル zが方程式 (3.11)の解であるための必要十分条件は，

次式が成 り立つことである .

Ii ~三 P(m) (Xi = +1のとき)

|三 Q(m) (Xi = -1のとき)
(t=1?2??η) (3.19) 

E 
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補題 3.1と仮定 3.4から次の補題を得る.

補題 3.22値ベクトル x(ただし，N(:c)二 rl1)が与えられたとき ，xが方程式 (3.11)の解

であるための必要十分条件は 次の 2つの不等式が成立することである.

Imiバパ L'i=+l} さ P(1n) 

Imax{ i I・中ー 1} 三 Q('1n) 

(3.20) 

(3.21) 

証明:仮定 3.4より ，Ii)三P(1川ならば，i > i1であるすべての iに対して乙三 P(1il)が

自動的に成り立ち，九三 Q( 1ì~) ならば， 1.くらであるすべての tに対して Ii~ Q(m)が自

動的に成り立つ. したがって， (3.19)の n個の不等式すべてが成り立つための必要十分条

件は，Ii 三 P(m) の形の不等式の中で t が最小であるものと，ム三 Q( 1ì~) の形の不等式の中

で tが最大のものが成り立つことである.これらの 2つの不等式はそれぞ、れ (3.20)，(3.21) 

の形で表される.

ここで，条件 (3.20)および (3.21)をより簡潔に表すために，次式によって整数 ip(nl，)，

句 (1ì~)を定義する .

ip (川三山吋 iI Ii三P(171)} 

iq( 1ì~) 三 n1ax{ i I Ii三Q(1il)}

(3.22) 

(3.23 ) 

仮定 3.5に注意すれば，ip(rn)は 1から η+1までのいずれかの値をとり ，iq(η1 )は Oから

η までのいずれかの値をとる.

上の定義と仮定 3.4から ，Ii三P(1n)が成立するのは iどら(1'11)のときかっそのときに

限られ，Ii三Q(m)が成立するのは t三iq(11"1，)のときかっそのときに限られる .このことよ

り補題 3.2は次のように書き換えられる.

補題 3.32値ベクトル x(ただし，N(:c) = 1n)が与えられたとき ，xが方程式 (3.11)の解

であるための必要十分条件は，次の 2つの不等式がともに成立することである.

min{ iパIx仇i= +1け}ど tらp(1n 

n1ax{ i什Ix町t二一1り}三 iq(1TI) 

ただし， ip(m)， iq(m)はそれぞれ (3.22)，(3.23)で求まる整数である.

(3.24) 

(3.25 ) 

E 

補題 3.3より ，E(m)は N(x)= 1nであり，かつ条件 (3.24)，(3.25)を満足する 2値ベ

クトル zの集合であるといえる.以下に示すいくつかの例において 補題 3.3を利用して

E(m) を求めてみる.
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例 3.1方程式パラメータが次のように与えられているとする.

n = 6，ム二1.0，γ==3.0， O = 1.0，α=  1.0 

I = [-2.0， -1.5、-0.5，0.0， 0.5， 3.0]T 

このとき ，E(3) を求める.上記のパラメータと 171= 3を (3.15)および (3.16)に代入して，

P(3) = -1.0， Q(3) = 1.0を得るので，P(3)， Q(3)と Ii(1: = 1，2γ ・.，6)の大小関係は図

3.4のようになる.

孟
t 

〈

11 12 13 14 15 

図 3.4:P(3)， Q(3)ヲIi(i == 1，2γ ・.，6)の大小関係(例 3.1) 

図 3.4からら(3)= 3， iq(3) = 5であるので，条件 (3.24)，(3.25)はそれぞれ，

min { i I X i = + 1 }三 ip(3)= 3 

n1ax { i I X i = -1 }三 iq(3)= 5 

(3.26) 

( 3.27) 

となる.条件 (3.26)は Xl== X2二一lでなければならないことを意味し，条件 (3.27)は

X6 = +1でなければならないことを意味している.すべての 6次元 2値ベクトルのなかで，

-1の個数が 3であり，かつ条件 (3.26)，(3.27)を満たすものは次の 3つである .

[ -1， -1， -1， +1， +1ぅ+l]T

[ -1， -1， +1， -1， +1， +l]T 

[ -1， -1， +1， +1，一1，+l]T 

したがって，E(3)はこれらの 3個の 2値ベクトルからなる集合である.

例 3.2方程式パラメータ κム?γ，8，α の値は例 3.1の場合と同じであるとし，1が

1 = [-3.0， -2.0， -1.5， -0.5ぅ 0.5，0.8]T
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~ ~ 孟
八

11 12 14 15 

Q(3) 

企
八

16 

図 3.5:P(3)， Q(3)， li (i == 1，2γ・.，6)の大小関係 (例 3.2)

29 

• 

で与えられるときの E(3) を求める .P(3)， Q(3)と乙 (t=132? -J)の大小関係は図 3.5

のようになる.

図 3.5から ip(3)== 4， iq(3) == 6であるので，条件 (3.24)，(3.25)はそれぞれ，

min{ i 1ム ==+1} ど ら(3)==4

111aX { i 11.'i == -1 }ざ ら(3)== 6 

(3.28) 

(3.29) 

となる.条件 (3.28)は Xl== X2 == X3 == -1でなければな らないことを意味する. -1の個

数が 3であるすべての 2値ベクトルのなかで，Xl二 X2二 X3== -1を満足するものは

-1， -1ぅ-1，+1， +1， +l]T 

だけである.また，このベクトルは条件 (3.29)を満足する. したがって，E(3)は上記のベ

クトルだけからなる集合である .

例 3.3方程式パラメータ 爪 ム?γぅ 6う α の値は例 3.1の場合と同じであるとし， 1が

I==[-2.0ぅ ー 0.0，1.5， 2.0， 2.5， 3.0]T 

で与えられるときの E(3)を求める .P(3)， Q(3)とIi(i == 1，2γ ・.，6)の大小関係は図 3.6

のようになる.

図 3.6からら(3)== 2， iq(3) == 2であるので，条件 (3.24)，(3.25)はそれぞれ，

min{ i 1 1.~i == +1} 三 ip(3)== 2 

max{ i 1町 二一1}三ら(3)== 2 

(3.30) 

(3.31) 

となる.条件 (3.31)は X3二 九 二 % 二 % 二 +1でなければならないことを意味する. -1 

の個数が 3である(すなわち +1の個数が 3である)すべての 6次元 2値ベクトル zのな

かで， (3.31)を満足するものは存在しない. したがって，E(3)は空集合である.
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図 3.6:P ( 3) ， Q (3)， Ii (i = 1， 2γ ・.，6)の大小関係(例 3.3)
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ーー

例 3.1'"'-' 3.3に示したように，E(rn)は P(7T/')， Q(1η)とIi(i = 1ぅ2γ ・.，11)の大小関係に

よって (i)複数個のベクトルからなる， (ii)ただ lつのベクトルからなる， (iii)空集合，の

3つの場合に分けられる.以下では， (i)の場合には，“E(m)は複数型である"といい， (ii) 

の場合には“E(m)は単数型である"という.次に示す定理 3.1によって，E(m)が複数型，

単数型，空集合であるための条件を明らかにする.

定理 3.1集合 E(m)は，ip(rn)および iq ( 771 )の値によって次のように分類される.

ip( 1n) く η1+1

iq(川) 2:: rn 

(3.32) 

(3.33 ) 

(i)不等式 (3.32)，(3.33)がともに不等号で成り立つとき，集合 E(m) は複数型であり，

次のように表される.

E(m) = {己JL王子主:ιAlT
} (3.34) 

すべて -1 すべて土1 すべて +1

ただし，土1，・・~土1は -1の個数が全部で m になるあらゆる組合せをとることを意

味する.

(ii)不等式 (3.32)，(3.33)がともに成り立ち，かつ少なくとも lつは等号で成り立つと

き，E(m)は単数型であり，

と表される.

E(m) = {己Jii?LJdT}
すべて-1 すべて +1

(3.35 ) 
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(iii )不等式 (3.32)，(3.33)の少なくとも lつが成立しないとき ，E(m)は空集合である.

すなわち， N(x) =171 となる解は存在しない.

証明:

(i)不等式 (3.32)，(3.33)がともに不等号で成り立つ，すなわち

ip( 1川 < nL 

1・q(川>171 + 1 

とする.このとき 2値ベクトル

ip(m) m m+1 iq(m) 

X(l) = f-1，・・.，-1， -1γ ・1 一1，+lγ ・，+1， +1γ ・.，+1] 

すべて -1 すべて +1

は，

N(X(l)) 二 111

lllin{ i I X;l) = +1} 三 ip(m)

lnax { i I x ~ 1) = -1 } < iq( m) 

(3.36) 

(3.37) 

(3.38) 

(3.39) 

(3.40 ) 

を満足するので，補題 3.3より 1.(1)ε E(m)である.また X(l)において，第 ip(171)要

素から第 iq(m)要素までにある +1と -1 (+1， -1は少なくとも lつずつは存在す

る)をどのように並び変えても，やはり (3.38)，(3.39)， (3.40)が成り立つ.したがっ

て，E(m)は (3.34)で表される.

(ii)不等式 (3.32)が等号で成り立つ，すなわち，

i p ( rn) = 111 + 1 

とする.このとき ，N(x) = m である rのなかで，補題 3.3の条件 (3.24)を満足する

ものは
m mム1

X(l) = 己)ムーム己~T
すべて-1 すべて +1

ただ 1つである.また (3.33)が成り立っているならば，

max{ i I X~l) 二一 1 }三九(m)

が成り立つので，X(l)は補題 3.3の条件 (3.25)を満足する.したがって，E(m)は .T(1) 

のみからなる集合である.不等式 (3.33)が等号で成り立つ場合にも同様に証明で

きる.
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(iii)不等式 (3.32)が成立しない，すなわち

i p( 1η)三171， + 2 

とする.このとき ，N(l') = rnである rが補題 3.3の条件 (3.24)を満足するために

は，少なくとも

.Y1二;ど2二・・・二 Xm+1二一1

でなければならない.しかし，これは N(x)= 171， と矛盾する. したがって，E(m) は

空集合である.不等式 (3.33)が成立しない場合にも同様に証明できる.

例 3.4方程式 (3.11)のパラメータが，

n = 5，ム=1.0，γ= 2.5， d = l.O，α=  l.0 

1 == [-3.0ぅ 1.0，1.0， 1.0， 5.0]T 

で与えられたときの E(m)(nz， = 0，1γ ・.，n)を求める.このとき， (3.15)および (3.16)より

P(m) = 21'71-5.5(7n=O，lγ. . ，5) 

Q(m) = 2111 -4.5 (m， = 0，1γ. . ，5) 

である .P(m)， Q(m) (m = 0，1γ ・.，5)と Ii(i = 1，2γ ・.，5)の大小関係は図 3.7のように

なる.

P(0) Q(O) P(l) Q(l) P(2) Q(2) P(3) Q(3) P(4) Q(4) P(5) Q(5) 
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図 3.7:P(m)， Q(m) (m二 0，1γ ・.，5)とIi(i = 1，2γ ・.，5)の大小関係(例 3.4)

図 3.7からら(m)，iq(m) (m = 0，1γ ・.，5)を求めると，表 3.1が得られる.表 3.1および定

理 3.1より ，E(3)は複数型， E(O)?E(l)?E(4)ヲ E(5)は単数型，E(2)は空集合であることが簡

単に分かる.具体的には，

E(U) = {[+1， +1， +1， +1， +l]T } 
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表 3.1:例 3.4の方程式パラメータに対する ら(1η)ぅ l:q(m)の値.

E(l) = {[-1， +1， +1ぅ+1，+l]T } 

E(2) - 日

E(3) = {[-1ぅ+1，-1，一1，+l]Tぅ [-1，-1， +1， -1， +l]T， [-1， -1， -1， +1， +l]T } 

E(4) = {[-1，一1ぅ-1，-1， +l]T } 

E(5) ={[-1?-l?-1?-l?ー l]T}

である.

3.3.2 オぺアンフがすべて逆相の場合

ここでは，オペアンプがすべて逆相，すなわち，

仮定 3.7 f1(-)こん(.)= ... =ん(-)= -f(-) 

の場合について考察する.このとき，ある 2値ベクトル zが方程式 (3.11)の解であるため

の必要十分条件は，

ー一
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( Xi二一1のとき )

(Xi = +1のとき )
(i = 1ぅ2γ ・1η) (3.41) 

が成り立つことである.これを Lに関する不等式の形に書き直すと次のようになる.

|三一夫{γXi+ O 2:]=1 Xj} +士(町 二一1のとき )
I. ~ - j戸 (i= 1. 2.・ .η}

I :三一夫{γXi+ O幻=1Xj} - ~ (Xi二+1のとき) 、 ， 

~ j手t

(3.42) 

2値ベクトル zにおける -1の個数を m とする.このとき ，Xi二-1ならば

LXj二 n-2m + 1 

3手t
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となり ，l.~i = +1ならば

玄:.fj= n -2rn -1 

j手t

34 

となる.したがって，xを N(l')= 171であるような 2値ベクトルに限定すれば，不等式

(3.42)は次のように書き換えられる.

(どーま{-γ+(n -2nL + 1)川(一一き)

三ーま{+γ +(n-277ì-1)6}-~ (ん=+1のとき)
u = 1，2，"'，η) (3.43) 

オペアンプがすべて正相の場合と同様に，上式の右辺を m の関数とみなし，次のように

R( 77i)および 5(1η)とおく.

R(m) 

5( 771) 

一一え{-γ+(71-h+l)6}+j

-え{+γ+(n -277i -1川-i
これらの定義式よりただちに以下の関係式が得られる.

26 
R (1n + 1) -R ( 17i ) =ム >0

26 
5 (77i + 1) -5 ( 1n ) =ム >0

2， • 2 
R(m + 1) -5(川 ) 二 一 +-> 0 

ム α

(3.44 ) 

(3.45 ) 

(3.46) 

(3.47) 

(3.48 ) 

オペアンプがすべて正相の場合と同様にして，次の補題 3.4および定理 3.2を得る.

補題 3.42値ベクトル x (ただし，N(x) = 771)が与えられたとき ，xが方程式 (3.11)の

解であるための必要十分条件は，次の 2つの不等式がともに成立することである.

ml吋 iI Xi = -1} 三九(rn)

max{ i I Xi二 +1}三ら(m)

ただし，ir(m)， is(m)はそれぞれ，

ir (1n)三 min{ i IIi三R(77i) } 

ら(1n)三 luax{i I Ii三5(771) } 

で定義される整数である.

(3.49) 

(3.50) 

(3.51) 

(3.52) 
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定理 3.2 集合 E(m) はじい~) および is(n/，) の値によって次のように分類される.

じ(771，) ~ 71-771， +1 

ら(川 > n - n~ 

35 

(3.53 ) 

(3.54 ) 

(i)不等式 (3.53)，(3.54)がともに不等式で成り立つとき，集合 E(m)は複数型であり，

次のように表される.

E(m) = {比4LLJ:2Jヰぷ~T} 川

すべて +1 すべて士1 すべて -1

ただし，土1γ ・¥土1は -1の個数が全部で m になるあらゆる組合せをとることを意

味する.

(ii)不等式 (3.53)，(3.54)がともに成り立ち，かつ少なくとも一つは等号で成り立っとき，

E(m)は単数型であり，

E(m) = {己J平三一二~T} ( 3.56) 

すべて+1 すべて -1

と表される.

(iii)不等式 (3.53)，(3.54)の少なくとも一つが成立しないとき ，E(m)は空集合である.す

なわち，N(x) = m となる解は存在しない.

定理 3.2により， E(m)(m=O?lγ ・.，n)のそれぞれは， +1と -1が入れ替わっている

ことを除けば，オペアンプがすべて正相の場合とほとんど同じ特徴をもっといえる.とこ

ろが，次の補題で示すように，方程式 (3.11)の解集合全体 (E二 U二二oE(m))については，

オペアンプがすべて正相の場合とは全く異なる特徴をもっ.

補題 3.5集合 E(m)(nz.= 0，1γ ・.，n)のうちの 1つが空集合でないならば，残りはすべて

空集合である.

証明:いま E(mホ)-:pのであるとすれば，定理 3.2より，

ir( m*) 三 η -m* + 1 

is(m水) ~η-m* 

(3.57) 

(3.58 ) 
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がともに成り立つ.このとき ，7nど'm不十 1であるすべての 7nに対して (3.53)が成り立た

ず， m三m本一 1であるすべての 7nに対して (3.54)が成り立たないことを示す.

(3.48)および九(m)，'is(7n)の定義より，いかなる方程式パラメータに対しても

ル (77~+ 1) > 7
0

s(川 (111ニ 0，1，" • ，η-1) (3.59) 

が成り立つことに注意すると ，7n > 171不 +1であるすべての m について

'IT ( 771， ) > i s (m， - 1) (仁 (3州
> is(77~勺 (仁円1三川+1) 

> n -171* (仁 (3刈
>η-171 + 1 

が成り立ち， m -:;_ 1TI本-1であるすべての 171について

ら(m) < 九(771+ 1) (仁 (3叫
くらい71"')

< 11. - 1n'" + 1 (仁 (3.5叫
< 11. -7n 

が成り立つ. したがって定理 3.2より 771本以外のすべての m に対して E(m)=のである. I 

例 3.5方程式 (3.11)のパラメータが，

η== 5，ム==1.0う γ==0.5， {J == 2.0，α== 2.0 

I == [-6.0， -2.0， -2.0， -2.0， 6.0]T 

で与えられたとする.このとき， (3.44)および (3.45)より，

R(77~) == 41TI -11 

S ( 77~ ) == 41TI -9 

(m==O，l，"'，η) 

(m==O，l，・ 1η)

である .R(m)， S(m，)と Lの大小関係は図 3.8のようになる.図 3.8から

ら(m)，is(m) (m == 0ぅ1γ ・.，5)を求めると，表 3.2のようになる .表 3.2および定理 3.2

より

E(2) == {[+1， +1， +1， -1， _l]T， [+1， +1ぅ一1，+1， _l]T， [+1ぅ-1ぅ+1，+1， _l]T } 

== {[+1，士1，土1，土1，_l]T } 

であり，残りの E(u)う E(1)?E(3)?E(4)?E(5)はすべて空集合である.
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図 3.8:R(rn)ぅS(7n)とLの大小関係(例 3.5)

m 

表 3.2:例 3.5の方程式パラメータに対する ir(7η)， is(77~) の値.

3.4 所望平衡点集合の実現条件

本節では，オペアンプがすべて正相の場合とすべて逆相の場合のそれぞ、れについて，

2 値ベクトル ~1 ， と2γ ・ • ，E/が与えられたときに，それらだけが (Vb( t)に関する)平衡点

となるように回路を構成することができるか否かを判定する問題を扱う .この問題は，

e，と2?...?とP だけが方程式:

x=F(Wx+I) 

ただし，
「
γ 6 6 

1 I d γ 
協 /二 一

ム l 6 

6 6 守

の解となるような正の実数 Uα?UC?u;pUd?α および実数 Ii('i = 1， 2，・・ 1η)が存在するか

否かの判定に帰着される.方程式 (3.11)のパラメータム?γ，5，1と回路パラメータ

Uα， Yc， y~ ， Yd， 1の関係は， (3.3)， (3.4)および (3.8)--(3.10)より，

ム = {Yα+(η -l)yc + y~ +ηYd}{Yα+(η-1) Y c + y~} ( 3.60 ) 

γ =必{yα+(η-1) Y c + y~ + Y d} + (η -l)Y~Yd (3.61) 

5 =必{yα+(η-1 )Yc +必+nYd} (3.62) 
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I 二 YJI (3.63 ) 

で与えられる.

ここで，以下の議論の準備のため次の定義を与える.

定義 3.1方程式 (3.11)のパラメータムヲγ16を独立変数とみなし，与えられた 2値ベクト

ルcl，と2f・?とP だけを方程式 (3.11)の解とする正数ム?γ，6うαおよび実数ベクトル 1 (た

だしIr三 12三・・・ 5ム)が存在するとき，ご1，ç2γ ・ • ，f/は “代数的に実現可能である竹と

いつ.

定義 3.2与えられたが?と2γ・・ ?とP だけを方程式 (3.11)の解とする正数仇，Yc，必?仰およ

び実数ベクトル Iが存在するとき，ご1?と2J-イP は “物理的に実現可能であるう?という.

cl，と2f・?とP が物理的に実現可能であることは，ごl?と2J・?とP だけを (υb(t)に関する)

平衡点にするように回路を構成することができることを意味する.また，上の定義より，

与えられた 2値ベクトル cl，と2γ・・ ?とP が物理的に実現可能で、あれば明らかに代数的に実現

可能で、あるが，その逆は一般には成り立たない.以下では，オペアンプがすべて正相の場

合とすべて逆相の場合のそれぞれについて，まずと1?と2γ ・?とPが代数的に実現可能で、ある

ための必要十分条件を求め，次に代数的に実現可能ならば物理的にも実現可能であること

を示す.

以下では，所望の平衡点集合 {cl，と2f・?とP}を三で表し，さらに

三(m)三{引と ε三，N(ご)=m} (1n=O，l，"'，η) 

と定義する.

3.4.1 オペアンプがすべて正相の場合

定理 3.1より，三が代数的に実現可能であるためには，三(m)(m = 0，1γ ・・川，)はすべて，

つ(四) = {己423と13，平二土~T} (3.64) 

すべて -1 すべて土1 すべて +1

つ(m) = {[ニJJ2，LJ41T} (3.65) 

すべて -1 すべて +1

三(m) =。 (3.66 ) 
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のいずれかでなければならない.ただし， (3.64)の II(171)および l2(1η)は

o ~ II ( 1n) ~ m -1 

1n+2~ l2(nZ)三η+1

39 

(3.67) 

(3.68 ) 

を満足する.以下では三(m)(171 = 0ぅ1，・・.，17)はすべて (3.64)，(3.65)， (3.66)のいずれかで

あると仮定する.三(m)が (3.64)で与えられるとき， “三(m) は複数型であふうといい， (3.65) 

で与えられるとき，“三(m)は単数型である n という.明らかに三(0)および三(η)が複数型で

あることはない.

三(m)が複数型であるときには，三(m) は II( 171) ， l2 ( m)によって完全に決定されるが，以

下では三(m)が単数型，空集合のときにも，

(「rrγrlh川刷川1バ伽例(何川m刈)
lら2(1n)二 171+ 1 

(三(m)が単数型のとき)

{ :仁じγにh川川刷1バ山仰(の何一1nη (~百(mη吋) が空集合のとき)

l2(17~) = 1n 

と定義して， Fm)(m=Oぅ1γ ・1η)を h(1n)および l2(1η)(m=O，l，"・川)によって表現

する.

例 3.6η=8とし 所望平衡点集合三が次のように与えられたとする.

三(0) = {[+1， +1， +1， +1ぅ+1ぅ+1，+1， +l]T } 

士 (1) =日

士 (2) = {[-1， -1， +1， +1ぅ+1ぅ+1，+1， +l]T } 

士 (3) = {[-1，ー1，土1，土1，土1，+1， +1， +l]T } 

士 (4) = {[-1， -1， -1，土1，土1，+1， +1， +l]T } 

士(5)=([-1?-l，-l，土1，士1，土1，土1，+l]T } 

士(6)-{[-1-l-1-l-1-l+1+llT)ー一 ， ~， ~， ~， ~， ..L， I ..L， 

つ(7)-{[-1-1-l-1-1-1-l+lF}』・.J -一) ~， ~， ~) ..L， ..L) ..L， 

つ(8) ー{[-1， -1， -1， -1， -1， -1， -1， _l]T } ーー ， ~， ~， ~， ..L， ..L， ..L， 

三(3)，三(4)，三(5)は複数型であり，三(0)，三(2)，三(6)，三(7)，三(8)は単数型である.この三は，

表 3.3に示す h(m)，l2(m，) (m = 0，1γ ・.，8)によって完全に特徴付けられる.
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け1

表 3.3:三から得られる lL(川)および l2(7n)の値(例 3.6)

定理 3.1から次の補題を得る.

補題 3.6三が代数的に実現可能であるための必要十分条件は，すべての 7TI(= 0う1γ ・.1 n) 

に対して以下の条件を満足するような正の実数ム?γ，6，αおよび実数 Ii (ただし，

h三12~ ...三九)が存在することである.

(i)三(m)が複数型ならば (A)，(B)， (fI)， (f2)のすべてが成り立つ.

(ii)三(m)が単数型ならば (A)，(B)がともに成り立ち，かつ (fI)， (f2)の少なくとも 1

つが成り立つ.

(iii)三(m)が空集合ならば (f1)，(f2)の少なくとも lつが成り立つ.

(A) IlI(m)+l 三 P(rn)

(B) 1l2(m)-1 三 Q(rn)

(f 1) Il1 (m) く P(m)

(f2) 1l2(m) > Q(rn) 

証明:定理 3.1の条件 (3.32)，(3.33)を利用する.

(i) N(x) = m であるすべての zのうち，

己一三;?とニシヰ~T
すべて -1 すべて土1 すべて +1

(土lγ ・1土1は -1の個数が全部で m になるあらゆる組合せをとる)

だけが方程式 (3.11)の解であるための必要十分条件は，

ip(rn) = ll(m) + 1 

iq(rn) = l2(m) -1 
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がともに成り立つことである .ip(n/，)， iq(7η)の定義よりこれらの条件はそれぞれ，

IlI(川 く P(771) 三Ill(rn)+l

Il2(m )-1三 Q(771) < Il2(m) 

と等価で、ある.

( ii ) N ( X) = 7nであるすべての zのうち，

n m+] ~ 

己 )二L?斗人二斗]1
すべて -1 すべて +1

だけが方程式 (3.11)の解であるための必要十分条件は，定理 3.1の条件 (3.32)，

(3.33 )がともに成り立ち，かつ少なくとも 1つは等号で成り立つことである.条件

(3.32)， (3.33)はそれぞれ，

lnl，+lどP(771)

1m三Q(m)

(3.69) 

(3.70) 

と等価である.また，これらが成り立っているとすれば，条件以1n)= 1n + 1， 

iq(m) = m はそれぞれ，

1m く P(叫

んi+l > Q(7n) 

(3.71) 

(3.72) 

と等価である .単数型の三(m)に対しては l1(1η) = rn， l2(1n) = 77~ + 1であるから，

(3.69)， (3.70)， (3.71)， (3.72)はそれぞれ条件 (A)，(B)， (fI)， (fI)に書き換えら

れる.

(iii) N ( x) = m である zの中に方程式 (3.11)の解が存在しないための必要十分条件は，

定理 3.1の条件 (3.32)，(3.33)の少なくとも lつが成立しないことである.条件式

(3.32)が成り立たないことは，

lm+1く P(m) (3.73) 

と等価であり，条件式 (3.33)が成り立たないことは，

1m > Q(m) (3.74) 

と等価である.空集合である三(m) に対しては l1( 77i) = m + 1， l2 ( 1η)であるから，

(3.73)， (3.74)はそれぞれ条件 (fI)， (f1)に書き換えられる. I 
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例 3.7例 3.6の三に対して，補題 3.6の条件 (A)，(B)， (fI)， (f2) をすべて書くと次の

ようになる.

条件 (A) 条件 (B) 条件 (f1) 条件 (f2)

7n = 0 h 三 P(O) ん~ Q(O) ん< P(O) 11 > Q(O) 

12 < P(l) h > Q(l) 

問二 2 んど P(2) 12壬Q(2) んく P(2) 13 > Q(2) 

rn = 3 13どP(3) 15 ~ Q(3) んく P(3) 16 > Q(3) 

7n = 4 んど P(4) 15三Q(4) ん<P( 4) 16 > Q( 4) 

777， = 5 んど P(5) 17三Q(5) ん<P(5) ん> Q(5) 

m = 6 17三P(6) 16 ~ Q(6) 16 < P(6) 17 > Q(6) 

m =  7 んど P(7) 17三Q(7) 17くP(7) ん> Q(7) 

m=8 んど P(8) ん三 Q(8) ん< P(8) ん> Q(8) 

三(3)，三(4)，三(5)は複数型であり，それ以外はすべて単数型または空集合であるので，三が

代数的に実現可能であるための必要十分条件は， (a)条件 (A)および (B)がすべて成り立

つ，(b)rn=3，4，5の条件 (f1)，(f2)がともに成り立つ，(c)rn=l，2，6，7，8のそれぞれに

ついて，条件 (f1)，(f2)の少なくとも 1つが成り立つ，をすべて満足するムぅ γヲ b，久 Iが

存在することである.

例 3.7に示したように，補題 3.6の条件は一般に極めて複雑である.特に条件 (fr)，

(f2)に関しては，両方が成り立たねばならないのか，少なくとも 1つでよいのかが三(m)

が複数型であるか否かによって決まるので取り扱いが難しい.そこでまずはじめに，最も

簡単な場合として，三(m)(7n = 0，1γ ・1η)のうち 1つだけが単数型であり，残りはすべて

空集合である場合を考える.

補題 3.7三(m)(m = 0，1γ ・1η)のうち 1つだけが単数型であり，残りがすべて空集合なら

ば，三は代数的に実現可能である.

証明:三(mつだけが単数型であるとする.このとき，ム?γ，8，αを任意の正の値に選び，

Ii (i = 1，2γ ・" n)を，

1m. < lnin { P(O)， Q(O) } 

Iげ +1 > lnax{ P(n)， Q(η) } 

(3.75) 

(3.76) 

を満足するように選ぶならば， m 二 m本に対する条件 (A)，(B)， (fI)， (f2)はすべて成り
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立つ. また，仮定 3.4およびP(O)くP(l)く・・・ <P(n)， Q(O) < Q(l) < ・・・ <Q( 71)より，

1rn+l く P(川 (17'/'=0，1γ・'，1'n*-1) 

1m > Q(川 (777 =川本 +1ぅm本+2γ ・1η)

が成り立つので，1'n = 0ぅlγ ・'， 7n'"-1 に対する条件 (fI)と 1'n= 1'77， * +l ， ηゾ +2γ ・ • ，nに

対する条件 (f2)が成り立つ. 目

補題 3.7よりただちに次の補題が得られる.

補題 3.8三(m)(m = 0，1γ ・.，n)のうち 1つだけが単数型であり，残りがすべて空集合なら

ば，三は物理的に実現可能で、ある.

次に三(m)(1'n二 0，1γ ，η)において，空集合でないものが 2つ以上存在する，もしく

は複数型であるものが 1つ以上存在する場合を考える.所望平衡点集合三が代数的に実現

可能であるための必要条件は，補題 3.6の条件 (A)，(B)を満足するム， γぅ 6ぅ α，liが存在

することであるが，条件 (A)および (B)に関しては次の補題が成り立つ.

補題 3.9三(m)(7n = 0，1，・・ 1η)において，空集合でないものが 2つ以上存在するか， もし

くは複数型であるものが 1つ以上存在するとする.このとき，補題 3.6の条件 (A)，(B)を

すべて満足する 1i(i = 1，2γ ・1η)が存在するための必要十分条件は，

P(d)三Q(O) (3.77) 

ただし，

d = max{ ml -m21 h(mI) + 1三l2(m2) -1，三(m1)ヂ弘三(m2)ヂ日} (3.78) 

が成り立つことである.

証明:仮定 3.4より， 1，三 jならば 1i::; 1jでなければならないから，条件 (A)および (B)

を満足する乙 (i=1，2，・1η)が存在するための必要十分条件は，

l1 (7nI) + 1くら(向)-1 

を満足するすべての (m!，m2)に対して P('lnl)::; Q(7n2)，すなわち

P( 7TIl - rTI2) ::; Q(O) (3.79 ) 
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が成り立つことである.また，

P(k) ~ Q(O) 

P(l) 三 Q(O)

44 

(3.80) 

(3.81) 

という 2つの条件式がありた三 lであるとき， (3.81)が成り立てば自動的に (3.80)も成り

立つので， (3.80)と (3.81)の 2つの不等式がともに成り立つことは (3.81)が成り立つこと

と等価である.したがって， (3.79)で表されるすべての条件が成り立つことは (3.77)が成

り立つことと等価である. I 

補題 3.6の条件 (r1)，(r2)が満足されるためには ，P(O)， P(l)γ ・" P(n)に比べて

Q(O)， Q(l)， ..・， Q(叫が小さいほどよい.このことと補題 3.9より P(rn)(m = 0，1γ ・1川

および Q(m)('m = 0，1γ ・.，71)の最適な関係の 1つは，

町)+?=仰)

である.ただし，ム/8は，

3=j{P(771+1)-P(711))=1{Q(m+1)-Q(m)} 
2 

である. (3.82)に P(m)，Q(m)の定義式を代入して整理すると，

α=ム/f今一(2d+3)8¥ 
( I I 2 I 

が得られる.これを満足する α(>0)が存在するためには，右辺が正，すなわち

γ> ~2d;" 

(3.82) 

(3.83) 

(3.84) 

であればよい. したがって，ムぅ 6を適当な正の値に選び， γの値を (3.84)を満たすように

定め，最後に (3.83)によって αを与えれば (3.82)式は満足される.

以上により，補題 3.6の条件 (A)および (B)をすべて満足する Ii(1: = 1，2γ ・.，n) 

の存在を 保 証 し ， か つ 条 件 (r1)および (r2)が最も満足されやすい P(nL)と

Q(m) (m = 0，1γ ・" n)の関係が求まったので，残る問題は条件 (r1)，(r2)を満足する

Ii (i == 1ぅ2γ ・~η)が実際に存在するか否かの判定である.いくつかの所望平衡点集合を例

にとり，この問題を検討する .



第 3章完全対称相互結合型回路の所望平衡点集合の実現 45 

例 3.6の所望平衡点集合に対する条件 (A)，(B)， (fl)， (f2)は例 3.7に示される通りで

あるが，仮定 3.4を考慮すると，条件 (A)および (B)は次のようになる.

ん三 Q(O) (3.85 ) 

P(O)三 11 三Q(2) (3.86) 

P(O)ざ 12 ::; Q(2) ( 3.87) 

P(3)三 13 三Q(3) (3.88) 

P(5)三ん三 Q(3) (3.89) 

P(5)三九三 Q(3) (3.90 ) 

P(5)三 16 ::; Q(5) (3.91) 

P(6)三 1i 三Q(5) (3.92 ) 

P(7)三んざ Q(8) (3.93) 

P(8)三ん ( 3.94) 

ただし，ん二一∞および 19= +∞であるから， (3.85)および (3.94)は自動的に満足

される.表 3.3と (3.78)式によって整数 dを求めると d= 2となる.補題 3.9より

P(2) +ま=Q(O)となるようにムぅ γ)d，αを選べば (3.86)---(3.93)の条件を満足する

Ii(i = 1，2，・.• ，8)の存在が保証される .条件 (3.85)---(3.94)と例 3.7に示した条件 (fl)

および (f2) を図示すると図 3.9のようになる.図 3.9において，実線で示した範囲は

(3.86)---(3.93)の条件である.左向き，右向きの矢印で示した範囲はそれぞれ条件 (fI)，

(f2)である.矢印の上の数字 m はその矢印が三(m) に関する条件 (fI)または条件 (f2)で

あることを示しており，丸印の付いたものはその条件が複数型の三(m) に関する条件 (fI)

または (f2)であることを示している.すなわち，丸印の付いた条件は必ず満足されなけれ

ばならないものである.

ここで、以下の手順に従って，条件 (f1)および (f2)に印を付けていく .

所望平衡点集合の実現可能性を判定するアルゴリズム 1

l. (3.85) ---(3.94)の条件と同時に満足することのできない条件 (fl)に ×印を付け，同

じ数字の条件 (f2)に丸印を付ける.同様に， (3.85) ---(3.94)の条件と同時に満足す

ることのできない条件 (f2)に×印を付け，同じ数字の条件 (fl)に丸印を付ける.
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P(O) P(l) P(2) P(3) P(4) P(5) P(6) P(7) P(8) 

Q(O) Q(l) Q(2) Q(3) Q(4) Q(5) Q(6) Q(7) Q(8) 

。
i。ユ • 。 1 

「申惨 「
八

1 2 ① 
骨、 骨、 ... 

八

12 
① 2① 

13 
工_o_

八

14-・
八

15争→

① 6 ① 

i6←よユよー→
7 6 

i7. 1-4 f 
① 8 7 

八

8 

八 L 19. 

図 3.9:例 3.6の所望平衡点集合に対する条件 (A)，(B)， (fl)， (f2) 
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2.丸印のついた条件 (f1)を満足させるとき，仮定 3.4のために満足され得ない条件

(f2)の数字に×印を付け，同じ数字の条件 (fI)に丸印を付ける.同様に，丸印のつ

いた条件 (f2)を満足させるとき，仮定 3.4のために満足され得ない条件 (f1)の数字

に×印を付け，同じ数字の条件 (f2)に丸印を付ける.

3.新たに×印が付かなくなるまで 2の操作を繰り返す.

上記の操作によって得られた図において 丸印の付いた条件は三を実現する上で必ず満

足されなければならない条件である.また， x印の付いた条件 (fI)， (f2)は条件 (3.85)~ 

(3.94)もしくは丸印のついた条件のいずれかと矛盾するので，満足され得ないものである.

このことに注意すれば，次の補題が得られる.

補題 3.10所望平衡点集合が代数的に実現可能であるための必要条件は，上記の図的判定

アルゴリズムによって得られた図において，丸印と×印が両方付いている条件 (fI)または

(f2)が存在しないことである . 目

図 3.9に上のアルゴリズムを適用した結果を図 3.10に示す.図 3.10において， 77i二 4

の条件 (fI)および m =6の条件 (f2)には丸印と×印がともに付いているので，例 3.6の

所望平衡点集合三は代数的に実現不可能である.

ここでもう 1つの例を考える.

例 3.8表 3.4で与えられる所望平衡点集合三が代数的に実現可能であるか否かを調べる.

表3.4より三(4) 三(5) は複数型 三(l)，三(7) は空集合，残りはすべて単数型である.

行Z

表 3.4:所望平衡点集合の例
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PCO) PCl) P(2) P(3) P(4) P(5) P(6) P(7) P(8) 

QCO) QCl) Q(2) Q(3) Q(4) Q(5) Q(6) Q(7) Q(8) 

① 

i。ユ • 
》正 x 
r+ 戸

八

① ② ① 
4峰、 ‘峰、 ‘・、

八

12 
①)!③ 

13 lLユ→
八

14-・
八

15←一・
①⑧⑧  

i6←よユJ
X 7 

i7= 工→ f 
① 8 7 

〈

8 

八 L 19. 

図 3.10:例 3.6の所望平衡点集合の実現可能性の判定
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P(0) P(l) P(2) P(3) P(4) P(5) P(6) P(7) P(8) 

Q(O) Q(l) Q(2) Q(3) Q(4) Q(5) Q(6) Q(7) Q(8) 

i。ユ
11 
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2
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14-・

5
戸
1
0
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「
占4

①内
1
0

5
「

占

・一①「
6 7 

17 
7 8 

18 

i93f 

図 3.11:例 3.7の所望平衡点集合に対する条件 (A)，(B)， (r1)， (r2) 
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P(0) P(1) P(2) P(3) P(4) P(5) P(6) P(7) P(8) 

Q(O) Q(1) Q(2) Q(3) Q(4) Q(5) Q(6) Q(7) Q(8) 
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図 3.12:例 3.7の所望平衡点集合の実現可能性の判定
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表 3.4および補題 3.9より，

P(1)+3=仰)

が P(m)，Q(n~) の最適な関係である.この関係のもとで 1i (i二 lぅ2γ .. ，8)の満たすべき

条件を図示すると図 3.11のようになる.さらに，先ほどの例と同様にして図 3.11にアル

ゴリズム lを適用することにより図 3.12が得られる.図 3.12においては，丸印と ×印が

ともに付いている条件 (fr)または条件 (f2)は存在しない.いま 1i(i = 1，2γ ・.，8)を実線

で示される条件と丸印の付いた条件 (f1)および (f2)を満足する最も小さい値(図 3.12で

は黒い三角形で示している)に選ぶ.すると 丸印のついた条件はすべて満足され，かっ

丸印のついていない 7n(=0，6，7，8)については条件 (f1)が満足される.したがって，表

3.4の所望平衡点集合は代数的に実現可能で、ある.

一般に，丸印と×印が両方付いている条件が存在しなければ，1i (i = 1，2γ ・1η)を実線

で示される条件と丸印のついた条件を満足する区間の最小の値に選ぶことにより所望平衡

点集合は代数的に実現される. したがって次の補題を得る.

補題 3.11所望平衡点集合が代数的に実現可能であるための必要十分条件は，アルゴリズ

ム lによって得られた図において，丸印と ×印が両方付いている条件 (fl)または (f2)が

存在しないことである. 目

所望平衡点集合の実現可能性は，図を用いなくても ll(m)，l2(rn) (m = 0，1γ ・.，17，)の値

のみから判定することができる.以下にその判定のためのアルゴリズムお よび定理を示す.

所望平衡点集合の実現可能性を判定するアルゴリズム 2

Step o.集合 51，52， T1， T2 C {O， 1γ ・.，n}を初期化する.

51 = 52 =仇 T1 = T2 = {k I三(た)は複数型}

Step 1. m = 0，1γ.. ，71， のそれぞれについて，

j > m かつ ll(j) < l](rn) (3.95 ) 

を満足する jが存在するならば m をふ，T2 に加える.ただし，m がすでに九

と 52のうちの少なくとも 1つに含まれているならば，T2 はそのままにしておく.

また，

k < rn かつら(k)> l2(m) (3.96) 
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を満足する kが存在するならば 771 をお，T1 に加える.ただし，771がすでに T1

とふのうちの少なくとも 1つに含まれているならば，T1はそのままにしておく.

Step 2. Slに含まれない m のそれぞれについて，

jε 九かつ j三1'17， -cl かつら(j)三ll(n/，) (3.97) 

を満足する jが存在するならば nzを ふ，T2に加える.ただし，771が九とら

のうちの少なくとも 1つに含まれているならば，T2はそのままにしておく .ま

た，S2に含まれない 7ilのそれぞれについて，

たεT1 かつん三 171+d かつ II(k)三l2('1η) (3.98) 

を満足する kが存在するならば 771 をぬ，T1 に加える.ただし，m がすでに T1

とあのうちの少なくとも 1つに含まれているならば，T1はそのままにしておく.

Step 3. Sl， S2に新たに加わる要素が無くなるまで Step2の操作を繰り返す.

定理 3.3三が代数的に実現可能で、あるための必要十分条件は，アルゴリズム 2によって得

られた集合 Sl?S2? T1ぅ T2が，

Sl n T1 = 日

S2 n T2 = 日

をともに満足することである.

(3.99) 

(3.100) 

証明:アルゴリズム 2はアルゴリズム lを書き換えたものであり ，Sl， S2はそれぞれ， x 

印の付いた条件 (f1)，条件 (f2)の番号に対応し，T1， T2はそれぞれ，丸印の付いた条件

(r 1)，条件 (f2)の番号に対応する. したがって，補題 3.11から本定理が得られる. I 

定理 3.3は所望平衡点集合三が代数的に実現可能であるための必要十分条件を与えてい

るが，実際には，その条件は三が物理的に実現可能で、あるための必要十分条件でもある.

補題 3.12代数的に実現可能である所望平衡点集合は物理的に実現可能である .

証明:条件式 (3.84)を満足する回路パラメータ Uα，yc?U;1仰が常に正で求まることを示せ

ばよい.条件式 (3.81)を γ，Oの定義式 (3.61)，(3.62)を用いて書き直すと次のようになる.

Yd r 2n十 2d-1 I I 1 ¥ 1 
Ya > -Y~ -(n -1) (y C +ω)十 1/一也3)yci _._ ';--y~ -(η-1)叶

ゲC 2 'ノ

この条件は Yaを十分大きく選ぶことにより，いつでも満足される. I 
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3.4.2 オペアンプがすべて逆相の場合

定理 3.2および補題 3.5より，所望平衡点集合三が物理的に実現可能であるための必要

条件は，三(m)(rn = 0，1γ ・.，n)が次のいずれかを満足することである.

(i)三(m)(n~ = 0，1，・・ 1川のうち 1つだけが

三(竹内={己」土、とJtムグ} (3川

すべて +1 すべて:f:1 すべて -1

( l3 ~η - 7n -1， んど n-7i?+2)

であり，残りはすべて空集合である.

(ii)三(m)(m = 0，1γ ・1川のうち 1つだけが

三(げ)二{己JZJ-21+1二，-lJT } (3.102) 

すべて +1 すべて -1

であり，残りがすべて空集合である.

したがって，以下では (i)，(ii)の場合のみを考えればよい.

補題 3.13所望平衡点集合三が (i)または (ii)で与えられるならば， 三が物理的に実現可

能であるための十分条件は，

R(O) ~ 5(0) (3.103) 

を満足する回路パラメータ仇?Uc?U;ぅ Yd，αが存在することである .

証明: (3.103)を満足する回路パラメータが存在するとする .三が (i)で与えられるならば，

113 < R(7nつ三 1{3+1:三 1{4-1 < 5 ( nL * )くん

を満足するように 1i(i = 1ヲ之・ 1η)を選ぶと，

ir(ηゾ) = l3 + 1 

以mっこん-1 

となるので，定理 3.2および補題 3.5より三(mつ に含まれる 2値ベクトルだけが方程式

(3.11)の解となる.また，三が (ii)で、与えられるならば，

Iη-m・~ R(川本)三5(mつく Iη-m叫 l
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を満足するように Ii(iニ 1，2ぅ・. . 1 11)を選ぶと，

一一 n -1T1，* + 1 

73(川本) 二 11-m? 

となるので，定理 3.2および補題 3.5より三(げ)に含まれる 2値ベクトルだけが方程式

(3.11)の解となる.

条件式 (3.103)に R(rn)，5(17"L)の定義式 (3.44)，(3.45)を代入して整理すると，

い一ム<一
l
一
α

(3.104) 

となる.ここで、，

6-γ>0 (3.105) 

となるような回路パラメータが存在すれば， αを十分大きく選ぶことにより (3.104)を満足

させることができる. (3.105)に γ，6の定義式 (3.61)，(3.62)を代入して整理すると，

(n -1)(必-Yc)Yd > 0 

となる.この条件は y~ と YC を

u;>Uc 

となるように選ぶことにより満足される.このことより 次の定理が得られる.

定理 3.4オペアンプがすべて逆相のとき，所望平衡点集合三が (i)または (ii)で与えられ

るならば，三は物理的に実現可能で、ある. E 

3.5 回路の安定性

本節では，回路の大域的な安定性と υα(t)に関する平衡点の漸近安定性について議論す

る.まず¥回路が大域的に安定であることを，時間とともに単調減少するエネルギ一関数

を用いて証明する.次に，飽和領域にあるすべての平衡点が漸近安定であることを示す.

以下では，正相のオペアンプと逆相のオペアンプが混在している場合を考える.一般性

を失うことなく，

f1(-) ==・ == fh(-) == f(.)， fh+1(-) ==・二ん(-)== -f(・)

と仮定する .h ==η はオペアンプがすべて正相の場合に相当し，h == 0はオペアンプがすべ

て逆相の場合に相当する.
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3.5.1 回路の大域的安定性

関数 E(t)を次式で定義する.

即附) = j α舎主去Uげ例げ山)戸ト川2仁勺一→b主斗斗S2U例

叶主台トト引州仇(いva川川αωバJ刈tベれ判(付例tめ)

i=l 

以下に示す補題 3.14，3.15において，E(t)が次の性質を満足することを示す.

1. E( t)は有界である.

2. E(t)は単調減少関数である.

3. va(t)が平衡点にあるとき，かっそのときに限り雫丘二 Oが成り立つ.

E(t)が上記の 3つの性質を有するとき ，E(t)はリアプノフ関数とよばれ，リアプノフの定

理により，回路は大域的に安定である.

はじめに，E(t)が有界であることを示すために，次の補題を与える.

補題 3.14各オペアンプの入力電圧は有界である.

証明:行列をいは対称、であるから，直行行列 T によって次のように対角化できる .

T
 

A
 

T
 T

 
一一

/
α
 

1
P
A
 

(3.107) 

ただし， A=diag[入ぃ入2，• • • ， ).η!である. (3.107)をもとの微分方程式 (3.1)に代入して，両

辺に Tを掛けることによって

icy=-AU一 川(υα)+TI (3.108) 

を得る.ただし，y三 TVaとおいた.行列九bは (3.2)で与えられるので， (3.108)は次の

ように書き換えられる.

jのi(t)= -AiYi(t) + 2:1;りいいαj(t))+ q!; fk(Vak(t)) ) + 2: Tijlj (i二 l?2? F13) 

j ¥ ktj / 
(3.109) 
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いま，

川)二社平T;j(Pfj(川

とおけば， (3.109)は

ト(t)=ーが(t)+ Ui(t) 

と書ける.この微分方程式の解は

州=州e一等十fo'e-早川7 (3.110) 

で与えられる.

すべての i(= 1γ ・" n)において， -1三fi(υαi(t))::; 1であるから， Ui( t)は有界であり，

!Ui(t)!三Uimax (tど0) 、、h
a
F
ノ

寸

l
ム

噌

li--ム
q
J
 

J'''E
‘、

を満足する正の定数 Uimaxが存在する. (3.110)および (3.111)より，

似ω州tの) 壬 |ゆ協抗以州州1パm利(刊例仲O川)

<め(0)1+以 m以 10'e-A，(，叩 dr

::; ! Yi ( 0 )! +かmax (3.112) 

となるので，Yi(t)は有界である. したがって， Va = TTyも有界である.

‘ 
補題 3.14より次の補題を得る .

補題 3.15E(t)は有界である.

証明:補題 3.14より， υαi(i=1，2γ・1η)は有界であるから，すべての i(=1，2γ・1η) に

対して，

!Vαi (t)!三Vmax (t三0)

を満足する正の定数 Vmaxが存在する .これより，

、ES
E
E
-
/
t
I
l
a
-

、lt
i
l
J

iυ

2
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1i

u
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白
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一

G

-

u
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/
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o

f
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凶
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+乞υmax1i
1二 1

<i(叫 ax+ bn(n一川ax)

+か-h) +去{加+(η-h)71}+hElL|

< iトη叫υ仏:Lμいax{aいα+叫(い作?ηη一7，
2αL J 1 

を得る.上式の右辺は有限な定数である. したがって，E(t)は有界である.

さらに，次の補題を与える.
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ここで，簡単のため，区分線形関数 f(-)の微分を次の ように定義する.

Ixl < 1/α 

Ixl三1/α
(3.115) 

すると， (3.114)は次のように書き換えられる.
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回路方程式 (3.1)より，

d ふ/仰 i(t)¥2
ZE(t)=-CE(づ7)ー

を得るから，E(t)は単調減少関数であり，その時間微分は，

dvα7・(t) ^ /' ~ n ¥ 
一ーァー =0 (i=1.2 ・・・ 71，) 

dt 、 J

のとき，かっそのときに限り 0になる.

以上より次の定理を得る.

定理 3.5オペアンプの極性によらず回路は大域的に安定である .

3.5.2 平衡点の漸近安定性

58 

(3.117) 

E 

E 

ここでは，すべての要素が正または負の飽和領域にある平衡点の安定性について考察す

る.いま， u;を

|叫|>i(i=l?2? ??l)

を満足する平衡点とする.この平衡点の近傍における回路の振舞いを調べるために

Va =く+ε(ただし， εはすべての要素の絶対値が十分小さい η 次元ベクトル)を回路方

程式 (3.1)に代入すると，

t川 +ε)=一丸山:+ε)-YabF( V:十吋

となる .υ可;は回路の平衡点であるから，

かく=-Yaav: -YabF(く)+1=0

が成り立つ.また， u;のすべての要素が，正または負の飽和領域にあることから，

F(υ:+pε)勾 F(υ:)

とおくことができる.すると， (3.118)は

~cε = -Yn"E dt 叫 U 】

となる.ここで，九α は正値行列であるから，

linlε=0 
t→∞ 

(3.118) 

(3.119) 
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となり，

.lin1 (く+ε)=υ;
E一一cxコ

59 

が成り立つ.したがって，平衡点 く は漸近的に安定である.また，上の議論において，オ

ペアンプの極性についてまったく言及していないので，平衡点のj斬近安定性はオペアンプ

の極性に関わらず保証される .

定理 3.6すべての要素が正または負の飽和領域にある平衡点は，オペアンプの極性によら

ず，すべて漸近的に安定である.

3.6 結言

本章では，特殊な構造を持った相互結合型回路について，所望の平衡点集合を実現する

問題について考察した.この回路は，飽和特性をもっオペアンプ，キャパシタ，線形抵抗，

直流電流源から構成される一種の相互結合型ニューラルネットワークの連続系モデルであ

る.一般の連続系ニューラルネットワークモデルでは，ニューロン聞の結合を表す行列 T

が対称行列であるのに対し，本章で用いた回路は，行列 Tの対角項がすべて等しく，かっ

非対角項がすべて等しい， という特殊な場合に相当する.

はじめに，回路の平衡点集合の特徴付けを行った.その際，平衡点集合を，各ベクトル

に含まれる -1の個数によって n+1個 (1lはベクトルの次数)に分類し それぞれの集合

がある特徴的な形で表現されることを明らかにした.

次に平衡点集合の特徴を利用することにより，与えられた 2値ベクトルだけを平衡点と

して実現できるための必要十分条件，およびそれを簡単に判定するアルゴリズムを与えた.

さらに，その必要十分条件が満足される場合の回路パラメータの決定方法について示した.

所望の平衡点集合の実現という問題は，連想記憶回路構成という観点から，盛んに研究

されているが，これまでに提案されている回路構成法のいずれにおいても，所望の平衡点

集合以外に多数の平衡点集合が発生するという問題があった.これに対し，本章では，極

めて特殊な構造をもった回路についてではあるが，所望平衡点集合を，それら以外に一つ

も平衡点を生じることなく実現する方法を与えることができた.

最後に，回路に正相のオペアンプと逆相のオペアンプが混在する場合について，リアプ

ノフ関数を定義することによって回路が大域的に安定であることを示し，平衡点近傍の線

形近似によって飽和領域にあるすべての平衡点が漸近安定であることを示した.従来の連
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続系ニューラルネットワークではオペアンプはすべて正相で用いられており ニューロン聞

の結合が対称であれば大域的に安定であることが知られていた.本章では 正相のオペア

ンプと逆相のオペアンプが混在する場合でも，ニューロン聞の結合が対称、であれば，回路

が大域的に安定であること，および飽和領域にある平衡点が漸近安定であることを明らか

にした.
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第 4章

テイパー結合行列をもっニューラルネットワークの

平衡点の個数について

4.1 緒言

本章では，離散系ニューラルネットワークにおいて，結合行列 W がある特殊な条件を

満足するときの，平衡点の最大個数を厳密に評価する.平衡点の最大個数は，相互結合型

ニューラルネットワークを用いた連想記憶における，記憶容量と密接な関係を持っている.

従来の研究では，外積法，射影学習則，固有構造法などの構成法を用いることによって，任

意に選ばれた 0.15η~η 個 (η はニューロンの個数)のベクトルをネットワークに記憶さ

せることができることが知られている.一方で、， Abu-Mostafaらは， η 個のニューロンを

もっニューラルネットワークが m 個の任意のベクトルを記憶できるためには，構成法に依

らず m が η 以下でなければならないことを示した[17]. しかしながら，これらの文献にお

いては，偽記憶の個数については議論されていない.最近， Bruckらによって偽記憶の個

数が評価され，所望記憶ベクトルの個数に関して指数関数的に増加することが示された[18]

しかし，彼らの評価は記憶ベクトルの個数の最大値も上限も与えていない.また，従来の

構成法では結合行列が対称、行列に限られるために，非対称な結合行列をもっネットワーク

の平衡点の個数に関する議論はほとんど見当たらない.

相互結合型ニューラルネットワークの平衡点はある非線形方程式の解であるが，一般に，

非線形方程式の解の個数を評価することは極めて難しい.これまでにも 方程式が一意解を

もつための条件に関しては優れた結果が得られている [38ト[45]が，解の個数に関する結果は

非常に少ない.非線形回路理論の分野においては，西が，能動素子と理想、ダイオード，飽和

特性をもっ非線形オペアンプ， 1次および 2次の微係数が正である非線形抵抗などによって
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構成される非線形抵抗回路の解の個数に関する結果をいくつか発表している [46ト[48]. また，

ChuaとWangは degreetheoryに基づいて方程式の解の個数に関する多くの定理を与えて

いる [49]が，解の最大個数の評価に利用するのは難しい.このように，多くの研究にも関わ

らず，簡単な非線形方程式でさえ解の正確な個数を知る一般的な方法は得られていない.

本章では，x二 sgn(Wx)(立、は n次元ベクトル)で表される非線形方程式の解の個数に

ついて議論する.この方程式は，相互結合型ニューラルネットワークの離散系モデルの平

衡点を与えるものである .n次の正方行列 rvは，テイパ一行列(詳しくは 4.2節で述べ

る)という，特殊な条件を満足すると仮定する.この条件は，ニューロンが環状に配置さ

れ，各ニューロンはそれ自身よりすぐ前方のん個からのみ結合されており その結合の強

さはニューロン問の距離とともに小さくなる，という条件に相当する.また，この仮定に

より ，W は一般に非対称な行列である.

はじめに，k::;4の場合に，解の最大個数が極めて少ないことを示す.その最大個数は，

nの値に依らず，また W が上記の仮定を満足する限り W の値にも依らない.このことか

ら，kが大きくなっても解の個数は 211 (n次元 2値ベクトルの総数)に比べて常に極めて

少ないのではないかと思われたので，次に，k =η-1の場合 (すなわち，各ニューロンが

自分自身以外のすべてのニューロンと結合している )について考察した.その結果，ある

場合には解が 0(211/2)個存在することがわかり，解の最大個数はニューロン数に依らず極

めて少ないという性質が一般には成り立たないことを示した.また，この結果は文献 [18]

の結果とも一致する.

本章では，引き込み領域を含めた平衡点の安定性や，ネ ットワークの大域的収束性など

に関しては議論していない.上記の非線形連立方程式の解の個数にのみ着目する.

4.2 問題設定

次式で表される非線形連立方程式の解の個数について考察する.

x = sgn(Wx) (4.1 ) 

ただし，x = [Xlγ・1ZTllTは n次の 2値ベクトルであり ，Xiは lまたは -1の値をとる.

また，W=[ωij]は η ×η 定数行列である.

この方程式は，相互結合型ニューラル不ツトワークの離散系モデル

丸山)二 sgn(ト山 ( 4.2) 
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において， (}i = 0 (i = 1，2γ ・" n)としたときの平衡点が満たすべき方程式である.

以下では，簡単のため，次の仮定を行なう.

仮定 4.1複号のいかなる組合せに対しても，

'Wil 土 'Wi2 土・・・土 Will ヲ~ 0 (t=l?2??η) (4.3 ) 

が成り立つ.

本章で扱う行列のクラスを次で定義する.

定義 4.1η 次の正方行列 A= [αij]が以下の条件をすべて満足するとき ，Aはた重テイ

パ一行列であるという.

(i) Aの対角要素はすべて Oである .すなわち，

αii二 o(i = 1，2，・，n) 

(ii)すべての 1:(=1，2，'・ .，17，)に対して，

|αi，i+ll三|αi，i+21主主 |αり+kl> 0 ( 4.4) 

および

αi，i+k+l =αi，i+k+2 = . . .二 αi，i+nー l二 O ( 4.5) 

が成り立つ.

(iii )複号のいかなる組合せに対し，

αi，i+l士αi，i+2土・土 αi，i+kヂ0(t=1?2? ??Z ( 4.6) 

が成り立つ.

上の定義において 添字 tは η よりも大きければ 1.- nを表し Oよりも小さければ

i + nを表すものとする.また，本章を通して添字はこの意味で用いる.

以下では，行列 W は k重テイパ一行列とし， k:::; 4のそれぞれの場合について，方程

式(4.1)を満足する 2値ベクトル zの最大個数を調べる.上の定義において，零対角の条

件 (i)は，相互結合型ニューラルネットワークにおいてよく仮定されるものである.条件

(ii)は，取り扱うニューラルネットワークが l次元のた近傍のセルラーニューラルネット
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ワークの特殊な場合であることを意味する.条件 (iii)は，仮定 (4.3)に相当する.結合行

列 wがた重テイパ一行列であるニューラルネットワークにおいては，ニューロンが環状

に配置され，各ニューロンはそれ自身よりもすぐ前方の k個のニューロンからのみ結合さ

れており，それらのん個の結合の強さ(結合係数の絶対値)はニューロン聞の距離が大き

くなるとともに小さくなる，といった特徴をもっ.

結合行列 W が k重テイパ一行列であるならば，ん =η-1かつ(4.4)が等号で成り立つ

場合を除き ，W は必ず非対称になる.

例 4.1次式で与えられる結合行列 W は 2重テイパ一行列である.

o -4 2 。。。
。。3 。。
。。o -2 -1 。

vV = I (4.7) 。。。o -5 2 

。。。。3 

-2 。。。。
この結合行列をもっネットワークは図 4.1のように有向グラフによって表現される .図 4.1

において，黒丸はニューロンを表し，有向枝の横に書かれた数字は結合係数を表す.

本章の問題は，結合行列 W がた重テイパ一行列であるときの，方程式 (4.1)の解の最

大個数を調べることである.まず，最も簡単な場合として，k = 1およびん =2の場合を考

える.次に，k = 3および k=4の場合について考察し，最後に k=η-1として，その特

殊な場合を考える.

4.3 k < 4の場合の解の最大個数

結合行列 W が k重テイパ一行列であるとすると，方程式 (4.1)は，
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(i = 1，" . ，η) ( 4.8) 

もしくは，
i+k 

E二ωijXiXj>O (i=l，"'，η) 
j=i+l 

( 4.9) 

と書き換えられる .もし zが方程式 (4.1)の解であるならば，-xも解である .よって，本

章の目的のためには Xl= +1であるような解の個数を求めれば十分である.



第 4章テイパ一結合行列をもっニューラルネットワークの平衡点の個数について 65 

1 

圃 1

図 4.1:例 4.1の結合行列 W をもっニューラルネ ットワーク
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4.3.1 k == 1および 2の場合

はじめ に，k = 1の場合を考察する. このとき， Jヂi+ 1であるすべての (i，j)に対 し

て Wij= 0であるから，方程式 (4.8)は次のよう に書き換えら れる.

Xi二 sgn(叫 ，i+l1'i+d (i二 1，2，• • • ，1ー (4.10) 

式程方ムJ
，刀るあで一一

Z
 

斗

&た宇品+
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Zη 二 Xlsg叫l.L叫h川yη川1吋l

zηト一→1 = ユZ、nsgn的U内7η1一-1、川，11)二X1sgn(ω叫η川1川 一-1，川nυ) 

( 4.11) 

X2 二 X3sg叫1D23)= 1'1 sgn(Wn1ωηー 1，n ・ω34ω23)

X1 = :r2 sgn( W12) 二 ~T1 sgn(同 1ωn-1，n ・ W12)

方程式 (4.11)の最後の式よ り，解が存在するための必要条件として，

ω川 'Wn-1，n ...ω12 > 0 ( 4.12) 

を得る.逆に， 1重テイパ一行列 W が条件 (4.12)を満足すれば，方程式 (4.10)は Xl= +1 

である解をただ 1つもつ (Xl二 +1とすれば (4.11)より ，X2，X3，...，Xnが一意的に決ま

る). したがって，次の定理を得る.

定理 4.1結合行列 W が 1重テイパ一行列であるとき， Xl = +1である解の個数は Oまた

は 1である. 自

次に，k = 2の場合について考察する.このとき ，Jヂi+ 1， i + 2であるすべての (i，j) 

に対して， ωij= 0であるから，方程式(4.8)は次のように書き換えられる.

Xi = sgn(ωi，i+1Xi+l +似 i+2Xi+2) (i = 1， • • . ，η) 

この式の右辺は，条件 (4.4)により ωi，i+lXi+1の値によ ってのみ決まるので，ん =2のとき

の解集合は， ωi，i+2= 0 (i = 1ぅ2γ ・.，n)とおいても変わらない. したがって，次の定理を

得る.

定理 4.2結合行列 W が 2重テイパ一行列であるとき， 1~ 1 二 +1 である解の個数は 0 また

は lである.
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4.3.2 k == 3の場合

結合行列 W が 3重テイパ一行列の とき ，方程式 (4.8)は，

Xi = sgn(ωi，i+lXi+l + ~川+2J.: i+2 +ωi，i+3Xi+3) (t=172??川

となり， (4.9)は，

ωi，i+lXiXi+1 +ω人i+2J'i.Ti+2 + 7.0i，i+3XiTi+3 > 0 (i二 1，2， う川

となる.ここで，与えられた行列 W に対して， 3次元 2値ベクトルの集合 ふ(W)を，

Si(W)三{[ Yl， Y2， Y3 ]T I乞Wi，i+jYj> 0， Yj =士1} (i=l，"'，η) (4.13) 
j=1 

によって定義し， 2値ベクトル rに対して， 3次元 2値ベクトル Ci(X)を

Ci( 1')三 [XiXi+l'XiXi+2，ュ-tZt+31T (4.14) 

によって定義すると ，X が方程式 (4.8)の解であるための必要十分条件は次のようになる.

Ci(X)εSi(W) (i = 1γ ぅη) (4.15) 

解の最大個数を調べるために，ま ず Si(W)や 3次元 2値ベクトルの列 C1(X)ヲ C2(X)，

・" Cn(X)の性質を明らかにする.以下では，すべての 3次元 2値ベクトルを，以下の

bP (p = 0， 1， 2， 3)を用いて，+がまたはーがと表現する.

bO 三 [+1，+1ぅ+l]T

b1 三 [+1，+1， _l]T 

b2 三 [+1，-1， +l]T 

b3 三 [+1ぅ-1，_l]T 

いま， ωi，i+j> 0 (j = 1，2，3)として ，Si(日1)を求めてみる.式(4.4)より明らかに，

+bO， +b1， +b2はふ(W)に含まれる.さらに， ωi，i+l一 切i，i+2-'Wi，i+3が正 (負)ならば，

+b3 (-b3)がふ(W)に含まれるので，結局， ωi，i+j> 0 (j = 1，2，3)である W に対しては，

Si(W) = { +bo， +b1， +b2， +b3 } 

または

Si(W) = { +boう +b
1，+b2， -b3} 



第 4章テイパー結合行列をもっニューラルネットワークの平衡点の個数について 68 

であることがわかる.同様にして，Wi，i+j (j = 1，2ぅ3)の符号のあらゆる組合せについて

ふ(W)を求めた結果を表 4.1に示す.

ここで，Si(W)に関する性質を以下の補題 4.1と4.2に示す.補題 4.1はふ(VF)の定

義から直ちに得られ，補題 4.2は表 4.1から直ちに得られる.

補題 4.1Si(W)は各 p(= 0，1ぅ2ヲ3)について +bPと -bIJ のどちらか一方だけを含む.

補題 4.2いかなる W および tに対しでも，次の 4つのうち少なくとも 1つは真である .

(i) +boと +b1がともにふ(W)に含まれる.

(ii) +b2 と+b3がともにふ(W)に含まれる.

(iii )ーがとーががともにふ(W)に含まれる.

(iv) -b2 とーががともにふ(vV)に含まれる.

補題 4.1，4.2より次の補題が得られる.

補題 4.3x(l) と X(2)を異なる 2つの 2値ベクトルとする.このとき ，Ci(x(l)) = -Ci(が2)) 

となる tが存在するならば， .r(1) と ~r(2 ) の少なくとも 1 つは解ではない.

証明: Cio(x(1)) = -Cio(x(2))であるとする.が1)と X(2)の両方が解であるためには，

CiO(x(1)) と CiO(X(2))(=-Cio(x))がともにふ。に含まれなければならないが，補題 4.1よ

り，これは不可能である. E 

また， Ci(x)の定義より次の補題が得られる.

補題 4.4x(l) と X(2) を異なる 2つの 2値ベク トルとする.このとき， CiCr(l)) = 

Ci ( x(2)) (i = 1γ ・" n)が成り立つのは，が1)二 -X(2)のときかっそのときに限られる .

証明:もし X(1)二 -X(2)ならば，

Ci(X(l)) r ~(l)~(l) ~ (1) ~， 
= l xi 'Xi-tl' xi ヰi+2 主P)X~~)') 1T 

i+3 J 

= [( _x~2))( _ ~沼IL(-42))(-42L(-42))(-A3) l

_ r ~(2) ~(2) "，，(2) ，.".(2) ，.".(2) ，.".(2) lT 
- l判 中i+l'..vi ..vi+2'ル t 川 +3J

= Ci(X(2)) 

がすべての tについて成り立つ また，X(1)ヂーがわ ならば?必)=d)かっ 411二 -AL
であるような Zoが必ず存在する この Zoに対して， AY411二 -d)zjZ1が成り立つの

で， Cio (x(1)) =1= Cio ( X(2))となる. I 



第 4章テイパ一結合行列をもっニューラルネットワークの平衡点の個数について 69 

Wi，i+l 切り+2 町 +3 IWi，i+ll一IWi，i+21一|ω2，1十31I Si(W ) 

+ + + 
+ { +bO， +b1， +b2 ， +b3 

} 

{+bO?十b1う+b2?

+ + 
+ { +bO， +b1， +b2う十b3} 

{ +bOぅ十bl?b2， +b3} 

+ + 
+ { +bO， +b1， +b2， +b3 

} 

{+bO? b1ぅ+b2，+b3} 

+ 
+ { +bOヲ+b

1，+b2 ， +b3 
} 

{ -bO，+b1う+b2，+b3} 

+ + 
+ {-bOF-b1?-b2?ーが)

{+b03 b1 
? b

2 
? 

+ 
+ {ーがう -bl?ーがうーが}

{ -bO， +b1うb2 
? 

+ 
+ {-bO?-b¥-b2?ーが)

{ -bO， -b1， +b2 ， -，、

+ {-bO?-bl?-F?-b3} 

{ -bO， -b1， -b2， +b3} 

表 4.1:Wi，i+l，ωi，i+2，ωt什 3とSi(Ml)の関係
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ここで， ある 2値ベクトル rに対する Ci(r) とCi+1(X)の関係について調べる. 例え

ば，Ci(X) = +boとしよう.すると ，XiXi+l二 川町+2二 X(ri+3二 +1であるから，

Xi+lJ:'i+2 二 i、iXi+l. XiXi+2 = + 1 

.1'i+ 1.T i+3 - :1、iXi+l・:riXi+3= +1 

が成り立つ.これより ，Ci+1(X)は，
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(4.16) 

となる.すなわち ，Ci(X) = +boならば Ci+1(.1:)は +bOまたは +b1であることがわかる.

同様にして，Ci(X)のあらゆる値に対して，Ci+1 (り のと りうる値を調べることができる.

その結果を表 4.2に示す. 一方，Ci(.T)の各値に対して， Ci-1 (X)のと り得る値が表 4.2か

ら直ちに求まる.この関係を表 4.3に示す.

2つの 3次元 2値ベクトル y(l)， y(2)に対して， y(l)が表 4.2の左側の列に存在し，か

つが2)が y(l)と同じ行の右側の列に存在するとき ，“y(2)は y(1)に続く "という. 11個の 3

次元 2値ベクトルの列 y(l)，y(2)γ・" y(n)において，y(i+l)が y(i) に続く (i=1うえ・.• ， n) 

ということは，Ci(X) = y(i) (i = 1，2γ・.，n)を満足する zが存在することを意味する.ま

た，補題 4.4より，そのような zは符号だけが異なる 2つのベクトルに限られる.

補題 4.5行列 W が与えられたときに，以下の (i) ， (ii)の条件を満足する η 個の 3次元ベ

クトルの列 y(l)，y(2)γ・.，y(η)が存在するならば，このベクトル列に対応する解 X (ただし，

Xi二十1)が 1つ存在する.

(i) y(i)εSi(W) (i = 1，乞・ ，n) 

(ii) y(i+l)は y(i)に続く. (i = 1，2γ ・・ 3川
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Ci(司 Ci+1 (X) 

+bO +bO または +b1 

+b1 +b2 または +b3 

+b2 -b3 または -b2 

+b3 -b1 または -bO 

-bO +bO または +b1 

-b1 I +b2 または +b3 

-b2 -b3 または -b2 

-b3 -b1 または -bO 

表 4.2:Ci(:r)に対する Ci+1(X)の可能性

Ci(互I Ci-[(X) 

+bO +bO または -bO 

+b1 +bO または -bO 

+b2 +b1 または -b1 

+b3 十b1 または -b1 

-bO +b2 または -b2 

-b1 +b2 または -b2 

-b2 +b3 または -b3 

-b3 +b3 または -b3 

表 4.3:Ci(x)に対する Ci-1(X)の可能性
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補題 4.5を利用してすべての解を求めるのであるが，簡単のために有向グラフを利用す

る.与えられた行列 W から以下の手順に従って有向グラフ G(W)を構成する.

1. 411個の節点 Nij(i = 1 ， 2 ，・・ • ，n; j = 1ぅ2，3，4)を 11行 4列の格子状に配置する.ただ

し，節点 Nijは集合 Si(W)の j番目の要素に対応する.

2. i = 1，2，"・，11について，Si+1 (11l)のん番目の要素がふ(W)の j番目の要素に続く

ならば，節点 Nりから節点 Ni+1んに有向枝を描く.

補題 4.5は，グラフ G(W)に閉路が存在すれば，その閉路に対応する解 x (ただし，

Xl == +1)が 1つ存在することを意味しているので，方程式の解の個数を調べるためには，

グラフ中に存在する閉路の個数を調べればよい.

例 4.2次の 3重テイパ一行列 W に対する解を，グラフ G(W)を利用してすべて求める .

。4.0 3.0 2.0 。。。
。o -5.0 -4.0 -3.0 。。
。。o -3.0 -2.5 2.0 。
。。。o -6.0 -5.0 -3.0 

-1.5 。。。o -3.0 2.0 

3.0 -2.0 。。。。4.0 

-4.5 3.5 2.0 。。。。
表 4.1をもとに，上の W に対するふ(W)(i == 1ぅ之・.• ，7)を求めると次のようになる.

Sl(W) = {+bo， +b1， +b2， _b3} 

S2(W) = {ーがう -bl?ーがう+b3}

S3(W) == {-bO， -b1， +b2，ーが)

S4(W) == {_bO， _b1， _b2， +b3} 

S5(W) = {ーがう+b¥-b2，-b3}

S6(W) = {+bo，+b1，_b2，+b3} 

S7(W) = {+bO?-bl?-b2?ーが}
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先に示した手)11買に従い，グラフ G(vV) を描 く と図 4 .2 (a) のようになる.グ ラ フ G( ~F)

において 3つの閉路が存在するから 3つの解が存在する.その 3つの解は，

X(l) [+1， +1， +1，-1ぅ-1，+1， +l]T 

X(2) [+1， +1， -1， +1，ー1，-1， -l]T 

X(3) 
一 [+1，一1ヲ+1，+1， -1， +1， _l]T 

である.

次に，解の最大個数に関わる重要な補題を与える.

補題 4.6x(1)， x(2) (ただし， dl)=l，A2)=l)が 2つの異なる解であるならば，すべて

の i(== 1ぅ之・ ?η)について Ci(x(l))ヂCi(1，(2))である.

証明:背理法で証明する.いま，ある tで Ci(x(l))== Ci(X(2))が成り立っとする.一般性を

失うことなく ，Cn(x(1)) == Cn(x(2)) とする. このとき， :r(l) ， X(2) はどちらも解であるから，

Cn_1(x(l)) == cη_1(X(2))でなければならない (もし Cηー 1(.r(1))ヂC← 1(X(2)) ならば，表<-1.3

より ，Cn_1(x(l)) == -Cn_1(x(2))であるが，こ のとき補題 4.3より，x(l) と X(2)の少なくと

も 1つは解ではないので，仮定と矛盾する ).同様の理由から，の_2(.1;(1))= cト 2(X(2))，

Cn_3(x(1)) == Cη_3(X(2))，・"， C1(X(1)) == C1(.r(2))でなければならない.すなわち，補題 4.4

より ，x(1) = x(2)でなければならないことになる.これは，x(l) と X(2)が異なるという仮定

と矛盾する. 目

補題 4.6は，有向グラフ G(W)においては次の補題に相当する.

補題 4.7グラフ G(W)に 2つの異なるループが存在するとすれば，その 2つのループは

同じ節点を通らない.

補題 4.6または補題 4.7より直ちに次の補題を得る.

補題 4.8X1 == +1である解の個数はたかだか 4である. E 
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さらに，補題 4.2および補題 4.8より次の定理を得る.

定理 4.3W が 3重テイパ一行列であるとき ，Xl 二 +1である解の最大個数は 3である .

証明:補題 4.8より，解の個数はたかだか 4である .よ って， 4個の異なる解 2・(1)?I(2)?

X(3)， X(4) (ただし， dm)=l(777=1?2ぅ3，4))が存在すると仮定する.このとき，補題 4.6

より， m ヲI:.m'ならば，

Ci( 1，(m))ヂCi(.r(m
/
)) (i = 1ぅ2ぅ?川 ( 4.17) 

が成り立つ.すなわち，すべての tについて，Ci ( x( m)) (rn = 1ぅ2，3，4)は互いに異なる.ま

た，Ci(x(m))εSi(W) ( η~ = 1，2，3，4)である から，

{Ci(x(m)) I 7孔==1ぅ2，3ぅ4}= Si (W) (i = 1， 2γ ・" n) (4.18) 

である.このことと補題 4.2より，すべての tについて， 以下の 4つの条件のうちの lつ

を満足する x(rr川、 x(町)(ml =1 7712)が存在する.

(i) Ci(x(mI)) == +bO， Ci(X(m2)) = +b1 

(ii) Ci(X(m1)) == +b2， Ci(x(m2)) = +b3 

(iii) Ci(x(mI)) == -bO， Ci(x(町))= -b1 

(iv) Ci(x(m1)) == -b2， Ci(x(m2)) == -b3 

(i)を満足する z(m1)FZ(m2) が存在する場合について考える.このとき，表 4.3

より， Ciー
1(X(m1))，Ci_1(X(m2

)) はともに +bOまたはーがでなければならない .(4.1 7) 

によって Ci_1(X(mI))と Ci-1(x(町))は異なるので， ct-1(z(ml)) ニ +bO (-bO) な ら ば

Ci-1 (X(m2) == -bO (+bO) でなければならない.すなわち， Ci_1(X(mI)) == -Ci_1(X(m2)) が必

ず成立する.このとき，補題 4.3より ，X(mJ) とx(m2) の少なくとも 1つは解ではない.

同様にして， (ii)， (iii) ， (iv)の場合にも ，X(m)とx(m
/
)の少なくとも 1つは解でないこ

とが導かれる.

以上より，解の個数がたかだか 3であることがわかった. 3個の解をもっ W の存在が

すでに例 4.2によって示されているので，解の最大個数は 3である .

これまでの議論から明らかであるように，解の最大個数が η に依存していないことに注

意する.
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4.3.3 k == 4の場合

この場合にも ，k = 3のときと同様の議論を行うことによって解の最大個数を厳密に評

価することができる.

W を 4重テイパ一行列とするとき， 4次元 2値ベクトルの集合 5i(W)を次式によって

定義する.

Si(VV) = { [Yl1 Y2， Y3， Y4]T I乞Wi，i+jYj> 0，約二土1} (4.19) 
j=l 

また， 2値ベクトル zが与えられたとき， 4次元 2値ベクトル Ci(X)を次式で定義する.

Ci(X) = [ 1.、 i~ri+l ， J'i.ri+2，川町+3ぅXiXi+4]T ( 4.20) 

これらの定義を用いると， 2値ベクトル xが方程式(4.8)の解であるための必要十分条

件は，

Ci(X)εSi(W) (i二 1，2，・..，n) 

と表される.本来ならば， 4.3.2節で定義したふ(vV)，Ci(x)と上で定義した Si(VV)，Ci(l.) 

は異なるものであるから記号を変えるべきであるが，混同のおそれがないので，簡単のた

め同じ記号を用いる.

以下では，すべての 4次元 2値ベクトルを，以下のが (j= 0，1，・・.，7)を用いて，+bJ 

またはーがの形で表現する.

bO 二 [+1ぅ+1，+1， +l]T 

b1 = [+1， +1， +1， -l]T 

b2 
三 [+1ぅ+1ぅー1，+l]T 

b3 三 [+1，+1， -1， -l]T 

b4 三 [+1，-1， +1， +lF' 

b5 三 [+1，-1， +1， _l]T 

b6 三 [+1ぅ-1，-1， +l]T 

b7 三 [+1，一1，-1， _l]T 

Si(W)の定義(4.19)より明らかに次の補題が成立する.

補題 4.9各p(=0，1，2，・.• ，7)に対して，Si(W)はbPと -bPのどちらか一方を必ず含み，

かつ両方を含むことはない.
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補題 4.9よりふ(W)はつねに 8個のベクトルを含み，その肩符はすべて異なることが

いえる.さらに， 'Wi，i+1，ωi，i+2， 'Wi，i+3， 'Wi，i+4のあらゆる値に対するふ(W)を調べること

により次の補題を得る.

補題 4.10集合 Si(W)は次の (i)，(ii)， (iii)のいずれかの性質を必ず満足する.

(i)すべてのベクトルの符号が同じである.この性質を満足するふ(W)は以下に示す 2

種類だけである.

{+bO， +b1， +b2， +b3， +b4， +b5う+b
6，+b7} 

{-bo，-b¥ーがうーが，_b4ヲーが，_b6，ーが}

(ii) 8個のベクトルのうち， 7つの符号が同じである.この性質を満足するふ(W)は，

{+bO， +b1， +b2、+b3，+b4， +b5， +b6， _b7} 

{ _bo， +b1，ーがう-b3?-b4?ーがう -b6，_b7} 

などであり，全部で 16種類存在する.

(iii) 8個のベクトルは，ーがとー炉+1 (jは偶数)を除き符号がすべて+であるか， また

は，+lJIと+が+1 (jは偶数)を除き符号がすべてーである .この性質を満足する

ふ(W)は，

{+bO， +b1
ヲ+b

2，+b3， +b4， +b5， _b6， _b7} 

{_bO， _b1， +b2、+b3ぅ
-b4?ーが?-b6?ーが}

などであり，このようなふ(W)は全部で 8種類存在する.

Ci(X)に関しては，補題 4.3，4.4がた =4の場合にもそのまま適用できる.

補題 4.11x(1) と X(2) を異なる 2つのベク トルとする.このとき ，Ci(x(1)) = -Ci(J::(2))と

なる tが存在するならば，x(l) と X(2)の少なくとも 1つは解ではない.

補題 4.12X(l) と X(2) を異な る 2つのベクトルとする.このとき ，Ci(x(1)) = Ci(x(2)) (i = 

1，2γ ・" n)が成り立つのは，x(l) = _:.r(2)のときかっそのときに限られる.
' 

また， Ci(x)と Ci+1(x)の関係を調べると表 4.4のようになり，表 4.4から Ci(:r)と

Ci-1(X)の関係が直ちに得られるので，その関係を表 4.5に示す.
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Ci(X) 1 Ci+1(.r) 11 Ci(X) 1 Ci+1(X) 

+bO +bO 01' +bJ -bO +bO 
01' +b1 

+b1 +b2 
01' +b:3 +b2 or +b3 

+b2 +b4 
01' +b.5 -b2 +b4 or +b5 

+b3 +b6 01' 十b7 -b3 +b6 or +b7 

+b4 -b6 or -b7 -b4 -b6 or -b7 

+b5 -b4 or -b5 -b5 -b4 or -b5 

+b6 -b2 or -b3 -b6 -b2 or -b3 

+b7 -bO 01' -bJ -b7 -bO 01' -b1 

表 4.4:Ci( ~r) に対する Ci+ 1 (X) の可能性

Gi(x) 1 
Ci-1 (x) ~ωu Ci-1 (x) 

+bO +bO 
01' -bO -bO +b7 or -b7 

+b1 +bO or -bO -b1 +b7 or -b7 

+b2 +b1 or -b2 +b6 or -b6 

+b3 +b1 or -b1 -b3 +b6 or -b6 

+b4 I +b2 or -b2 -b4 +b5 or -b5 

+b5 +b2 or -b2 -b5 +b5 or -b5 

+b6 +b3 or -b3 -b6 +b4 or -b4 

+b7 +b3 or -b3 -b7 +b4 or -b4 

表 4.5:Ci( ~r) に対する Ci-1(X) の可能性
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表 4.5から次の補題が得られる.証明は補題 4.6と同様にできるので省略する.

補題 4.13 ~c (1) と X(2) (ただし， dl)=42)二 1)が 2つの異なる解であるならば，

Ci(X(1))ヂCi(τ(2)) (i = 1，三 ，川 (4.21 ) 

が成り立つ. E 

補題 4.9より ，Si(W)は 8個の異なる 4次元 2値ベクトルからなる集合であるので，

補題 4.13は X1= +1である解の個数がたかだか 8個であることを示している.

表 4.5および補題 4.11. 4.13より次の補題を得る .

補題 4.14Pを 0から 6までの任意の偶数であるとする. 2つの 2値ベクトル X(1) (ただ

しXP)= + 1)， x(2) (ただし， 212)=+1)に対し，ある tで，

Ci(X(1)) = +bP， Ci(x(2)) = +bP+1 

または，

Ci(x(l)) = -bP
う

Ci(.1'(2))= _bP+1 

となるならば，x(1) と X(2)が同時に解になることはない.

証明: 2つの 2値ベクトル x(1)，x(2)に対し，

Cη(x(1)) = +グ， Cn(X(2))二 +bP+1

または，

Cn(x(1)) = -bP， Cη(.1'(2)) = _bP+1 

となるならば，表 4.5より，

Cη_1(X(l)) = +がまたは ーが

Cn-1(z(2))=+がまたは ーが

である (qは pの値によって決まる)ので， Cト 1(X(1))の値と Cη_1(X(1))の値の組合せとし

ては，以下の 4つの場合が考えられる .

(a) C.η_l(X(1)) = +bq， Cn_1(X(2)) = +bq 

(b) Cn_1(x(1)) = +bq， Cn_1(X(2)) =ーが
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(c) Cn_1(x(1)) =ーが， Cn_1(.T(2)) = +bq 

(d) Cnーl(X(1))=ーが， cη_1(X(2))二ーが

(a)または (b)の場合には，補題 4.13より， :r(l) とが2)の少なくとも lつは解でなく， (け

または (d)の場合には，補題 4.11より， ]'( 1 )と 1，(2) の少なくとも lつは解でない.した

がって，いずれの場合においても .1.'( 1 )と .r(2)が異なる 2つの解であるという仮定に矛盾

する. 目

補題 4.14および補題 4.10より次の定理を得る.

定理 4.4W が 4重テイパ一行列であるとき，方程式(4.8)の解 x(1~1 = 1)の最大個数は 4

である.

証明: Si(W)は補題 4.10の(i ) ， ( ii ) ， ( iii )のいずれかの性質を満足する .Si(VV) 

(i == 1ぅ2γ ・1η)のなかに (i)または (ii)の性質を満足するものが存在すれば，補

題 4.14より Xl== + 1である解の個数はたかだか 4であることがいえる.また，

Si(W) (i = 1，2γ ・1η)がすべて (ii)を満足するならば Xl二 +1である解の個数はたかだか

5であることが直ちにわかる.以下では，Si(TA!) (i = 1，2γ ・1η)がすべて (ii)を満足する

ときにも， Xl == 1である解の個数がたかだか 4個であることを示す.

いま，ある tで

Si(W) = { _b
o， +b1

ぅ+b
2，+b3， +b4， +b5， +b6， +b7

} 

であるとし，この W に対して方程式 (4.8)が 5つの異なる解 x(j)(j二 1，2γ ・.，5)をもっ

とする.ただし， zY)=l(j=1?2? ?5)である.このとき，すべての i(= 1，之・ ， n)に

ついて，

{Ci(X(l))， Ci(x(2))， Ci(x(3))， Ci(X(4))， Ci(1..(5))} C Si(W) (4.22) 

が成り立つ.一般性を失うことなく，

Ci(X(l)) == _bo 

Ci(X(2)) == +b1 

Ci(X(3)) = +b2 または + b
3 

Ci( x(4)) = +b4 または + b5 

Ci(X(5)) = +b6 または + b
7 
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とすれば，表 4.5より，

Ci_1(X(1)) = +b7 または _ b7 

Ci_1(X(2)) = +bo または ーが

Ciー
1(X(3)) = +b1 または ーが

Ciー
1(X(4)) = +b2 または _ b2 

Ci_1(X(5)) = +b3 または ーが

が得られる.もし，

Ciー
1(X(2))= +bo

う
Ci_1(X(3)) = +b1 

または，

Ci_1(X(2)) =ーがう Ci_1(X(3)) = _b1 

であれば補題 4.14により が2) と .[(3)のどちらか一方は解ではないので，Ciー1(X(2)) と

Ci_1(X(3))の組合せは，次のいずれかである.

Ci_1(X(2)) = +bo， Ci_1(X(3)) = _b1 

Ci_1(X(2)) = _bo， Ci_1(X(3)) = +b1 

同様にして，Ci_1(X(4)) と Ci_1(X(5))の組合せは，次のいずれかである.

Ci_I(X(4)) = +b2
う

Ci_1(X(5)) =ーが

ct-1(z(4))=-b2?CTー 1(X(5)) = +b3 

以上より ，{Ci_1(X(2))， ・ ぅCi_1(X(5))}は

{ +bO， _b1， +b2，ーが}

{+bO， _b1， _b2， +b3} 

{_bO， +b1
ぅ+b2?ーが)

{ _bO，十b1，_b2，+b3}

のいずれかである.ところが，それぞれの場合において，補題 4.10の (ii)を満足する

ふ-l(W)をどのように選んでも(4.22)を満足させることはできない.よって， 5個の異な

る解が存在するという仮定が間違っていたことになる.
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補題 4.10の性質 (ii)を満足するその他のふ(W)についても ，Xl = 1である解の個数が

たかだか 4であることが同様にして証明できる.また，実際に 4個の解が存在することが

次の例 4.3によって示されるので，解の最大個数は 4である.

例 4.3次の 4重テイパ一行列 W に対する方程式 (4.1)の解を調べる.
ー

るな
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0
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0
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η
乙

po 

--i 

L
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ふるれ声り得戸り、a，刀
万

柑

/一γJ
ペ
d
lの?」

。
。

W=  I 
2 

-3 

4 

Sl(W) = {_bO， +b1
ぅ+b

2，+b3， +b4， +b5，十b6，+b7} 

S2(W) = {+bo， +b1， +b2， _b3，十b4，+b5ぅ+b6，+b7
} 

S3(W) = {+bo， +b1， +b2， +b3， +b4，ーがう +b6，+b7} 

S4(W) = {-bO， _b1 ーがーがーがーが +b6，_b7} ， .....， .....， V'， _， '-'， I '-' ， 

S5(W) = {_bO， +b1， _b2ーが _b4ーがーが _b7
}

' ， ~' ~， ~， ~， ~， ~， 

S6(W) = {+boぅ-b1，+b2ぅ+b3ぅ+b4，+b5， +b6， +b7} 

このとき，

X(l)二 [+1，-1， -1，一1，-1， +l]T 

z(2)=[+l?+l?+1?-1?+1?一l]T

X(3)二 [+1，+1ぅ+1ぅ+1，-1ぅ+l]T

X(4) = [+1， +1ぅ一1，-1， +1， +l]T 

の 4つのベクトルは方程式 (4.8)の解になる.これらのベクトルに対して，

Ci(X(j)) (i = 1，2γ ・1η;j = 1，2，3，4)を調べた結果を表 4.6に示す.表 4.6より，すべての

i (= 1，之 ・1η)において，

{Ct(z(1)?Ct(z(2)?C7(τ(3)， Ci(X(4)} C Si(W) 

が成り立っていることが確認できる.

以上の結果を表 4.7にまとめる .
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A
斗
A

rga

‘、z
 

C1(x(j)) -bO +b2 +b1 +b6 

C2(x(j)) +b1 +b5 +b2 -b3 

C
3
( X(j)) +b3 -b5 +b4 +b7 

C4(X(j)) +b6 -b7 -bO 

C5(x(j)) -b3 -bO +b1 

C6(X(j)) +b7 -b1 +bO 十b3

表 4.6:例 4.2の W に対する解 X(j) に対する Cj(X(j))の値

第 1要素が +1である解の最大個数 I1 I 1 I 3 I 4 

表 4.7:k三4の場合の解の最大個数
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4.4 W が η-1重テイパ一行列の場合

前節では， K524の場合における解の最大個数が， 2値ベクトルの総数 271 に比べて極め

て少なく ，nに依らないことを示した.この ことは，任意のたに対しでも解の個数が少な

いことを示しているように思われる.人が大きくなるにしたがって解の最大個数が増え

ることは明らかであるので，問題はそれがどのようにして増加するかである.んが大き

くなると，前節と同様な議論をそのまま適用することは非常に難しい.よって，本節で

は，kニ η-1の特殊な場合を取り扱い，その場合の解の最大個数を調べることにより，

k=n-1の場合の解の最大個数の下限を与える.

本節で取り扱う W のクラスの定義を下に示す.

定義 4.2η次の正方行列 Aが，

(i)αμ=0(t=1?2? .?η) 

(ii) Iαij I = 1 ( i ，j = 1， 2， • • • ， n; iヂj)

の 2つの条件を満足するとき， -4は零対角 2値行列であるという .特に，零対角 2値行列

Aが巡回行列であるならば，-4は巡回形零対角 2値行列であるという.

明らかに，零対角 2値行列は η -1重テイパ一行列の特殊な場合である.以下では，結

合行列 W として巡回形零対角 2値行列を用いるので，W を次のように表す.

。
W2 W3 Wn 

Wn 
。

W2 Wn-l 

( 4.23) 

W3 1υn 。切 2

'W2 W3 Wn 
。

巡回形零対角 2値行列である W は，第 1行が決まれば行列全体が決まるので，

ω2，ω3，・・ 1ωη の η-1個のパラメータをもっ.

テイパ一行列の定義 4.1の (iii)を満足するために，以下では η を偶数と仮定する.

補題 4.15巡回形零対角 2値行列 (4.23)が，

い1二 1

ωき+t二一ωi (i=2，3，...，i) 
( 4.24) 
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を満足するな らば，

Z3「 1t(i=l?2? ?;) (4.25 ) 

を満足するすべてのベクトル zは方程式 (4.1)の解である.

証明:簡単のため， m=3とおく. (4.24)を満足する巡回形零対角 2値行列 W は次のよ

うに表現される.

( 4.26) 

ただし，Aおよび B は，

「 。
'W2 1υ711.-1 Wm 

-Wm 
。

'W2 Wm-l 

A= 

一 切3 -Wm 
。ω2 

-W2 -W3 ーな)711.
。

-W2 -Wm-l -Wm 

Wm l -W2 -Wm-l 

B= 

W3 1Dm -W2 

wつ ω3 Wm 1 

で与えられる m次の正方行列であり ，AとB には A+ B = E (Eは 17l次の単位行列を

表す)という関係があることに注意する.また， (4.25)を満足する 2値ベクトル zは次の

ように表される.

x = [ : ] 

ただし， α は任意の m 次元 2値ベクトルである.このとき ，Wxを計算すると，

Z
 

一一

『
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w
 

となる .Wx = X ならば明らかに sgn(M!x)= xであるから， (4.25)を満足するあらゆる 2

値ベクトルは方程式 (4.1)の解である. I 

(4.25 )を満足する 2 値ベクトルは全部で、 2~ 個存在するので，次の補題を得る.
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補題 4.16W が η-1重テイパ一行列である場合の解の最大個数は少なくとも 2Iである . 

• 

4.5 結論

ニューラルネットワークの平衡点を求める際の基本的な方程式 l'= sgn(VV x)について，

W が k重テイパ一行列である場合の解の最大個数を調べた.たが 4以下の場合には，解の

最大個数は，17， 次元 2値ベクトルの総数 271 に比べて極めて少なく， η にイ衣らないことを示

した.

kが増加するにつれて，解の最大個数が増加することは明らかであるが，kが 4以下の

場合と同様の方法で k= 5，6γ ・・ の場合を調べることは難しいので，ん =11-1の特殊な場

合を扱うことにより ，kが増加しでも解の最大個数はやはり少ないのか，それとも急激に増

加するのかを調べた.その結果，k=n-1の場合には，解の最大個数が nに関して指数

関数的に増加する例が存在することを示した.このことから，零対角の結合行列をもっ

ニューラルネットワークは一般に多数の平衡点を持つと結論づけられる.

本節では，専ら，解すなわち平衡点の個数に関する議論を行っており，平衡点の安定性

や引き込み領域，ネットワークの大域的な収束性については全く言及していない.非対称

な結合行列をもっ相互結合型ニューラルネットワークの大域的安定性に関する議論は今後

の課題である.
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第 5章

巡回形零対角 2値結合行列をもっネットワークの平

衡点の個数と引き込み領域

5.1 緒言

第 2章で述べたように 相互結合型ニューラルネットワークを連想記憶へ応用する際の

重要な問題に，平衡点の個数やその引き込み領域の広さがある.前者は連想記憶の記憶容

量に，後者は汎化能力に深くかかわる問題である.これらの問題を一般的に議論すること

は極めて難しく，従来の結果のほとんどは，所望記憶ベクトルの集合から外積法等によっ

て構成される，特殊な対称結合ネットワークを対象としている [1]， [4] ぅ [5]， [14]， [17] : [18]. 対

称結合ネットワークを用いる理由の一つは，大域的な安定性が保証されていることである.

上記の問題に対するアプローチとしては，確率論的手法[14] と決定論的手法 [4]・[1iト[18]に

大別される.確率論的手法においては，所望の平衡点を表すベクトルに 1，-1が等確率で

現れ，ニューロンの個数は十分大きいという仮定がよく用いられる.その仮定のもとで F

記憶容量として O.15n (η はニューロンの個数を表す)等の値が算出されたり I1l，記憶容

量と引き込み領域との関係が与えられたりしている [14].しかしながら，従来の構成法に

よって実際にネットワークを構成すると，所望記憶ベクトル以外の記憶ベクトル(偽記憶)

が多数発生し，そのために不ツトワークの状態がある記憶ベクトルの近傍にあるにも関わ

らず，偽記憶や別の記憶ベクトルに収束してしまう，といったことがしばしば生じる.ま

た，偽記憶の数がニューロンの個数に関して指数関数的に増加する場合が存在することは，

決定論的立場からも指摘されている [18].

一方，最近では，結合が非対称な不ツトワークの動的特性に関する研究も盛んに行われ

ており 119l，120lJ341-137l，ネットワークが大域的に安定であるための十分条件などが得られて
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いる[351，しかし，結合が非対称なネットワークの平衡点の個数や引き込み領域に関する議

論は見当たらない.

本章では，結合行列としてある特殊な巡回行列(一般に非対称である )を用いること に

より，ほぼ等しい広さの引き込み領域をもっ平衡点が多数存在する相互結合型ニューラル

ネットワークが構成できることを示す.このことから，本章の方法によって構成されたネ ッ

トワークでは，ほとんどの初期状態がそれから最も近い平衡点に収束することが予想され

る.また，平衡点の個数と引き込み領域との関係を調べ，連想記憶回路構成に関する従来

の結果と比較する.

5.2 諸定義

本章でも，前章と同じく ，'l番目のニューロンの状態更新が，

:ci(t+1) =叩(乞WijXj (t)) 
j=l 

で表される離散系ニューラルネットワークを考察する.ただし，

I +1 u > 0のとき
sgn(y) = { υ 

1 -1 y < 0のとき

(5.1 ) 

とし， sgn(O)は未定義である.各ニューロンが同期して動作するとすれば，ネットワーク

の動作は，ベクトル形式で，

X(t + 1)ニ sgn(Wl'(t)) ( 5.2) 

と表され，非同期で動作するとすれば，時刻 tから時刻 t+1に移る際に，ただ 1つの

ニューロンだけが (5.1)に従って状態を更新する.

ネットワークの平衡点は，方程式:

X = sgn(Wx) (5.3 ) 

の解であり，平衡点の集合はネットワークの動作が同期式であるか非同期式かに関わらず，

W から一意的に決定される.

以下に，本章で用いる定義を示す.

定義 5.12つの 2値ベクトル X= [X1) ぷ η]T とど こlz;? 14fの間の距離 D(xうど)を

D(M f)=jε IXi -x~ 1 

とする.
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定義 5.2ネットワーク (5.1)の各平衡点 f に対して以下の (i)，(ii)を満足する整数 I、(三0)

を f の直接引き込み半径といい，R(:r*)で表す(図 5.1). 

(i) D(x*，x)三γ であるすべての 1・が sgn(vVx)= ~r* を満足する.

(ii) D(x*，x)=r+1である zのなかに，sgn(W 1') = x*を満足しないものが存在する.

本来，ある平衡点の引き込み領域といえば，十分時間が経てばその平衡点に収束するよ

うな初期状態の集合をいう.しかし，本稿では簡単のため，専ら定義 5.2の直接引き込み半

径を用いて議論する.定義 5.2より，ネ ットワークの初期状態 x(O)とある平衡点 f との

距離 D(x*，x(O))が直接引き込み半径以内であれば， ニューロンの状態更新が同期式か非同

期式かによらず，ネットワークは f に収束することがいえる.

以下では，W が零対角 2値行列の場合を扱う.前節で述べたよう に，本稿の目的はあ

る種のネットワークの存在を示すこと であるから，

仮定 5.1ニューロン数 nは偶数である.

と仮定する.このとき， E:;=l叫 j1'j (t)は必ず奇数になるので， (5.1)式の右辺の括弧の中が

Oになることはない.

5.3 ネットワークの構成

はじめに，次の補題を与える.

補題 5.1ネットワーク (4.1)の平衡点 ♂ が

Wx*=(2k+1)x* (0三k) ( 5.4) 

を満足するならば，

R(:r"') = k (5.5 ) 

が成り立つ.

証明:はじめに，D(x，x*)三kを満足するあらゆるベクトル zに対して sgn(Wx)= x'"が

成立することを示す.今，D(x，x*) = l (:::; k)とする .xとf において異なる要素の個数

が lであること，および IWijl= 1 (1: i-j)より，
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図 5.1:平衡点 f の直接引き込み半径 R(x*)二 T
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L WijTj -2l三乞 切りXj三乞 ωijXj+ 2l 

が成立し，さらに (5.4)より

(2k + 1) J'7 -21さ乞 Wij:Yj三(2k+ 1) x7 + 2l (5.6 ) 

を得る.もし 幻 =1ならば， (5.6)の左側の不等式より，

乞ω約 三(2k+ 1) -2l = 2( k -l) + 1三1

が 成 立 するので， sgn(乞?=l切りXj) 二 lとなる.同様にして ，xi - -1な ら ば

sgn(ε;=1ωρj) == -1となることがいえる. したがって，D(xぺ x) ==l ( ~k ) を満足する z

に対して次式が成立する.

sgn(乞叫j2'j)==x7 (i=l，"'，η) 

次に D(x*，x)=k+lであるベクトル rの中に sgn(Wx)= x*を満足しないものが存在

することを示す.そのためには， 2L11UlJrJヂxiを満足する zの存在を示せば十分であ

る. (5.4)の第 l式

WllX~ + W12X; + . . . + ω1n.T~ = (2k + 1) x~ 

において，左辺の第 1項以外はそれぞれ 1または -1の値をとる.右辺は 2'iの値に依っ

て 2k+ 1または -(2k+ 1)の値をとる.これらのことから，左辺の第 2項から第 η 項の

(n -1)項のうち，(~+k) 項が xi と同符号であり ， (~-k-1 ) 項が z; と異符号であるこ

とがいえる.いま，一般性を失うことなく，

* ω1jXj = 

と仮定する.このとき，

。，J == 1 

xi， j = 2， 3， "'， ~ + k + 1 

-xi， j=~+ た+ 2， ~ + k + 3ぅ ・ ?η 

「 本 本 *本 本 * ..* 11" x == l x1' 
-X2， "'， -Xk+2， Xk+3' 

・・・ ぅ Zη/2+た+1' Xn/2+た+2'"'， X~ r 
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で与えられるベクトル zは明らかに D(.r*，.r) = k + 1を満足する.また，

Z
 

ω
 

η

ヤ
μ
同

た+2

=乞 w川 -2乞'W1jxj 

二 (2k+ 1 );r~ -2(人:+ 1 );r~ 

水

= -x1 

が成り立つから ，xは sgn(WT)=♂を満足しない. 目

一般的には，平衡点が(5.4)式を満足することは極めて稀であるが，補題 5.1は本章の

主結果である定理 5.1の導出には有用である.

まず，最も簡単な場合として，巡回形零対角 2値行列 W の第 1行を，

[0， 'W12， 1U13ぅ・" W1n] == [ 0，α， 1，ーαl (5.7) 

(α は任意のけ-1)次の 2値行ベクトル)

で与える場合を考える.この場合には，前章で示したように，

x == [ s， s]T (グは任意の 2次の 2イ直行ベクトル) (5.8 ) 

で表される任意のベクトル zに対して，TVx = T が成り立つ.このことと，補題 5.1より，

次の補題が得られる.

補題 5.2結合行列 W を，第 1行が (5.7)で与えられる巡回形零対角 2値行列とすれば，

直接引き込み半径が Oである平衡点が 2η/2個存在する. E 

巡回形零対角 2値行列 W の第 1行が (5.7)を満足し， かつ，

[ω12，切山 ・" 'W1n ] == [ωlη?ω1，n-1，・・・ ?ω12] ( 5.9) 

を満足するならば，W は対称、行列になる.いま ，nを偶数であるが 4では割り切れないと

して，日/の第 1行を，

[ 0，αぅ α" 1，ー α， α'] (5.10) 

ただし

α=  [α1，α2う う α(n-2)/4] (αi-土1)

αI = [一α(η-2)/4，一α(η-2)/4-1，・ 1 一α1] 
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で与えるならば，W は対称、行列になる.ネットワークの結合行列が対称で，各ニューロン

が非同期的に状態を更新するならば，ネットワークはいかなる初期状態から出発しでも必

ずいずれかの平衡点に収束することが知られている.これより，次の補題を得る.

補題 5.3nが 4で割り切れないとし，結合行列 W を，第 1行が (5.10)で与えられる巡回

形零対角 2値行列とする.また，各ニューロンは非同期的に状態を更新するとする.この

とき，ネットワークは大域的に安定であり，かつ，少なくとも 211/2個の記憶ベクトルをも

つ 目

次に，nを 4の倍数として，結合行列 TVを，第 1行が

[0，ω12，ω13， "'， Wln] = [ 0，α， 1，ーα，1，α， 1ぅ一α] (5.11) 

(α は任意の(%-1)次の 2値行ベクトル)

で表される巡回形零対角 2値行列とすれば，

x = [s， s， s，川T (sは任意の 2次の 2値行ベクトル) (5.12) 

で表される任意のベクトル zに対して，

日1x == 3x (5.13) 

が成り立つ. (5.12)の形の 2値ベクトルは全部で 2n/4個存在する.また，補題 5.1より，

(5.13)を満足する平衡点の直接引き込み領域は 1である.これより，次の補題を得る.

補題 5.4結合行列 W を，第 1行が (5.11)で与えられる巡回形零対角 2値行列とすれば，

直接引き込み半径が 1である平衡点が γ/4個存在する. 目

先ほどと同様に，第 l行が (5.11)で与えられる W のなかで，対称行列になるものを求

める. そのような wの 1つに次に示すものがある.

[ 0ぅ α?α"1，ーα， α"1，αぅ αに1，ーα，ーα，] (5.14) 

ただし，

α = [α1， α2， ・ぅ α(η-4)/8 ] (αi-土1)

α， = [-α(n-4)/8，ー α(η-4)/8-1，"'， α1 ] 

である.ここで， η は 4で割り切れるが， 8で割り切れないとする .
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補題 5.5η，を 4で割 り切れるが 8で割 り切れない自然数とする.結合行列 W を，第 1行

が (5.14)で与えられる巡回形零対角 2値行列とする.また，各ニューロンは非同期的に状

態を更新するとする.このとき， ネッ トワー クは大域的に安定であり， かつ 直接引 き込み

半径が 2である平衡点が少なくとも 271
/
4個存在する.

補題 5.3および 5.4を一般の場合に拡張することにより，次の定理が得られる.

定理 5.1n == 2lnLを満足する自然数 l(三2)，1η，が存在するとする.ある l-1次の 2値行

ベクトルを αとおき，巡回零対角 2値行列 W の第 l行を

21 21 21 

[~一一一一一 うーァー
"，.l，Qt， l，-oi] (5.15) 

α は任意の l-1次元 2値ベクトル

で与えるならば，R(x"') == 1n -1である平衡点が少なくともが個存在する.特に，lを奇

数とし， (5.15)式の αを，

α==[γ.γ'] 

ただし，

γ == [γ1， • • • ，，([-1)/2] 

γI == [_γ(1-1)/2、-γ(/-1)/2ーい ・・ 1γ1 ] 

で与えることにより W は対称行列になる. このとき，ニューロンが非同期的に状態を更新

するならば，ネットワークは大域的に安定である.

証明 :wの第 1行を (5.15)で、与えるとき ，W と

x==[s，s，'・1川T (sは任意の l次 2値行ベクトル) (5.16) 

で表される zの積を計算すると，

W x == (21ii - 1) x == {2 (m -1) + 1} x (5.17) 

となる .2(m -1) + 1三1であるから， (5.16)の形のあらゆる zは平衡点である .(5.16)の

形の zは全部で 2l個存在する.また (5.17)および補題 1より，それぞれの平衡点の直接

引き込み半径は m -1である.
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定理 5.1の W に対する平衡点の一つを

〆=[ 13*， .. . ，s* ]T 

とおく .x*の周りには，D(x* ，~1' )=2nl であるような平衡点 z が l 個存在する. (すべての

グにおいて，ある決まった要素を一つだけ反転したものはやはり平衡点であり ，s'"が 2nl

個あることから ，D ( x* ， x) = 2771 となる.また，s*の次数が lであるので，そのような平

衡点は l個存在する.)定理 5.1より 各平衡点の直接引き込み半径は 1n- 1であり，隣接

する平衡点との距離のほぼ半分であることがわかる(図 5.2参照).上の意味で各引き込み

領域はほぼ等しい広さをもっといえる.

平衡点の個数と直接引き込み半径の関係が定理 5.1よりただちに次のように得られる.

補題 5.6巡回形零対角 2値行列 W の第 1行を (5.15)で与えるとき， (5.16)を満足する平

衡点の個数を p(= 2l)とおけば，それらの p個の平衡点の直接引き込み半径は，

¥
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(5.18) 

である.

参考のため，連想記憶への応用と いう観点から得られた，平衡点の個数と直接引き込み

領域に関する結果の一つを次に示す.

定理 5.21，-1が等確率で現れる p個のベク トルから OuterProduct Methodによって

ネットワークを構成するとき ，pが

(1-2p)2n 
(0 ~ p < 1/2) 

410geη 
(5.19) 

を満足するならば，p個の平衡点それぞれについて，それからの距離が ρη 以内にあるすべ

ての状態が 1回の更新でその平衡点に収束する確率は nが大きくなるにつれて lに近付

E 
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図 5.2:平衡点の直接引き込み半径と平衡点聞の距離
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ここで，ある特徴的な例を用いて補題 5.6と定理 5.2を比較してみる.いま，

n = 2000， l = 8として，巡回零対角 2値行列 W の第 1行を (5.15)で与えるとする.この

とき， (5.16)の形の平衡点は 256(ニ 28)個存在し，それらの直接引き込み半径は 124であ

る.一方，定理 5.2によれば，すべての平衡点の直接引き込み半径を 124にしようとする

と， (5.18)式にρ=124/2000 = 0.062を代入して p< 50.4・・・を得る.すなわち，たかだか

50個の平衡点しか与えることができない.これは，我々の構成法で与えることのできる

256個に比べてかなり少ない.

5.4 結言

本章では，巡回形零対角 2値行列という，一般に非対称な結合行列を用いることによ

り，等しい広さの直接引き込み領域をもっ平衡点が多数存在するようなネットワークのー

構成を与えた.相互結合型ニューラルネットワークの動作は極めて複雑であるので，引き

込み領域の決定といった問題は非常に難しい.これまでにも連想記憶への応用に関連した

結果が発表されているが そのほとんどが ある特殊な仮定のもとで確率論的に導かれた

ものである.これに対して，本章では，具体的にネットワークを構成しており，また，ほと

んどの平衡点の直接引き込み領域を厳密に与えている.結合行列の決め方の違いや決定論

と確率論という問題の取り扱い方に違いがあるため，従来の結果と単純に比較することは

できないが，ある場合には，従来の構成法に比べてかなり優れた性質をもっネットワーク

を構成できることを明らかにした.
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第 6章

結論

本論文では，相互結合ニューラルネットワーク型非線形回路における種々の仮定のもと

で，回路の平衡点集合の特徴付け，所望平衡点集合を実現する回路の構成，といった問題に

ついて理論的考察を行なった.これらは，相互結合型ニューラルネットワークの重要な応

用である，連想記憶，パターン分類，ノイズ除去等において最も基本的な問題である.ま

た，回路の平衡点は x=F(Wx+I)という非線形方程式の解であるので，所望平衡点集合

の実現は，それらのベクトルだけを解とするような行列 W，およびベクトル Iを決定する

問題に帰着される.この種の非線形方程式は多数の解をもつが，その一般的解法が存在し

ないことや，xの次数が高くなるにつれて組合せの数(例えば， T の次数を 10とすれば，

すべての 2値ベクトルを 2つに分類する方法は 2210
通りある)が急激に増加することなど

から，上記の問題を一般の回路，すなわち一般の W および 1，について考察することは極

めて難しいと考えられる. したがって，本章における種々の特殊な仮定のもとでの議論は，

この問題に対する出発点として重要である.以下に，各章で述べたことを要約して本論文

のまとめとし，最後に今後の課題について述べる.

第 2章では，まず相互結合型ニューラルネットワークの代表的な連続系モデル，離散系

モデルについて説明した.次に，これらのモデルを連想記憶回路に応用する際の基本的事

項を述べ，現在よく知られている連想記憶回路の構成法とそれらの性質および問題点につ

いて概説した.連想記憶回路を構成することは，与えられた 2値ベクトルの集合を平衡点

とするようにネットワークのパラメータを決定することであるから，本研究で取り扱う問

題は，連想記憶への応用と密接な関係を持つ.

第 3章では，区分線形の飽和特性をもっオペアンプ，キャパシタ，線形抵抗，直流電流

源から構成される一種の相互結合型非線形回路について，所望の平衡点だけを実現する回

路構成法について考察した.ただし，この回路の結合は完全対称であると仮定した.この
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仮定は，回路の平衡点を与える方程式 :c= F(Wx + 1)において，行列 W の対角項がすべ

て等しい値をとり，非対角項もすべて等しい値をとることに相当する.

はじめに，オペアンプがすべて正相で用いられる場合とすべて逆相で用いられる場合

(通常の相互結合型ニューラルネットワークの連続系モデルではオペアンプはすべて正相で

用いられる)のそれぞれについて，回路の平衡点集合の特徴付けを行なった.その際，平衡

点集合を，各ベクトルに含まれる -1の個数の違いによって分類し それぞれの集合があ

る特徴的な形で表現されることを示した.

次に，その平衡点集合の特徴をを利用することにより，オペアンプがすべて正相，すべ

て逆相のそれぞれの場合について 与えられた 2値ベクトルだけが平衡点となるための必

要十分条件を簡単なアルゴリズムの形で与え，また その条件が満足されるときの回路パ

ラメータの決定方法を示した.この結果は 特殊な回路構造に対して得られているもので

あるが，これまでにない，所望の平衡点集合だけの実現という問題に対して，厳密な条件

を与えることができたという点で意義のあるものだと考える.

最後に，正相，逆相のオペアンプが混在する場合(すべて正相，すべて逆相の場合も含

む)について，リアプノフ関数を定義することによって回路が大域的に安定であることを

証明し，飽和領域にあるすべての平衡点が漸近安定であることを示した.

第 4章では，結合行列が k重テイパ一行列である離散系ニューラルネットワークの平衡

点の最大個数を厳密に評価した.このネットワークは n個のニューロンが環状に配置され

ている，各ニューロンはすぐ前方の k個のニューロンからのみ結合されており，それらの

k個の結合の強さはニューロン聞の距離とともに小さくなる，自分自身との結合はもたな

い，といった特徴をもっ.平衡点の個数は，連想記憶への応用においては，記憶容量に関わ

る問題であり，また巡回セールスマン問題などの最適化問題への応用においては，目的関

数の局所最小点の個数に関わる問題である.はじめに， k=1，2，3，4のそれぞれの場合につ

いて平衡点の最大個数を厳密に評価し，それがニューロンの個数 Tl と無関係に極めて少な

いことを明らかにした.次にたが大きくなるにしたがって平衡点の最大個数がどのように

増加するかを調べるために，k=n-1の特別な場合を考え，2n/2個の平衡点が存在するよ

うなネットワークが具体的に構成できることを示した.このことより，一般に平衡点の最

大個数はニューロン数 η に関して指数関数的に増加することを明らかにした.

第 5章では，結合行列が零対角 2値行列である離散系ニューラルネットワークに対し

て，一構成法を与え，その方法によって構成されるネットワークの平衡点の個数とその引

き込み領域について厳密な評価を行なった.相互結合型ニューラルネットワークの動作は
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非常に複雑で、あるため，一般のネットワークに対して引き込み領域を評価することは極め

て難しい.これまでにも，連想記憶への応用に関連した引き込み領域に関する理論的結果

が発表されているが，そのほとんどが，ある特殊な仮定のもとで確率論的に得られたもの

である.これに対して，第 5章では，具体的にネットワークを構成し，平衡点の個数と引

き込み領域との関係を厳密に与えている.その結果，構成されたネットワークにはほぼ等

しい広さの引き込み領域をもっ平衡点が多数存在することを示した.

以上，本論文の各章の結果を要約したが，いずれの議論においても特殊な場合を取り

扱っており，これから上記の結果を一般化していくことが必要で、ある.今後の課題は，より

一般のネットワークに対して，平衡点の最大個数や引き込み領域などの特徴付け，所望の

平衡点集合だけを実現する回路構成法の提案，結合が非対称の場合の大域的安定性に関す

る条件の導出等を行なうことである.
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