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概 要 待ち行列理論では、待ち行列の長さは待ち人数で表される。しかし、実際の待ち行列では

人が列を詰める時間のために、待ち行列の長さは待ち人数に一人当たりにスペースを乗じたものより

も長くなると考えられる。本研究では、待ち行列理論に排除体積効果を導入し、待ち行列の長さが待

ち人数と異なることを示すと同時に、実験によりその現象を確認した。

1 はじめに

待ち行列理論は Erlangの電話交換の研究に始まり、現在ではサーバの設計などにも利用されて
いる大変重要な理論である [1]。最も基本となるM/M/1型は、人の待ち行列で例えると、ポアソン
過程による人の到着と、指数分布のサービス時間を考えており、行列に並んでいる人の人数や待
ち時間の平均や分布を簡単に計算することができる。
しかし待ち行列理論では排除体積効果を考慮していないため、人の待ち行列の解析の際に問題
となる点が二つ考えられる。一つは行列の長さの値である。待ち行列理論では行列に「いくつ」も
のや人が並んでいるかで状態を記述するため、ネットワーク上を移動するパケットのように物理
的な大きさがない場合は非常に有効な理論である。しかし、人のように大きさがある場合、すわ
なち排除体積効果がある場合、図 1 (a)の (A), (B), (C)のような待ち人数が等しく人と人の間隔が
異なる状態を同じものとして扱ってしまうことになり、行列の長さを正確に計算することができ
ない。もう一つは列を詰める時間による遅れである。何人並んでいるかで状態が記述される待ち
行列では、四人並んでいる状態から一人減れば三人並んでいる状態なる。これはすなわち、前の
人が移動した「瞬間」に次の人は前の人がいた場所に移動する状況を考えていることになる (図 1

(b1))。前の人が移動することが予め予想できれば図 1 (b1)の移動は可能であり、人が足並みを揃
えて行進している場合などがそれに当たる。しかし待ち行列に並んでいる人は、多くの場合止まっ
ては進むということ繰り返すので、自分の前に人が動くのを待ち構えたりせずに、図 1 (b2)のよ
うに一人分の空間ができたあと移動するのが普通である。
そこで我々は、セルオートマトンを用いて待ち行列理論に排除体積効果を導入した排他待ち行
列 (以下 E-Queue)の定常状態での厳密解を求め、通常の待ち行列 (以下 N-Queue)と比較すること
により、待ち行列の長さが待ち人数とどのように異なるのかを調べた。さらに実際の人による実
験も行い、理論解析の検証も行った。

2 モデルの解析

本研究では、N-Queue (C) (連続時間の通常の待ち行列), N-Queue (P) (パラレルアップデートの通
常の待ち行列), E-Queue (パラレルアップデートの排他待ち行列)1の三つのモデルについて考える。

1連続時間の排他待ち行列は [2]において定常状態の厳密解が求められている。
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図 1: (a)現実の待ち行列の状態と待ち行列理論で表わされる状態の違い。待ち行列理論では、待ち
人数が等しく人と人の間隔が異なる (A), (B), (C)のような状態は区別されず、全て待ち人数 n = 4

という状態でまとめられてしまう。(b1), (b2) N-Queueと E-Queueの概略図。N-Queueでは “A”が
サービスを終えると同時に “B”が列を詰めサービス窓口に移動するのに対して、E-Queueでは窓口
が完全に空いてから “B”が移動する。

D ABC

D ABC

D BC

D ABC

D BC

E

E

(a) N-Queue

4n =

3n =

4n =

5n =

1

(1 )(1 )

λ µ
λµ λ µ

− − + − −

(1 )

λ
λ µ
 −

(1 )

(C): 

(P): 

µ
λ µ

 −

(b) E-Queue
(1 )(1 )λ µ− −

(1 )λ µ−

(1 )λ µ−

λµ

図 2: (a) N-Queueと (b) E-Queueのアップデートの例。(a)の各矢印の上に書かれている数式は、上
段が N-Queue (C)の場合の遷移レート、下段が N-Queue (P)の場合の遷移確率である。

パラレルアップデートにおける確率パラメータは、連続時間のモデルではレートであるが、連続
時間のモデルにおける単位時間をパラレルアップデートのモデルの単位時間ステップと定めれば、
共通の時間スケールで三つのモデルを比較することが可能である。本論文では、到着とサービス
に関するパラメータとして λ , µ を用いるが、それらがN-Queue (C)に関するものであれば、レー
ト (λ ,µ ∈ [0,∞))、N-Queue (P), E-Queueに関するものであれば確率 (λ ,µ ∈ [0,1])と考えることに
する。また以下では定常状態について考察する。

N-Queueでは、λ で新たに人が行列に到着して待ち人数が一人増え、µ で一人の人のサービス
が終了して待ち人数が一人減る。N-Queueのアップデートの例を図 2 (a)に示す。N-Queue (C)や
N-Queue (P)では、マスター方程式を解くことにより、待ち人数や待ち時間を計算することができ
る [1, 3]。

N-Queueでは、状態が待ち人数のみで表わされるのに対して、E-Queueの状態は、図 3 (a)のよ
うに人がいるセルといないセルの並びで表される。毎時間ステップ、確率 λ で最後尾に人がひとり
到着し、窓口セルに人がいれば確率 µ でサービスが終了してその人は待ち行列から出て行き、そ

2



2 1 ( )3,0BP3

123

123

13 2

13 2

2 13

123

123

( )3,1BP

( )3,2BP

( )3,3BP

( )3,0AP

( )3,1AP

( )3,2AP

( )3,3AP

3 124

n=4

0 10 A
m=(100)2=(4)10

( )4,4AP

(a) (b)

図 3: (a) n = 3の場合の定常状態の一覧。(b)待ち行列の状態とその存在確率 PX(m,n)の対応。ま
ず窓口の状態と待ち人数から、X と nが決まる。そして先頭の人を除く人を、その人の前のセル
が埋まっていれば 0、空いていれば 1に置き換える。その 0, 1の並びを右から二進数として読み、
それを十進数に直したものが mとなる。図では PA(4,4)の場合を例として示している。

れ以外の人は自分の右隣のセルが空いていれば移動する。図 1 (b2)の時刻 t +1の場合のように、
窓口セルに人がいない場合は誰もサービスを受けないため、次の時間ステップで待ち人数が減る
ことはない。アップデートの例を図 2 (b)に示す。

E-Queueの待ち人数の分布を求めるために、まず n人並んでいる状態がいくつかあるかを考え
る。E-Queueでは自分の前のセルが空いていれば必ずその人は一セル詰めるため、空きセルが二
つ以上連続することはない。したがって、待ち人数が n人の状態は 2n (図 3 (a))あると考えられる。
窓口セルが埋まっている状態はAグループに、空いている状態は Bグループに属するとし、各グ
ループの中での番号mを図 3 (b)のように付けることにすると、E-Queueの状態は (窓口の状態,人
数,各グループの中での番号)、すなわち (X ,n,m) (X ∈ A,B, n ∈ Z≥0, m ∈ [0,2n−1 −1])という三つの
パラメータで書ける。状態 (X ,n,m) (n ≥ 1)となる確率を PX(n,m)と表わすことにし、n = 0の確率
を P0と書く。すると E-Queueの定常状態におけるマスター方程式は、

P0 = (1−λ )P0 +(1−λ )µPA(1,0) (2.1)

PA(1,0) = λP0 +(1−λ )(1−µ)PA(1,0)+(1−λ )PB(1,0) (2.2)

PA(n,m) = λ (1−µ)PA(n−1,m)+(1−λ )(1−µ)[PA(n,2m)+PA(n,2m+1)]

(n ≥ 2, 0 ≤ m ≤ 2n−2 −1) (2.3)

PA(n,m) = λPB(n−1,m−2n−2)+(1−λ )[PB(n,2(m−2n−2))+PB(n,2(m−2n−2)+1))

(n ≥ 2, ≤ 2n−2 ≤ m ≤ 2n−1 −1) (2.4)

PB(n,m) = λ µPA(n,m)+(1−λ )µ(PA(n+1,2m)+PA(n+1,2m+1))

(n ≥ 1) (2.5)

と書け、これらを規格化条件と共に解くことにより、P0, PX(m,n)が求められる。さらにP0, PX(m,n)

を用いて、人数と長さの確率分布 PN(n), PL(l)を得ることができる。

PN(n) =
(rN)

n

1−µ +λ µ
P0,

(
rN =

λ (1−µ +λ µ)
(1−λ )2µ

)
, PL(l) =

(
λ

(1−λ )µ

)l

P0. (2.6)

ここで ρ = λ/µ は、到着サービス比であり、P0 = 1−λ/[(1−λ )µ]である。PN(n), PL(l)が収束す
る条件より、定常状態が存在するのは、λ < µ/(1+µ)であることが分かる。また、人数の平均値
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図 4: (a)到着サービス比 ρに対する平均待ち人数Nと平均行列長さ L。(b)曲線 R1 = 0.9, R2 = 0.9,

ρ = 1/(1+µ)で分けられる五つのパラメータ領域。領域 (M)では、R1 < 0.9, R2 > 0.9である。

N,行列長の平均値 Lは上記の分布を用いて、N =
ρ

1− ρ
1−λ

, L =
1

1−λ
ρ

1− ρ
1−λ
と計算することがで

きる。

3 N-Queueと E-Queueの比較

本節では、N-Queue (C), E-Queueの比較を行う。(N-Queue (P)も含めた比較については、[3, 4]

を参照されたい。)以下では、到着サービス比 ρ とサービス率 (確率)µ を独立変数として扱い、λ
は ρ と µ の関数 (λ = ρµ)と考えることにする。
図 4 (a)は、µ が一定の基で到着サービス比 ρ に対して平均待ち人数 N と平均行列長さ Lをプ

ロットしたものである。これらの図を見ると、N-Queue (C)と比較して、E-Queueの値は大きいこ
とが分かる。E-Queueでは排除体積効果を考えているため、一人のサービスが終了してから次の
人がサービスを受けるために列を詰める時間が存在するので、サービスの遅れが生じ、平均待ち
人数 Nや平均長さ Lが大きくなっている。また µ の値が大きくなることにより、N, Lが共に増加
していることも分かる。N-Queue (C)では、平均待ち人数は ρ のみによって決定される [1]。しか
し E-Queueでは、窓口を通過するためには「サービス時間」+「詰める時間」が必要となる。その
平均値は、1+1/µ であり、µ が小さい場合、すなわちサービス時間が長い場合は詰める時間は無
視することができるが、サービス時間が短くなるにつれて詰める時間の影響は大きくなる。ρ が
一定の場合、サービス時間が短くなれば、到着間隔も短くなりより多くの人が到着するようにな
る。しかし詰める時間が定数であるため、窓口を通過するために要する平均時間はサービス時間
に比例して短くなることはない。ゆえに、待ち人数や列の長さが増加することになる。
最後に、E-Queueの待ち人数 Nと行列の長さ Lを比較すると、常に Lの方が大きくなっている

ことも分かる。これは人がいない空いているセルも行列の長さに含めているからである。一見二
つのグラフは近い値をとっているように見えるが、それはグラフの傾きが非常に大きいためで、
µ = 0.4, ρ = 0.65のとき、N = 5.3, L = 7.2と二人分の長さもの差が出ている。また上で述べたよ
うに、N-Queue (C)の平均待ち人数は E-Queueのそれよりも小さい。従って以上をまとめると、ま
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図 5: (a)実験の様子 (左右を反転して表示) (b)実験から得られた待ち行列長さの時間変化

ず E-Queueにおける平均行列長とN-Queue (C)における平均待ち人数は明らかに異なる。よって、
N-Queue (C)を用いて計算した待ち人数で行列の長さを推定することは難しいと思われる。E-Queue

における平均行列長と平均待ち人数の差は、N-Queue (C)における平均待ち人数との差程ではない
が、行列の長さをより正確に求めたい場合は、E-Queueの Lを用いる必要があると考えられる。
図 4 (b)は、

R1(ρ,µ) =
NN-Queue (C)

LE-Queue (P)
= 0.9, R2(ρ ,µ) =

NE-Queue (P)

LE-Queue (P)
= 0.9 (3.1)

となる曲線と E-Queueが発散するときの条件 ρ = 1/(1+µ)を、ρ-µ平面上にプロットしたもので
ある。この図を見ると、どのような場合に排除体積効果の影響が強く、待ち人数と行列の長さが異
なってくるか調べることができる。まず、左下の ρ , µが共に小さな領域ではR1 > 0.9かつR2 > 0.9

である。つまり N-Queue (C)の待ち人数で行列長を見積もっても誤差は 10%未満に収まると考え
られる。次に、(M)と書かれた領域では R1 < 0.9かつ R2 > 0.9であるので、N-Queue (C)のNで行
列長を見積もると誤差が 10%より大きくなってしまうが、E-Queue (P)の N との誤差は 10%未満
に収まる。さらに ρ , µ が大きくなると R1 < 0.9かつ R2 < 0.9となり、待ち人数で行列長を近似す
ると、誤差が 10%を越えるようになる。また点線より右上の領域では、待ち行列が発散する。以
上より、ρ , µ が共に大きい場合、つまり待ち行列が混んでいて、かつサービス時間が短い場合に
「待ち行列の長さ」̸=「待ち人数」となることが分かる。今回は、R1 = 0.9, R2 = 0.9となる場合に
ついて考えたが、R1, R2は任意の (0,1)の値について考えることができる。

4 実験

我々は理論から得られた行列の長さと待ち人数が異なるという結果を検証するため、実際の人に
よる図 5 (a)のような実験を行った。人の到着時間とサービス時間の分布には幾何分布を用い、パ
ラメータは図 6 (a)にあるような三種類のものを試した。平均サービス時間 (1/µ)と平均到着時間
(1/λ )の比は三つの条件全てにおいて ρ = 0.8であり、パラレルアップデートの単位時間ステップ
を 1 [sec]とすると、Slowはサービス時間が長めの条件、Middleと Fastは E-Queueにおいて待ち
時間が最小値をとる条件と発散する条件である。被験者に動き方の指示はせず、列の詰め方は自然
な動きに任せた。図 5 (b)は、実験開始からの時刻に対する待ち行列の長さをプロットしたもので
ある。これを見ると、Fastの場合は行列の長さが増加していっていることが分かる。ρ = 0.8 < 1で
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図 6: (a)実験パラメータ (b)理論・実験による平均行列長。Fastでは NN(C)以外発散してしまう。

あるため、N-Queueにおいては待ち時間が長期に渡って増加することはなく [1]、N-Queueでは実
験結果を再現することはできない。しかし、Fastは E-Queueにおいて待ち行列が発散する条件であ
るため、E-Queueとは振る舞いが一致する。図 6 (b)は理論計算と実験による平均行列長をまとめ
たものである。モデルにおける人ひとりの占有スペース (1セルの大きさ)は、∆l =2/3 [m]とした。
これを見ると、N-Queue (C)の Nを用いて計算した行列長 (NN(C)∆l)は実験データよりかなり小さ
いことが分かる。また E-Queue (P)の N を用いて計算を行うと実験データに近い値を得ることが
でき (NE∆l)、E-Queue (P)の Lではより正確な値を求められることが見てとれる (LE∆l)。E-Queue

(P)の Lが実験データよりも小さな値となるのは、待ち行列内の移動のばらつきが原因であると考
えられる。E-Queueでは前のセルが空いていれば確率 1で移動するが、実際の人の移動速度は完
全に均質ではない。待ち行列モデルでは平均が等しい場合、到着やサービスのばらつきが大きい
と待ち人数は大きくなる [1]。従って、より現実的な値を計算するためには、待ち行列内の移動に
も確率を用いたモデル [有田・柳澤: 本講究録]等を考える必要があると思われる。

5 まとめ

本研究では、排除体積効果を取り入れた待ち行列モデルの待ち人数や行列の長さの分布や平均
値を厳密に計算した。またそれらの結果を排除体積効果を考慮しないモデルと比較し、排除体積
を考慮したモデルでは列を詰める時間のために待ち人数や行列長が増加することを示した。また、
人の到着が頻繁でサービス時間が短い場合に、待ち人数と待ち行列の長さは異なる値をとること
も調べられた。さらに実際の人による待ち行列の実験も行い、待ち行列モデルに排除体積効果を
取り入れると、より現実的なモデルになることが確認された。
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