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確率変数がある場合の逓減摂動法の適用について

宇都宮大学工学研究科 矢嶋徹 (YAJIMA Tetsu)
群馬高専 宇治野秀晃 (UJINO Hideaki)

概 要 さまざまな物理モデルから非線形方程式を導出する方法に，逓減摂動法がある．ここ

では，モデルに確率的に変動する量が現れるとき，逓減摂動法を適用する方法を考察し，確率的

なノイズを有する具体的な力学モデルに対して実際に応用した結果について適用を試みる．

1 はじめに

非線形可積分方程式を導く物理系には，Scottのモデルのような純力学的なものから，流体やプ
ラズマ，光学系などのいろいろなものがある．そのような系を記述するモデル方程式から非線形
方程式を抽出する代表的な方法が逓減摂動法である．本稿では，確率的に変動するような要因が
ある中で，実際のモデル方程式に対して逓減摂動法を適用する方法を考える．
筆者たちは，従来，非線形可積分方程式に付随した確率過程の構成を行ってきた [1]．そこでは
非線形方程式の保存則を確率の保存則と見なし，それに対応する確率微分方程式を構成してその
振る舞いを解析した．その結果，ソリトン解が確率分布を表し，変数の時間変化が解に引きずら
れて運動する様子が観察され，運動方程式を通じた解釈も得られた．しかしながら，確率変数の
時間発展や非線形方程式の波形の運動の物理的意味，確率変数と物理量の関係などが曖昧であっ
た．実際の物理モデルからの方程式の導出を通して，これらの問題に一定の解釈を与えることも
目指したい．
いま，自由度 Nの力学系で，変数 u = (uj) ∈ R

N の時間発展は，通常運動方程式

Fk(t,u, u̇, ü) = 0 （k = 1, . . . ,N） (1.1)

に従う．uj たちが格子点上のスピン変動のようなものを表す場合，格子間隔を 0にする極限を考
えて空間を連続化するが，格子点が熱的に揺らいでいる場合など，空間ラベル jと連続変数 xの間
に決定論的な対応関係がない場合は非線形方程式を導出する際の変数変換について，位置の変位
dxや変動の大きさなどのオーダーを正確に評価しなければならない．これは，離散的なシステム
に限らず，もとの物理系が流体などの連続的な場合でも同様である．以下では，力学モデルに際
して，確率変動を伴う場合にも逓減摂動法を適用できるように定式化し，実際に応用を試みるこ
とにする．

2 確率変動しない場合

ここではまず，確率的な効果がない場合について，回転振り子が連続した Scottのモデルを取り
上げ，非線形シュレディンガー（以下NLS）方程式を導く場合を考える．Scottのモデルは，空間
連続化により sine-Gordon（以下 SG）方程式となり，SG方程式における小振幅の波の時間発展が
逓減摂動法によって NLS方程式に帰着することは Kodamaによって定式化されているが [2]，ここ
での議論はその変形である．
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図 1: Scottのモデル

通常の Scottのモデルでは，右図 1のような振り子が回転面に垂直な
方向に並列に連結された系で， j番目の振り子の振れ角を φ j として運
動方程式

mφ̈ j = κ(φ j+1 −2φ j + φ j−1)− mg
l

sinφ j

を考えるが, 2階微分に対して確率変数の導入が困難であるので，ここ
では角速度を ω j を導入して連立化した運動方程式

φ̇ j = ω j

ω̇ j = c2Δ2φ j −μ sinφ j
(2.1)

から出発する．ただし，c, μ は運動方程式中の係数を適当に置き換えた定数で，Δ2は空間中心差
分演算子：

Δ2φ j = φ j+1 −2φ j + φ j−1

である． j番目の振り子の位置を x j として φ j(t) → φ(x, t), ω j(t) → ω(x, t)のように連続化すれば，

dφ j = φ j,t dt + φ j,x j dx j +
1
2

φ j,x jx j(dx j)2 + · · ·

dω j = ω j,t dt + ω j,x j dx j +
1
2

ω j,x jx j(dx j)2 + · · ·

⎫⎪⎬⎪⎭ （x j → x） (2.2)

となる．ここで，x j = a j（aは格子間隔）であり，non-stochastic ならば dx j, (dx j)2等はすべて 0
である．逓減摂動法では Gardner-Morikawa（以下 GM）変換

ξ j = ε(x j − vt), τ = ε2t (2.3)

を行うので，dξ j = ε(dx− vdt), dτ = ε2dt となることに注意すれば，

dφ j = φ j dt + φ j,ξ j dξ j + · · · → (φ j,t + ε2φ j,τ − εvφ j,ξ )dt + · · ·
dω j = ω j dt + ω j,ξ j dξ j + · · · → (ω j,t + ε2ω j,τ − εvω j,ξ )dt + · · ·
c2Δ2φ j = c2a2φ j,xx → c2a2(φ j,x jx j + 2εφ j,x jξ j + ε2φ j,ξ jξ j)

が得られることになる．ゆえに，(2.1)式は

dφ j = ω j dt, dω j =

[
c2Δ2φ j + μ(φ j −

φ3
j

6
)

]
dt (2.4)

のようになる．ここで

φ j =
∞

∑
n=1

εn
n

∑
l=−n

φ (n,l)(ξ ,τ)eil(κ j−wt), ω j =
∞

∑
n=1

εn
n

∑
l=−n

ω(n,l)(ξ ,τ)eil(κ j−wt) (2.5)

のように展開し，εの同次数の係数を比較することにより，分散関係や群速度の定義のほか，φ (1,1)

について NLS方程式が得られる．
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3 確率変数を含む場合への適用
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図 2: 振り子の付け根に振動
を生じる場合

次に，確率的な要因を考えてみよう．たとえば，それぞれの振り
子に熱的な振動が加わり，振り子の位置 x jに揺らぎが生じているよ
うな場合を考えればよい．この場合，σ を定数として

dx j = σdB j （B j はブラウン運動） (3.1)

のように変化するとしよう．このとき，GM変換 (2.3)のもとでは

dξ j = εσ dB j − εvdt, dτ = ε2 dt (3.2)

のような関係が得られる1．また，その際変数 φ j の変化は伊藤の公
式に従い，空間差分演算子を微分によって表すと

dφ j = [φ j,t + ε2φ j,τ − εvφ j,ξ +
σ 2

2
(φ j,x jx j + 2εφ j,x jξ j

+ ε2φ j,ξ jξ j
)]dt + σ(φ j,x j + εφ j,ξ j

)dB j

c2Δ2φ j = c2a2φ j,xx → c2a2(φ j,x jx j + 2εφ j,x jξ j + ε2φ j,ξ jξ j)
(3.3)

となる．以下，|dx j|が格子間隔 aに比べて十分に小さいと仮定して考えよう．式 (3.3)のように，
物理量の変化に対してブラウン運動に起因する変動項が現れるので，モデルの方程式 (2.1)を

dφ j = ω j dt + φ̃ jdB j

dω j = (c2Δ2φ j −μ sinφ j)dt + ω̃ jdB j
(3.4)

のように変形して，それを吸収する必要がある．このモデル方程式に対して GM変換 (2.3)および
変数変化規則 (3.3)を適用すれば，⎧⎨⎩ φ̃t = σφx + εφξ

ω = φt + ε2φτ − εvφξ +
σ 2

2
(φxx + 2εφxξ + ε2φξξ )⎧⎨⎩ ω̃t = σωx + εωξ

c2Δ2φ −μ(φ − φ3

6
) = ωt + ε2ωτ − εvωξ +

σ 2

2
(ωxx + 2εωxξ + ε2ωξξ )

の 2組の結果を得る．従属変数の展開は (2.5)のように行うが，確率変動する項の釣り合いを考え
ると，そのままの形ではなく，

φ j =
∞

∑
n=1

εn

[
φ (n,0)(ξ ,τ)+

n

∑
l=1

φ (n,l)(ξ ,τ)eil(kx−wt) +
−n

∑
l=−1

φ (n,l)(ξ ,τ)eil(kx−wt)∗
]

ω j =
∞

∑
n=1

εn

[
ω(n,0)(ξ ,τ)+

n

∑
l=1

ω(n,l)(ξ ,τ)eil(kx−wt) +
−n

∑
l=−1

ω(n,l)(ξ ,τ)eil(kx−wt)∗
]

のように複素構造を導入する必要があることに注意したい．
以上で逓減摂動法を適用するための式がすべて得られた．これらを代入・整理して ε について
同じ次数を比較すれば，振幅どうしの関係や，0となる低次の振幅が得られるほか，

• 分散関係：
(

w− i
σ 2k2

2

)2

= m2 + c2k2

1ポスター掲示の際に ξ j における ε の次数について考慮すべき点があり得ることが指摘された．この点の検討と議
論については別の機会に譲る．
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• 速度の関係：(iv+ kσ 2)w− ic2k = 0

が導出される．変数の複素構造が通常の場合と異なるため，複素数に接続された関係式となって
いる．ε3のオーダーで φ (1,1)に関する有意義な式

−2iwrφ
(1,1)
τ +(v2 − c2 − k2σ 4)φ (1,1)

ξξ − m2

2
ek2

r σ2tφ (1,−1)φ (1,1)2 = 0

2iwrφ
(1,−1)
τ +(v2 − c2 − k2σ 4)φ (1,−1)

ξξ − m2

2
ek2

r σ2tφ (1,1)φ (1,−1)2 = 0
(3.5)

が得られる．ここでは非線形項の係数に余計な因子 ek2
r σ2t が現れ，時間と共に無視できない効果を

見せることになる．よって (3.5)は長時間の時間発展を記述するためには十分とは言えない．

4 結論

本稿では，確率的に変動し得る量がある場合に逓減摂動法を利用する方法について考察した．逓
減摂動法においては GM変換の次数と変数の次数のバランスを考慮することが重要であるが，こ
こでは Scottのモデルを例にとって，ブラウン運動による振り子の支点の変動も考慮した上でこら
らのバランスを考慮し，非線形方程式を導く手法の導入を試みた．得られた方程式においては時
間と共に発散する項が残る形となり，変数間の次数のバランスをより深く検討する必要が残され
た．これは，GM変換の際に導入された時空間のスケール変換に際してそれらが dξ や dτ のオー
ダーに与える影響を評価することで可能となると考えられる．
このような定式化は，Scottのモデルのような特定の状況のみに有効なものではなく，Maxwell-

Blochのモデルなどの他の物理系から導かれるソリトン方程式に，確率変動を取り入れるために有
用となるであろう．また，筆者たちが先行研究として行ってきた，ソリトン方程式に付随した確
率過程の構成において，確率変数の物理的意味や，数値計算の解釈などに利用できることが期待
されるが，それは今後の課題として残されている．
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