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ベクトル, 行列連分数の組合せ論的解釈とその周辺

京都大学大学院　情報学研究科 新宮史也 (SHINGU Fumiya)
京都大学大学院　情報学研究科 上岡修平 (KAMIOKA Shuhei)

概 要 ある重み付きグラフを導入し, その重み付きグラフ上の経路の重みを考えることによって得られる量
を用いて, 行列連分数と, べき級数を成分に持つ行列との間の関係を組合せ論的に考察する. また, Block-Hankel
行列式の組合せ論的な表現を与え, 行列連分数やべき級数の行列と Block-Hankel行列式の関係に対する組合せ
論的な考察を行う.

1 はじめに

連分数とべき級数の間には, Padé近似を通して密接な関係が知られており [1], また, 直交多項式や離散可
積分系との関係も知られている [4]. ベクトル連分数, 行列連分数は, 連分数を拡張したものとして導入され,
Hermite-Padé近似との関係や, 双直交多項式との関係などの研究が行われている [5, 6].
一方, Flajoret[2]によって, 重み付きMotzkin路の重みに由来する母関数が, Jacobi型の連分数に展開で
きることが示され, べき級数と連分数の組合せ論的な側面が明らかになった.
しかし, ベクトル連分数, 行列連分数の持つ組合せ論的な側面に関しては, 明らかになっていない.
本報告では, ある重み付きグラフを用いることで, 行列連分数とべき級数の行列の間の関係を組合せ論的
に考察する. ベクトルに関しては, p × 1の行列と考え, 行列に含めている. また, 双直交多項式とも関連す
る Block-Hankel行列式に対する組合せ論的な考察も行う.

2 行列連分数

初めに, 本研究で用いている行列連分数の定義を与える.
q次正方行列 Iq と p × q行列 B = (bi,j)1≤i≤p,1≤i≤q に対して, q次正方行列 J を用いて,

J

(
Iq

B

)
=


0 · · · 0 1
1 0

. . . 0
1 0


(

Iq

B

)
=

(
B1

B2

)

によって q次正方行列 B1 と p × q行列 B2 を定める. すなわち,

B1 =


bp,1 · · · bp,q

1 0
. . . 0

1 0

 , B2 =


0 · · · 0 1

b1,1 · · · b1,q

· · ·
bp−1,1 · · · bp−1,q


である.

B1, B2 を用いて, 行列の変換 T を T (B) := B2B
−1
1 と定義する.

行列の比 1/B は, 行列の変換 T を用いて 1/B = T (B)と表す.
この変換 T を用いることで, 行列連分数を形式的に定義することができる. すなわち, C, B, Z がそ

れぞれ p × q 行列である時, C/(B + Z) = C ∗ T (B + Z) と定義し, これを再帰的に用いることで行列
連分数を定義する. ここで, 演算 ∗ は, 行列の各成分ごとの積を成分として持つ行列を得る演算とする.
((A ∗ B)i,j = (A)i,j ∗ (B)i,j)
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3 重み付きグラフ

行列連分数と, べき級数を成分とする行列に対して組合せ論的な考察を行うために, 重みつきグラフD(p,q)

を導入する.
グラフD(p,q) は, 節点の集合 V と有向枝の集合 E で定義される.

V = {(i, j) ∈ Z2|j ≥ 0, ∃n ∈ Z, qi − j = (p + q)n}

E = E1 ∪ E2

E1 = {((i, j), (i + 1, j + q)) ∈ V × V }

E2 = {((i, j), (i + 1, j − p)) ∈ V × V }

節点 v = (i, j)であるとき, j を節点 vの高さと呼ぶ.
有向枝 eの始点を (i, j)とするとき, eの重みを列 {bn}n≥p によって次で定義する.

w(e) =

1, e ∈ E1

bj , e ∈ E2

グラフD(p,q) 上の経路 πの重みは, πに含まれる全ての枝の重みの積として次で定義する.

w(π) =
∏
e∈π

w(e)

更に, 節点の一部を, 次の規則により sn, tn と呼ぶ.

sn =
(
−

⌊
p + q

q
n

⌋
, pn (mod q)

)
, tn =

(⌊
p + q

p
n

⌋
, qn (mod p)

)
, n ∈ Z

グラフD(3,2) を図 1に示す.

図 1: A graph D(3,2).

4 べき級数の行列と行列連分数

行列連分数と, べき級数を成分として持つ行列の関係を, グラフD(p,q)から得られる組合せ論的な量を用

いて考察する.
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べき級数を成分として持つ p × q行列 Gを, 次で定義する.

(G)ij = gij =
∞∑

n=0

cpqn+Ψ(i,j)z
pn+Φ(i,j), i ∈ {0, 1, · · · , p − 1}, j ∈ {0, 1, · · · , q − 1} (4.1)

ここで, Φ(i, j)は, up − vq = 1を満たす整数 u, vに対して

Φ(i, j) = (j − i)(u + v) (mod (p + q)), i ∈ {0, 1, · · · , p − 1}, j ∈ {0, 1, · · · , q − 1}

で決まり, Ψ(i, j)は, up − vq = j − iを満たす整数 u, vに対して

Ψ(i, j) = up + i (mod pq)

= vq + j (mod pq), i ∈ {0, 1, · · · , p − 1}, j ∈ {0, 1, · · · , q − 1}

で決まる. 例えば, p = 3, q = 2の場合, 次式のようになる.

G =

 c0 + c6z
3 + · · · c3z + c9z

4 + · · ·
c4z

2 + c10z
5 + · · · c1 + c7z

3 + · · ·
c2z + c8z

4 + · · · c5z
2 + c11z

5 + · · ·


このとき, 次の定理が成り立つ.

定理 1. べき級数の係数の列 {cn}n≥0 とグラフD(p,q) 上の重みの列 {bn}n≥0 との間に, 等式

cip+jq = w(si → tj), i, j ∈ Z (4.2)

が成り立つとき, 行列 Gは, 次のように行列連分数に展開できる.

G =


1 · · · 1
...

...
1 · · · 1




0 · · · 0
...

...
0

0 · · · 0 1


+


1 · · · 1 z
...

...
...

1 · · · 1 z

−bp · · · −bp −zbp




0 · · · 0
...

...
0

0 · · · 0 1


+


1 · · · 1 z
...

...
...

1 · · · 1 z

−bp+1 · · · −bp+1 −zbp+1




0 · · · 0
...

...
0

0 · · · 0 1


+ · · ·

等式の右辺は, siから tj へ至る全ての経路の重みの総和を表す. 一般に ip + jq = n, n ≥ 0を満たす i，j

の選び方は一意ではないが, i, jの選び方に関わらず, 右辺は等しくなることに注意する. また, Gの成分の,
cip+jq を含む項の zの指数は, si から tj へ至る経路中で, E1 に含まれる枝の数と等しくなっている.

証明. 行列 Gのの定義式 (4.1)より, 行列 Gの要素 gij の係数は, 全てグラフD(p,q) 上の高さが j の節点か

ら iの節点へ至る経路の重みの総和になっていることが分かる.
経路の終点, 始点の高さをそれぞれ i, j として, グラフD(p,q) 上の経路を以下の 4種類に分類する.

(i) i = j = 0 (ii) i = 0, j > 0 (iii) i > 0, j = 0 (iv) i > 0, j > 0
図 2に分類を図示する.節点横の記号は節点の高さを表し, 点線は任意の経路を, 破線は高さ 0の節点を経
由しない任意の経路を表している.

(i)の経路は, 始点と終点が一致するものと, 一致しないものの 2種類に更に分類できる. 一致しない経
路は, 図 2(i)の点線部分, 高さ 0の節点を始点とする枝 e1 ∈ E1, 破線部分, 高さ pの節点を始点とする枝

e2 ∈ E2 の 4つの部分に一意に分解できる. 従って, g00 は，次の関係式を満たす.

g00 = 1 + g00zĝp−1,q−1bp (4.3)

3



図 2: A classification of paths on a graph D(p,q).

ここで, gij = gij(b)に対して, ĝij は ĝij(b) := gij(δb)で定義される. ただし, δ はシフト作用素で, δbは

b = {bn}n≥p に対して δb := {bn+1}n≥p で定義される列を表す.
(i)の経路と同様にして, (ii)の経路は図 2 の (ii)に示すように一意に分解できる. 従って, g0j , j > 0は,
次の関係式を満たす.

g0j = ĝp−1,j−1bpb00 (4.4)

(iii)の経路についても, (ii)の経路とほぼ同様にすると, 次の関係式が成り立つことが分かる.

gi0 = b00zĝi−1,q−1 (4.5)

(iv)の経路は, 高さ 0の点を一度も通らない場合と, 少なくとも一度通る場合の 2種類に分類できるので,
図 2の (iv)より, gij , i > 0, j > 0は, 次の関係式を満たす.

gij = ĝi−1,j−1 + ĝp−1,j−1bpgi0 (4.6)

行列に対する分数の定義方法と, 母関数の関係式 (4.3)～(4.6)を用いると,

G =
1

g11 −
g10g01

g00
· · · g1,q−1 −

g1,0g0,q−1

g00

g10

g00
...

...
...

gp−1,1 −
gp−1,0g01

g00
· · · gp−1,q−1 −

gp−1,0g0,q−1

g00

gp−1,0

g00

−g01

g00
· · · −g0,q−1

g00

1
g00


=

1
ĝ00 · · · ĝ0,q−2 zg0,q−1

...
...

...
ĝp−2,0 · · · ĝp−2,q−2 zgp−2,q−1

−bpĝp−1,0 · · · −bpĝp−1,q−2 1 − bpĝp−1,q−1


=

1
0 · · · 0
...

...
0

0 · · · 0 1

 +


1 · · · 1 z
...

...
...

1 · · · 1 z

−bp · · · −bp −zbp

 ∗


ĝ00 · · · ĝ0,q−1

...
...

ĝp−1,0 · · · ĝp−1,q−1


となる.
上の変形を繰り返すことで, Gを連分数に展開することができる.
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5 Block-Hankel行列式

Block-Hankel行列式と, べき級数, 行列連分数の関係を組合せ論的に考察する.
べき級数の係数の列 {cn}n≥0 を用いて, Block-Hankel行列式Hr

n, n ≥ 0, r ≥ 0を次で定義する.

Hr
n := |cr+qi+pj |0≤i,j≤n−1

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cr cr+p · · · cr+(n−1)p

cr+q cr+q+p · · · cr+q+(n−1)p

...
...

. . .
...

cr+(n−1)q cr+(n−1)q+p · · · cr+(n−1)(q+p)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
例えば, p = 3, q = 2の場合, 次のようになる.

H7
3 =

∣∣∣∣∣∣∣
c7 c10 c13

c9 c12 c15

c11 c14 c17

∣∣∣∣∣∣∣ , H4
4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c4 c7 c10 c13

c6 c9 c12 c15

c8 c11 c14 c17

c10 c13 c16 c19

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
定理 1より,行列式と非交差経路に関するGessel-Viennotの方法 [3]を用いると, Block-Hankel行列式と
行列連分数の係数の列 {bn}n≥pとの組合せ論的な関係を示すことができる. すなわち, 次の定理が成り立つ.

定理 2.

Hr
n =

∑
(π1,...,πn)

w(π1) · · ·w(πn)

ここで, 右辺の和は次の条件を満たすグラフD(p,q) 上の n本の経路の組全てにわたってとる.

(i) r = ip + jqを満たす i, j ∈ Zを一組固定するとき, k番目の経路 πk は, si+k−1 から tj+k−1 へ至る経

路である.

(ii) n本の経路 π1, · · · , πn は, 非交差的である. すなわち, どの 2本の経路も同じ節点を共有しない.

例えば, p = 3, q = 2の場合, 次のようになる (図 3).

H6
2 =

∣∣∣∣∣ c6 c9

c8 c11

∣∣∣∣∣ = b3b4b5b8b9 + b3b4b5b8b11 + b3b5b6b8b11, H4
3 = b3b4b5b6b8b9b11b14

特に, 上の例の H4
3 のように r ∈ {0, 1, . . . , p + q − 1}の場合, 非交差な経路の組は一組に決まり, Block-

Hankel行列式は bn の積のみで表される. すなわち, 次式で表される.

Hr
ps+t =

p−1∏
i=0

ni∏
j=0

(p+q)j+i∏
k=1−b qi+r

p c

bqk+pi+r

ni =

s, i ∈ {0, 1, . . . , t − 1}

s − 1, i ∈ {t, t + 1, . . . , p − 1}

r ∈ {0, · · · , p + q − 1}, t ∈ {1, · · · , p}

(5.1)

式 (5.1)を用いて, グラフD(p,q) 上の枝の重み bm の, Block-Hankel行列式を用いた表現を得られる.
r ∈ {0, 1, . . . , p+q−1}のとき, π1からπnのうちで枝の数が最も多い経路πnの重みを, 2つのBlock-Hankel
行列式の比として,

bmbm−p · · · bm−(bm
p c−1)p =

Hr
n+1

Hr
n
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図 3: The Block-Hankel determinant H6
2 in terms of non-intersecting paths on a graph D(3,2).

と表すことができる. 更に同様にして,

bm−p · · · bm−(bm
p c−1)p =


Hr+q

n

Hr+q
n−1

, r ∈ {0, · · · , p − 1}

Hr−p
n+1

Hr−p
n

, r ∈ {p, · · · , p + q − 1}

となるので, bm はHr
n を用いて次のように表される．

bm =


Hr

n+1H
r+q
n−1

Hr
nHr+q

n

, r ∈ {0, · · · , p − 1}

Hr
n+1H

r−p
n

Hr
nHr−p

n+1

, r ∈ {p, · · · , p + q − 1}

6 おわりに

本研究では, 重み付きグラフD(p,q)を導入し, D(p,q)上の経路の重みの総和を係数とする母関数が行列連分

数に展開できることから, べき級数の行列と行列連分数の組合せ論的な関係を示した. さらに, block-Hankel
行列のグラフを用いた解釈を与えることで, 行列連分数の係数と Block-Hankel行列式の関係に対する組合
せ論的な証明を示した.
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