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周期写像を用いた高次保存量を持つ可積分方程式の生成

龍谷大学大学院理工学研究科 田中　宏典 (TANAKA Hironori)
九州大学大学院数理学研究院 津田　照久 (TSUDA Teruhisa)
千葉大学教育学部数学教室 野邊　厚 (NOBE Atushi)
龍谷大学理工学部数理情報学科 松木平 淳太 (MATUKIDAIRA Junta)

概 要 可積分な２階差分方程式として QRT系が知られている。これまでに我々は、QRT系を

もとに高次保存量を持つ差分方程式を生成してきた [1]。今回、2階可積分差分方程式の中でQRT系

ではないと主張されている方程式から得た考察をもとに、新たな可積分な方程式を生成する。

1 はじめに

今までに可積分な差分方程式の探索がなされ、その成果として２階差分方程式である QRT系
(キスペル-ロバーツ-トンプソン系)が知られている。この系は、可積分な２階差分方程式のなかで
も、非常に大きな系である。実際、2階差分方程式の中で、可積分な方程式が見つかった時、それ
がQRT系に属するかそうでないかということが、しばしば問題となり、いくつかの方程式に関し
ては、QRT系ではないと主張されている [2] [3] [4] [5]。しかし、QRT系以外に可積分な２階差分
方程式がどこまで存在するのかは、分かっていない。
この課題の解決に向かうアプローチとして、QRT系を出発点にそれらを探っていくことは、有
効な手段のひとつである。そこで、本論文ではこれまで我々が示してきたこととともに、QRT系
をもとに新たな可積分な方程式の生成法を提案する。

2 QRT系

パラメータ行列が非対称の場合、QRT系は以下の式で表される。

xn+1 =
f1(yn) − xnf2(yn)
f2(yn) − xnf3(yn)

, yn+1 =
g1(xn+1) − yng2(xn+1)
g2(xn+1) − yng3(xn+1)

. (2.1)

ここで、fi(x), gi(x), (i = 1, 2, 3)は、パラメータの集まりである 3 × 3の行列

A =

a00 a01 a02

a10 a11 a12

a20 a21 a22

 , B =

b00 b01 b02

b10 b11 b12

b20 b21 b22

 , (2.2)

によって、 f1(x)
f2(x)
f3(x)

 = A

x2

x

1

×B

x2

x

1

 ,

g1(x)
g2(x)
g3(x)

 = AT

x2

x

1

×BT

x2

x

1

 , (2.3)

で与えられる。
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このQRT系には、分母分子それぞれが x, yの４次式である保存量

KQRT (x, y) =
(
x2 x 1

)
A

y2

y

1

/(
x2 x 1

)
B

y2

y

1

 ,

=
a00x

2y2 + a01x
2y + a02x

2 + a10xy2 + a11xy + a12x + a20y
2 + a21y + a22

b00x2y2 + b01x2y + b02x2 + b10xy2 + b11xy + b12x + b20y2 + b21y + b22
,

(2.4)

が存在する。この保存量KQRT (x, y)に対して、非対称 QRT系写像 (xn, yn) 7→ (xn+1, yn+1)は、
以下の関係式を満たす [6]。

KQRT (xn, yn) = KQRT (xn+1, yn) = KQRT (xn+1, yn+1). (2.5)

また、パラメータ行列A,Bを対称行列にすると、fi(x)と gi(x)は等しくなる。そのような対称
のQRT系は、以下のように表される。

xn+1 =
f1(xn) − xn−1f2(xn)
f2(xn) − xn−1f3(xn)

. (2.6)

保存量は式 (2.4)で、非対称の場合と同じであり、以下の関係式を満たす。

KQRT (xn−1, xn) = KQRT (xn, xn+1). (2.7)

3 ２階可積分方程式

次の差分方程式 ( xn−1, xn ) 7→ ( xn, xn+1 )を考える。

xn+1 = −a + x2
n

xn−1
. (3.1)

この式は QRT系ではない。解軌道 (図 1)から、「２つの保存量を合成した保存量を持っている」
ことが予想される。実際、この保存量は、

L(x, y) =
x2 + y2 + a

xy
, (3.2)

を用いると L(xn−1, xn)2で表される。また、解軌道の２つの閉曲線は κを定数として、
L(xn−1, xn) = κ ,L(xn−1, xn) = − κ と表され、次の関係式を満たす。(n = 0, 1, 2, · · · )

L(xn−1, xn) = − L(xn, xn+1). (3.3)
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図 1: 式 (3.1)の解軌道 (a = −0.5)
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図 2: 式 (3.4)の解軌道 (a = −0.5)
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ここで、L(x, y)はある QRT系の保存量である。以下の差分方程式 ( xn−1, xn ) 7→ ( xn, xn+1 )
は、L(x, y)を保存量に持つQRT系である (図 2)。

xn+1 =
a + x2

n

xn−1
. (3.4)

図 2の解軌道の閉曲線は L(xn−1, xn) = κ で表され、次を満たす。(n = 0, 1, 2, · · · )

L(xn−1, xn) = L(xn, xn+1). (3.5)

式 (3.1)と式 (3.4) は関係がある。まず、次の写像を定義する。

σ : (x, y) 7→ (−x, y), ϕ : (x, y) 7→

(
y,

a + y2

x

)
. (3.6)

この２つの写像から作られる合成写像

ϕ ◦ σ : (x, y) 7→

(
y,−

a + y2

x

)
, (3.7)

は式 (3.4)の写像である。このことは、「QRT系とある周期写像との合成からQRT系でない可積
分な写像が生成できること」を示唆している。また、式 (3.3)はそれらの写像を用いて以下のよう
に表せる。

L(xn, xn+1) = L(ϕ ◦ σ(xn−1, xn)) = L(σ(xn−1, xn)) = − L(xn−1, xn) . (3.8)

そして、式 (3.1)の保存量 L(xn−1, xn)2は以下の式から κで表せることがわかる。

(L(x, y) − κ)(L(x, y) + κ) = 0 ,

⇐⇒
L(x, y)2 = κ2 .

(3.9)

4 一般のQRT系からの構成

上記のような可積分な差分方程式は、一般の QRT系からも生成できる [1]。以下の写像を定義
する。

ϕ : (x, y) 7→
(

f1(y) − xf2(y)
f2(y) − xf3(y)

, y

)
, ψ : (x, y) 7→

(
x,

g1(x) − yg2(x)
g2(x) − yg3(x)

)
. (4.1)

これらの写像を用いた合成写像

ψ ◦ ϕ : (x, y) 7→ (x̄, ȳ), x̄ =
f1(y) − xf2(y)
f2(y) − xf3(y)

, ȳ =
g1(x̄) − yg2(x̄)
g2(x̄) − yg3(x̄)

, (4.2)

は非対称のQRT系である。このQRT写像の保存量 κによって表される曲線は、

x(A + κB)ty = (a00 + κb00)x2y2 + (a01 + κb01)x2y + (a02 + κb02)x2

+ (a10 + κb10)xy2 + (a11 + κb11)xy + (a12 + κb12)x

+ (a20 + κb20)y2 + (a21 + κb21)y + (a22 + κb22),

= 0 ,

(4.3)
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によって与えられる。ここで、任意の周期写像 σ : (x, y) 7→ (u(x, y), v(x, y)) を用いて、

σ(x(A + κB)ty) = σ(x)(A + κB)σ(ty) = α(x, y, κ)x(A + β(κ)B)ty, (4.4)

βn(κ) = β ◦ β ◦ β ◦ · · · ◦ β︸ ︷︷ ︸
n

(κ) = κ, (4.5)

を満たす、A, B, σ : (x, y) 7→ (u(x, y), v(x, y)), β(κ) を求まれば、可積分方程式が生成できる。た
だし、

A,Bは 3 × 3パラメータ行列, α(x, y, κ)はある因数, β(κ)は周期関数、

である。

5 合成写像の例

以下によって定義される合成写像は可積分となる。

σ : (x, y) 7→ (−x,−y), A =

a00 0 a02

0 a11 0
a20 0 a22

 , B =

 0 b01 0
b10 0 b12

0 b21 0

 , β(κ) = −κ . (5.1)

以下は、{a00, a02, a11, a20, a22, b01, b10, b12, b21} = {7, 3, −2, 9, −2, 5, 5, −9, −9}, (x0, y0) = (0.5, 0.2),
としたときの解軌道である。
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図 3: 合成写像 ψ ◦ ϕ ◦ σの解軌道
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図 4: QRT写像 ψ ◦ ϕの解軌道

6 non-QRT mapping

次の差分方程式 (xn−1, xn) 7→ (xn, xn+1)を考える [2]。

xn+1 =
−b − axn−1xn − x2

n

xn−1 + axn
. (6.1)

この方程式の保存量は、

KQRT1(x, y) =
−ab + ax2 + 2xy + ay2

b + x2 + 2axy + y2
, (6.2)

を用いるとKQRT1(xn−1, xn)2 で表すことができる。例えば、(a, b) = (−0.1, −0.5), (x0, x1) =
(0.7, 0.7)とすると、解軌道は図5のようになる。解軌道に現れる２つの閉曲線はKQRT1(xn, xn+1) =
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2.17801 (n = 0, 2, 4, · · · ), KQRT1(xn, xn+1) = −2.17801 (n = 1, 3, 5, · · · ) である。この式 (6.1)
のパラメータを a = 0とすれば、式 (3.1)となる。
また、KQRT1(x, y)を保存量に持つ QRT系は、KQRT1(xn−1, xn) = KQRT1(xn, xn+1)を満た
す。この関係式を満たす方程式 (xn−1, xn) 7→ (xn, xn+1)は、

xn+1 =
−abxn−1 − bxn − a2bxn − x3

n + a2x3
n

ab − xn−1xn + a2xn−1xn
, (6.3)

である。
ここで、式 (6.1)を考えると、

KQRT1(xn−1, xn) = −KQRT1(xn, xn+1), (6.4)

を満たす方程式となっている。実は、この関係式を満たす方程式は、式 (6.1)の他にもう一つある。
この関係式を満たす２つの方程式は以下のとおりである。

xn+1 =
− b − axn−1xn − x2

n

xn−1 + axn
, (6.5)

xn+1 =
ab − xn−1xn − ax2

n

axn−1 + xn
. (6.6)

式 (6.5)と式 (6.6)は (a ↔ 1
a
, b ↔ −b) で互いに移り合う。

これらの方程式から次の写像を定義する。

ϕ : (x, y) 7→ (y,
− b − axy − y2

x + ay
), σ : (x, y) 7→ (

ab − xy − ay2

ax + y
, y). (6.7)

この２つを使った合成写像

ϕ ◦ σ : (x, y) 7→ (y, x̄), x̄ =
−abx − by − a2by − y3 + a2y3

ab − xy + a2xy
, (6.8)

はQRT系 (6.3)である。また、次の写像を定義する。

η : (x, y) 7→ (
− b − axy − y2

x + ay
, y), ξ : (x, y) 7→ (x,

ab − xy − ay2

ax + y
). (6.9)
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図 5: 式 (6.1)の解軌道

0

1

2

3

4

5

6

7
8

9

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5xn-10.5

1.0

1.5

2.0

2.5
xn

図 6: 式 (7.3)の解軌道

5



この２つを使った合成写像

ξ ◦ η : (x, y) 7→ (x̄, ȳ),


x̄ =

− b − axy − y2

x + ay

ȳ =
ab − yx̄ − ax̄2

ay + x̄

, (6.10)

はQRT系の２周期の再帰方程式になる。ちなみに、QRT系には２、３、４、５、６周期の再帰
方程式が存在する [6]。

7 QRT系の保存量から方程式の生成

以上の例より、QRT系の保存量から関係式KQRT (xn−1, xn) = −KQRT (xn, xn+1)を満たすよう
な方程式はどれぐらいあるのかという問題が考えられる。以下は、今回新たに発見した例である。

KQRT2(x, y)

=
(
x2 x 1

)  ac −2bc 0
−2bc 0 0

0 0 bd


y2

y

1

/(
x2 x 1

)  bc 0 0
0 −ad bd

0 bd 0


y2

y

1

 ,

=
acx2y2 − 2bcx2y − 2bcxy2 + bd

bcx2y2 − adxy + bdx + bdy
,

(7.1)

とすると、KQRT2(xn−1, xn) = KQRT2(xn, xn+1)を満たす式は、

xn+1 =
− 2b2cdx3

n + abd2xn − b2d2 − xn−1( − abcdx3
n + 3b2cdx2

n )
−abcdx3

n + 3b2cdx2
n − xn−1( 2b2c2x4

n − a2cdx3
n + 3abcdx2

n − 2b2cdxn )
, (7.2)

であり、KQRT2(xn−1, xn) = −KQRT2(xn, xn+1)を満たす式は、

xn+1 =
bd − xn−1( bcx2

n )
bcx2

n − xn−1( acx2
n − 2bcxn )

, (7.3)

xn+1 =
− 2bdxn − xn−1( bd − adxn )
bd − adxn − xn−1( − 2bcx2

n )
, (7.4)

である。式 (7.3)において、{a, b, c, d} = {5, 2, 3, 6}, (x0, x1) = (1, 0.8) とすると、解軌道は図 6
のようになる。これらの式も、6節の例と同じような構造を持っている。

8 結論

QRT系の保存量を出発点にしてある関係式を満たすような方程式を探るという、新たな可積分
な差分方程式の生成法を示した。また、関係式はほんの一例しか示したおらず、今回の関係式で
なくても、可積分な差分方程式が生成できることが期待できる。さらに、今回の生成法で作られ
た２つの方程式の合成写像によって、２周期の再帰方程式が現れたことから、再帰方程式を出発
点に生成できることが期待できる。そして、このような方法を用いて、「今までにQRT系ではな
いと主張されている２階可積分方程式が、QRT系と関係しているのではないか」ということを示
すことも今後の課題としたい。
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